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物料 号 29464-00 


《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
ABA ME. 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 道 请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 


si? 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 
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我 很 高 兴 为 我 们 的 书 《 非 线性 动力 学 定性 理论 方法 》(Methods of Qualitative 
‘Theory in Nonlinear Dynamics) 的 第 一 卷 和 第 二 卷 的 中 文 版 写 这 个 序 . 该 书 原来 的 思 
想 和 内 容 是 俄 文 的 , 但 是 首先 是 由 世界 科技 出 版 公司 (World Scientific) 于 1998 年 和 
2001 年 出 版 英文 版 , 再 由 计算 机 研究 院 出 版 社 (Hacrmryr xommpiotepunx wccne- 
nonannit) 和 有 序 与 混沌 动力 学 出 版 社 (Regular and Chaotic Dynamics) 分 别 于 2004 
年 和 2009 年 从 英文 翻译 回 到 俄 文 版 , 感谢 高 等 教育 出 版 社 现在 出 版 中 文 版 . 这 样 , 对 
本 书 的 读者 将 有 更 多 的 科学 语言 可 使 用 . 

本 书 系统 地 讨论 了 动力 系统 简单 极限 集 的 所 有 主要 分 支 , 这 些 极限 集 包括 稳定 
平衡 态 , 周期 轨道 和 不 变 环 面 . 但 是 重点 是 对 高 维系 统 中 的 大 范围 分 支 同 宿 分 
支 和 异 宿 分 支 的 讨论 . 通常 这 种 无 形 解 是 大 部 分 非 线 性 系统 中 复杂 动力 学 的 主要 组 
织 中 心 . 我 们 对 同 宿 研究 所 用 的 关键 方法 都 得 到 了 严格 的 论述 且 具 有 完全 的 一 般 性 
我 高 兴 地 强调 大 范围 分 支 的 工具 箱 中 的 大 部 分 工具 在 这 里 即 在 Nizhny Novgorod (以 
前 的 Gorky) 一 一 大 家 引 以 为 豪 的 世界 著名 的 Andronov 非 线性 振动 学 派 的 基地 得 
到 了 发 展 . 

这 本 特别 偏爱 数学 技巧 的 严格 的 教科 书 为 大 学 生 和 研究 生 水 平 的 数学 课程 打下 
了 坚实 的 基础 . 本 书 也 可 作为 工程 或 者 任何 其 它 非 线性 动力 学 交叉 学 科 的 参考 书 以 
及 一 本 十 分 透彻 的 自学 教材 . 书 中 包含 有 大 量 的 迄今 为 止 还 没有 在 教科 书 中 出 版 的 
Ki AAR. 其 中 包括 许多 第 一 次 详细 阐述 的 新 奇 分支 , 例如 蓝天 突变 以 及 鞍 
点 和 鞍 - 焦点 之 间 的 各 种 同 宿 连接 和 异 宿 连接 . 这 些 新 颖 分 支 现 在 已 经 在 非 线性 动 
力学 的 各 种 应 用 , 例如 在 神经 科学 、 医 学 、 化 学 和 流体 力学 中 被 广泛 地 发 现 . 本 书 已 
经 被 横 跨 欧美 和 俄罗斯 的 大 学 中 普遍 地 作为 动力 系统 的 教材 ,当然 我 也 希望 这 个 趋 
势 将 延伸 到 中 国 . 


-iv 中 文 版 序 


现今 中 国正 在 崛起 ， 当 我 于 2002 年 接受 邀请 在 北京 的 世界 数学 家 大 会 上 递送 
题 为 《分 支 理 论 与 奇怪 吸引 子 ) 的 报告 而 访问 这 个 国家 的 时 候 亲 眼目 睹 了 她 的 指数 
式 飞速 增长 .我 想 这 个 国家 如 果 没有 科学 和 研究 的 发 展 , 那么 她 的 经 济 的 显著 发 展 
也 是 不 可 能 的 . 一 个 明显 的 迹象 是 在 纯粹 数学 与 应 用 数学 、 物 理 和 生命 科学 的 中 国 
研究 的 各 种 不 同 顶级 杂志 大 量 增长 . 我 希望 用 中 文 母语 出 版 的 我 们 的 这 两 卷 书 将 进 
一 步 鼓舞 和 培养 中 国 新 一 代 的 非 线性 动力 学 家 . 

最 后 , 我 仅 代表 合 著者 感谢 金成 村 教授 为 我 们 全 书 所 作 的 出 色 翻 译 工作 . 


Leonid Shilnikov 
Nizhny Novgorod 
2010 年 6 月 


译 者 序 


由 国际 著名 动力 系统 专家 L.Shilnikov 等 四 人 合 写 的 这 部 《 非 线性 动力 学 定性 理 
论 方法 ) 一 书 共 分 两 卷 (中 本 版 按 英文 版 Methods of Qualitative Theory in Nonlinear 
Dynamics, World Scientific 出 版 社 出 版 的 第 一 卷 (1998), 第 二 卷 (2001) 翻译 , 该 书 
现 已 出 版 俄 文 译本 , 第 一 卷 (2004), 第 二 卷 (2008) 本 书 是 前 苏联 著名 Andronov 非 
线性 振动 学 校 继 Andronov, A. A., Vitt, A. A. 和 Khaikin, S. E. 的 《振动 理论 》， 
Andronov, A. A., Leontovich, E. A., Gordon, I. E. 和 Maier, A. G. 的 《平面 动力 系统 
分 支 理论 》 以 及 Andronov, A. A., Leontovich, E. A., Gordon, I. E. 和 Maier, A. G. 
的 《平面 动力 系统 理论 》 等 著名 著作 ( 原 书 都 为 俄 文 版 , 现在 都 有 英文 版 ) 后 又 一 部 
关于 非 线性 动力 学 理论 方法 的 优秀 著作 . 该 书 除 介绍 平面 动力 系统 分 支 理论 的 重要 
结果 以 外 , 主要 以 严谨 的 数学 理论 为 基础 , 介绍 高 维 动力 系统 (连续 和 离散) 的 定性 
理论 和 分 支 理论 . 其 介绍 的 理论 和 方法 介 于 基础 教科 书 和 抽象 动力 系统 理论 之 间 . 

由 常 微分 方程 和 映射 (包括 微分 同 胚 ) 定义 的 动力 系统 的 高 维 分 支 理论 在 上 世纪 
60 年 代 开始 得 到 了 很 大 发 展 , 特别 是 那 时 出 现 了 这 种 系统 的 混沌 解 . 为 了 研究 这 种 
以 前 没有 发 现 过 的 新 现象 的 发 展 规律 , 必须 对 高 维 分 支 问题 作 系 统 而 细致 的 分 析 . 但 
是 高 维 定性 理论 和 分 支 问题 比 平面 情形 复杂 得 多 . 平面 系统 由 于 有 著名 的 Poincaré- 
Bendixson 理论 , 它们 的 极限 集 相对 比较 简单 , 高 维 情形 就 不 一 样 , 其 不 变 集 除了 平 
淆 态 、 周 期 轨 线 、 鞍 点 分 界线 连接 以 外 , 还 可 以 有 其 它 更 加 复杂 的 不 变 集 , 如 奇怪 吸 
引子 等 

本 书 作者 用 新 的 方法 详细 盖 述 了 由 常 微分 方程 和 映射 (包括 微分 同 胚 ) 定义 的 
系统 的 高 维 定性 理论 和 分 支 问题 . 他 们 从 对 平衡 态 和 周期 轨 线 邻 域内 线性 化 系统 的 
特征 值 作 更 细致 分 划 开 始 , 详细 分 析 了 平衡 态 和 周期 轨 线 (特别 是 与 混沌 性 态 有 关 
的 高 维 空间 中 的 鞍点 , 鞍 - 结 点 , 鞍 - 焦点 等 各 类 , 各 类 同 宿 回路 和 异 宿 环 ) 邻 域内 


hiss 译 者 序 


的 轨 线 性 态 , 用 他 们 的 边 值 问题 新 方法 分 析 局 部 和 大 范围 各 类 不 变 流 形 (包括 不 变 
叶 层 ) 的 存在 性 、 光 滑 性 . 最 后 详细 并 严格 地 讨论 了 各 类 局 部 分 支 和 大 范围 分 支 ( 包 
括 余 维 2 分 支 ), 其 中 包含 有 通 向 混沌 道路 的 分 支 . 

本 书 对 有 关 问 题 的 发 展 历史 , 与 实际 问题 的 联系 介绍 得 很 清楚 , 对 问题 的 来 龙 
去 脉 也 介绍 得 很 详细 . 书 中 用 到 较 高 深 的 数学 概念 一 般 都 有 说 明 , 定理 证 明 大 多 比 
较 细致 . 但 必须 指出 , 书 中 有 些 公式 和 分 支 的 推导 是 借助 于 有 关 计 算 机 软件 得 到 的 ， 
用 通常 的 分 析 方法 一 般 很 难 办 到 . 读者 开始 接触 时 不 要 被 搞 得 望 而 生 和 县. 欲 知 其 详 ， 
建议 读者 可 参考 译 者 不 久 前 翻译 并 由 科学 出 版 社 出 版 的 库 兹 涅 佐 夫 著 的 《应 用 分 支 
理论 基础 》(2010 版 ) 一 书 , 那里 对 分 支 理论 的 数值 分 析 有 较 详细 的 介绍 , 并 有 一 些 
具体 计算 例子 , 例如 , 如 何 用 MAPLE 命令 计算 Hopf-Hopf 分 支 的 Poincaré 规范 形 
以 及 用 其 它 专 适用 于 动力 系统 分 支 理 论 的 软件 计算 分 支 曲 线 等 . 

还 值得 一 提 的 是 本 书 两 卷 的 序言 写 得 特别 详细 , 这 在 一 般 著 作 中 也 是 少 有 的 , 特 
别 是 第 二 卷 , 作者 花 了 相当 大 的 篇 幅 介绍 非 线性 动力 学 有 关 课 题 的 发 展 历史 以 及 各 
章 内 容 , 读者 可 以 经 常 回 过 头 来 反复 查看 . 另 一 个 值得 注意 的 是 全 书后 面 的 例子 、 问 
题 与 练习 , 这 部 分 内 容 特别 对 于 刚 开始 做 研究 工作 的 读者 很 有 参考 价值 . 书 中 列举 的 
问题 不 少 来 自 有 关 文 献 .例如 对 以 本 书 作者 之 一 L.O.Chua 名 字 命名 的 Chua 电路 
的 详细 分 析 , 它 是 继 Lorenz 方程 出 现 混沌 性 态 后 又 一 个 来 自 实际 问题 出 现 混沌 现象 
的 系统 . 书 中 对 每 一 个 问题 的 研究 分 析 都 提出 了 详细 的 方案 , 对 有 些 作为 例子 的 问题 
还 作 了 细致 的 讨论 . 这 也 是 对 各 章 正文 很 好 的 补充 . 

本 书 有 些 内 容 是 本 书 第 一 作者 L.P.Shilnikov 本 人 在 Nizhny Novgorod 大 学 应 用 
数学 与 控制 论 研究 所 微分 方程 系 30 年 来 教授 “平面 定性 娃 论 "课程 (一 学 年 ) 的 教 
材 . 对 于 要 学 习 高 维 定性 理论 和 混沌 理论 的 高 年 级 学 生 和 研究 生来 说 本 书 无 疑 是 一 
本 难得 的 好 教材 ， 当 然 , 对 于 那些 从 事 非 线性 动力 学 研究 工作 的 工程 师 、 学 者 和 专 
家 , 本 书 也 是 一 本 有 价值 的 参考 书 . 

对 于 不 同 水 平和 不 同 要 求 的 读者 可 以 选读 本 书 的 不 同 内 容 , 对 初学 者 最 好 同时 
补充 一 些 本 书 没有 介绍 而 在 非 线性 动力 学 中 很 重要 的 相关 内 容 , 例如 平面 定性 理论 
的 基本 知识 , 不 变 环 面 上 轨 线 性 态 的 PoincaréDenjoy 理论 以 及 著名 的 Smale iii 
等 . 动力 系统 中 一 些 著名 定理 , 如 A- 引 理 、 封 闭 性 引 理 等 都 作 了 介绍 并 给 出 应 用 . 

本 书 的 第 一 卷 对 全 书 是 引 论 性 的 , 主要 介绍 常 微分 方程 和 动力 系统 的 基本 概念 ， 
结构 稳定 平衡 态 (特别 对 鞍点 ) 和 周期 轨 线 附近 的 性 态 、 不 变 环 面 以 及 局 部 和 大 范围 
中 心 流 形 定理 . 第 二 卷 是 本 书 的 重点 , 介绍 结构 稳定 系统 、Morse-Smale 系统 、 平 衡 态 
的 第 一 、 第 二 、 第 三 临界 情形 、 弱 共振 和 强 共振 、 平 衡 态 和 周期 轨 线 (包括 鞍 - 结 点 ， 
BE - 焦点 周期 轨 线 ) 的 局 部 分 支 和 大 范围 分 支 以 及 通 往 混沌 动力 学 的 一 些 分 支 . 在 最 
后 的 例子 、 问 题 和 练习 中 特别 介绍 了 有 关 Lorenz 方程 , Henon 映射 Khorozov-Takens 
方程 , Hindmarsh-Rose, Shimizu-Morioka 等 模型 和 Chua 电路 等 的 详细 分 析 . 

本 书 翻译 过 程 中 改正 了 原 书 的 一 些 错误 . 由 于 原 书 是 由 不 同人 执笔 写成 的 , 每 
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人 写作 风格 和 所 用 数学 名 词 都 有 所 不 同 , 译文 在 忠实 原文 的 原则 下 尽量 做 到 统一 和 
通顺 易 慌 

最 后 , 感谢 L. P. Shilnikov 教授 为 中 文 版 写 的 热情 洋溢 的 序 , 也 感谢 Andrey 和 
我 对 本 书 一 些 问题 的 多 次 讨论 和 对 为 中 文 版 序 所 提供 的 帮助 . 感谢 高 等 教育 出 版 社 
编辑 李 腾 的 热心 支持 与 帮助 和 责任 编辑 鞠 青 的 认真 负责 仔细 的 辛勤 劳动 . 另外 , 也 
要 感谢 我 妻子 何 燕 俐 对 我 这 项 工作 自始至终 的 理解 支持 和 关心 . 


金成 村 2009 年 12 月 


第 二 卷 引 


Il 


下 面 几 章 我 们 叙述 具有 简单 动力 学 的 动力 系统 的 分 支 理论 . 辽 分 强调 分 支 理 论 
在 非 线 性 动力 学 中 的 作用 有 一 定 的 困难 , 理由 非常 简单 : 分 支 理论 的 方法 是 由 研究 
动力 学 模型 的 成 套 工 具 箱 组 成 、 除 此 以 外 , 分支 理 论 还 为 不 同 科学 领域 的 学 者 们 
提供 一 种 通用 语言 , 以 便 他 们 之 间 沟 通 和 交流 思想 以 及 彼此 理解 各 中 间 学 科 之 间 的 
讨论 . 

分 支 理论 研究 当 系 统 参数 变化 时 相 空间 的 改变 . 大 体 上 , 分 支 理论 的 真正 概念 
最 初 是 由 Henry Poincaré 在 他 研究 一 个 自由 度 的 Hamilton 系统 时 提出 的 . 但 是 , 我 
们 必须 指出 , 当 这 个 理论 发 展 到 现 阶段 时 , 他 那个 直观 明显 的 定义 就 总 觉得 不 够 了 . 
事实 上 , 我 们 需要 适当 的 数学 基础 去 定义 相 空间 的 结构 和 结构 的 改变 等 概念 ， 

第 一 个 尝试 创造 这 种 数学 形式 化 的 是 Andronov 和 Pontryagin 在 1937 年 的 工 
作 , 就 是 说 , 他 们 引入 粗 系统 的 概念 . 一 个 系统 为 粗 的 , 意味 着 任何 一 个 与 它 充分 接 
近 的 系统 与 这 给 定 的 系统 是 拓扑 等 价 的 . 此 外 , FEO RTE. 换 句 话说 ， 
两 个 系统 必须 有 匹配 的 相 图 . 对 应 的 轨 线 只 能 相差 很 小 . 

在 同一 篇 论文 中 , Andronov 和 Pontryagin 还 叙述 了 平面 粗 系统 的 充分 必要 条 
件 . 因此 , 由 于 得 到 了 必要 的 数学 基础 , 许多 非 线性 动力 学 问题 可 以 用 二 维 动力 系统 
模拟 . 

Andronov 和 Pontryagin 理论 的 主要 论述 将 在 本 书 的 第 七 章 第 一 节 中 叙述 , 作为 
本 书 第 二 卷 的 开场 白 . 在 那里 我 们 也 给 出 结构 稳定 性 的 定义 (这 是 属于 Peixoto H). 
结构 稳定 性 和 粗 性 这 两 个 概念 的 主要 差别 是 , 对 前 者 定义 结构 稳定 性 的 共 簿 的 同 胚 
并 不 假设 要 接近 恒 同 . 从 纯粹 数学 观点 看 , 这 是 相当 方便 的 , 因为 由 定义 立即 得 知 结 
构 稳定 系统 组 成 一 个 开 集 ， 即使 从 许多 仅 对 结构 稳定 性 所 作 的 已 知 证 明 来 看 , 粗 性 
本 身 可 以 当 作 副 产品 从 同一 证 明 中 得 到 .因此 , 这 两 个 概念 的 差别 看 来 不 是 本 质 的 . 
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注意 , 尽管 如 此 , 结构 稳定 性 概念 在 俄罗斯 以 外 却 广为人知 , 尤其 在 西方 国家 , 因此 
本 书 将 频繁 地 使 用 这 一 术语 . 不 管 怎么 样 , 我 们 相信 和 粗 性 概念 原则 上 更 合理 , 因为 它 
给 出 由 于 参数 的 微小 变化 而 引起 现实 过 程 的 小 变化 的 自然 反映 

二 维 粗 系统 的 高 维 推广 是 7.4 节 讨 论 的 Morse - Smale 系统 . 这 种 系统 的 一 系 
列 极限 集 仅 包含 平衡 态 和 周期 轨道 ， 此 外 , 这 种 系统 的 极限 集 也 只 可 能 有 有 限 个 . 
Morse-Smale 系统 不 允许 有 同 宿 轨 线 . 平衡 态 的 同 宿 回路 在 这 里 可 不 存在 , 因为 它们 
是 非 粗 轨 线 一 一 平衡 态 的 稳定 与 不 稳定 流 形 的 交 沿 着 同 宿 回 路 不 能 模 截 相 交 , 粗 
的 Poincaré 同 宿 轨道 (周期 轨道 的 同 宿 轨 线 ) 也 不 可 能 存在 , 因为 由 它们 可 推出 存 
在 无 穷 多 个 周期 轨道 . Morse-Smale 系统 具有 与 二 维系 统 相似 的 性 质 , 因而 推测 (上 
世纪 六 十 年 代 以 及 之 前 ) 它们 是 所 有 光滑 动力 系统 的 空间 中 的 一 个 稠 集 . 但 是 , 动力 
学 混沌 的 发 现 打破 了 这 种 理想 化 的 图 像 

一 个 基本 问题 是 “如 何 区 别 简单 动力 学 系统 和 混沌 动力 学 系统 ? ”只 有 当 我 们 
能 将 某 类 轨 线 与 可 观察 的 物理 过 程 对 应 时 才能 回答 这 个 问题 . 我 们 从 对 拟 周期 轨 线 
(本 书 第 一 卷 第 4 章 ) 研究 分 类 开始 . 虽然 这 些 轨 线 是 非 粗 的 ,但 被 证 明 可 以 作为 诸 
如 拍 频 与 调制 现象 适当 的 模拟 . 

拟 周 期 轨 线 是 Poisson 稳定 轨 线 的 特殊 情形 . 后 者 曾 在 动力 系统 理论 中 起 过 一 
次 带头 作用 ,因为 它们 组 成 一 大 类 在 Birkhoff 意义 下 的 中 心 运动 ( 见 7.2 节 ). Birkhoff 
WHE Poisson 稳定 轨 线 分 成 许多 子 类 . 我 们 将 在 7.3 节令 述 这 个 分 类 的 示意 图 , 选择 
了 这 个 示意 图 作为 基础 , 早 在 上 世纪 30 年 代 , Andronov 即 着 手 搜集 所 有 已 知 的 动 
力学 运动 类 型 , 并 与 那些 从 物理 实验 可 观察 到 的 动力 学 运动 相 联系 . 由 于 他 的 讨论 
基于 个 别 轨 线 在 Lyapunov 意义 下 的 稳定 性 概念 , Andronov 不 久 就 得 出 结论 说 , 所 
有 可 能 为 Lyapunov 稳定 的 轨 线 将 取 尽 平衡 态 , 周期 轨道 和 概 周 期 轨 线 (在 有 限 维 
情形 下 它们 是 拟 周期 和 极限 拟 周期 运动 ). 

因此 , 我 们 自然 地 假设 每 一 个 有 意义 的 动力 学 机 制 具有 离散 频率 谱 , 关于 这 一 
点 ,我们 好 奇 地 注意 到 Landau 和 Hopf 曾 建议 把 具有 充分 多 个 独立 频率 的 拟 周期 
运动 当 作 流体 力学 注 流 的 数学 映 象 (假设 这 些 频率 的 个 数 将 随 某 个 如 Reynolds 数 等 
结构 参数 的 增加 而 无 限 增加 ). 

所 有 别 的 Poisson 稳定 轨 线 在 Lyapunov 意义 下 是 不 稳定 的 . 这 些 轨 线 如 何 才 
能 成 为 动力 学 中 的 应 用 ? 将 近 30 年 后 才 得 到 答案 . 当 Lorenz 在 1963[87] 解释 非 线 
性 动力 学 过 程 的 复杂 和 混沌 性 态 时 , 由 个 别 不 稳定 轨 线 组 成 的 稳定 极限 集 的 意义 才 
被 第 一 次 认识 到 

在 粗 情形 , 这 一 类 极限 集 ( 称 为 拟 极 小 集 , 定义 为 非 闭 Poisson 稳定 轨 线 的 闭 包 ) 
的 结构 分 析 , 可 用 Pugh 的 封闭 性 引 理 来 进行 . 从 这 个 分 析 (7.3 节 ) 得 出 主要 结论 
是 周期 轨道 在 粗 拟 极 小 集中 是 稠 的 . 特别 地 , 我 们 将 看 到 周期 轨道 的 个 数 为 无 限 . 具 
有 这 种 极限 集 的 系统 称 为 复杂 系统 - 

具有 复杂 性 态 系统 的 一 个 更 鲜明 的 特征 是 出 现 Poincaré 同 宿 轨 线 ， 即 当 t 一 
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too 时 双向 渐 近 于 鞍点 周期 轨道 的 轨 线 . 位 于 鞍点 周期 轨道 的 稳定 与 不 稳定 不 变 流 
形 模 截 交集 上 的 同 宿 轨 道 的 存在 性 , 导致 相 空间 内 无 限 多 个 其 它 鞍点 周期 轨道 的 存 
在 性 (7.5 节 ). 

但 是 对 于 ( 相 空 间 ) 维 数 大 于 2 的 粗 系统 (包含 简单 与 复杂 两 类 动力 学 ) 在 动力 
系统 空间 中 不 稠 . 事实 上 , 由 此 得 知 关键 必须 在 其 轨 线 中 给 出 具有 不 稳定 特性 的 非 
粗 吸引 极限 集 . 

这 种 集合 的 一 个 例子 是 出 现在 各 种 模型 中 的 Lorenz 吸引 子 ， 非 驯 螺 线 吸引 子 
[153] 是 另 一 个 迷人 的 例子 .1 

两 个 奇怪 吸引 子 之 间 的 相似 性 是 它们 没有 一 个 包含 稳定 周期 轨道 . 而 两 者 之 间 
的 差别 ,在 Lorenz 吸引 子 中 所 有 Poincaré 同 宿 轨道 都 是 粗 的 ,而 非 驯 吸 引子 的 特 
征 性 质 是 由 于 同 宿 切 触 , 粗 与 非 粗 Poincaré 同 宿 轨道 共存 ， 两 个 吸引 子 的 相似 之 处 
还 在 于 它们 都 “集中 " 于 一 个 粗 平衡 态 , 对 Lorenz 吸引 子 它 是 鞍点 , 对 非 驯 吸 引子 
则 是 鞍 - 焦点 . 在 具有 这 些 奇怪 吸引 子 的 其 它 形式 的 模型 中 , 我 们 可 以 在 参数 空间 
中 选 出 存在 性 区 域 , 其 中 对 应 于 平衡 态 同 宿 回 路 的 参数 值 是 个 稠 集 

要 想 完全 理解 如 此 复杂 的 现象 , 不 通过 基本 分 支 (局 部 的 和 大 范围 的 ) 的 知识 是 
不 可 能 的 . 第 8 章 评述 这 个 理论 的 一 般 概 鲍 我 们 按照 Andronov 与 Leontovich 的 
先驱 性 工作 ,从 分 析 最 简单 的 二 维 非 粗 系统 开始 ， 他 们 实现 了 对 平面 极限 环 所 有 主 
要 分 支 的 系统 分 类 , 一 共 分 成 四 个 子 类 ; 即 极限 环 产生 于 : 


(1) 简单 弱 焦点 ， 

(2) 简单 半 稳定 极限 环 ， 

(3) MAR - 结 点 的 分 界线 回路 , 以 及 

(3) 鞍点 的 分 界线 回路 , 鞍点 处 向 量 场 的 散 度 不 为 零 


Andronov-Leontovich 的 分 类 利用 了 一 个 附加 的 概念 即 所 谓 非 粗 度 . 这 个 理论 进 
一 步 的 发 展 还 导致 了 另 一 个 方向 , 即 对 原 有 分 支 选取 余 维 1 的 分 支 集 以 及 在 一 般 情 
形 选取 任意 (当然 是 有 限 的 ) 余 维 分 支 集 . 此 外 , 尽管 在 给 定 有 限 余 维 分 支 曲面 的 连 
通 分 支 上 的 所 有 二 维 流 都 是 拓扑 等 价 的 (Leontovich-Mayer 定理 ), 但 此 结果 对 高 维 
情形 不 再 成 立 . 

这 个 结果 属于 Palis, 他 找到 具 异 宿 轨道 的 二 维 微分 同 胚 ,在 它们 的 点 上 , 一 个 
鞍点 不 动 点 的 不 稳定 流 形 与 另 一 个 鞍点 不 动 点 的 稳定 流 形 有 二 次 切 触 ， 只 要 某 些 连 
续 不 变量 的 值 相同 , 则 这 些微 分 同 胚 局 部 拓扑 共 思 . 这 些 连续 不 变量 称 为 模 数 另外 
一 些 出 现 拓扑 共 加 模 数 的 非 粗 例 子 在 8.3 节 介 绍 . 

令 人 惊奇 的 是 ,即使 余 维 1 的 非 粗 系统 也 可 以 有 无 穷 多 个 模 数 ， 当然 ， 由 于 非 
线性 动力 学 模型 是 由 具有 限 参数 集 的 动力 系统 明显 定义 ,这 就 产生 了 一 个 新 障碍 ， 
使 得 经 典 分 支 理论 用 不 上 . 虽然 余 维 1 同 宿 回路 情形 没有 带 来 任何 原则 性 问题 , 然 


工 这 个 吸引 子 的 拟 螺 线 形状 来 自 鞍 - 焦点 (2,1) 的 同 宿 回路 , 并 以 它 所 构成 的 骨架 出 现 . 它 的 
非 驯 性 是 由 于 同时 存在 不 同 拓扑 型 的 鞍点 周期 轨道 以 及 粗 和 非 粗 Poincaré 同 宿 轨道 
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而 余 维 2 或 更 高 余 维 情形 就 有 更 少 的 平凡 性 , 例如 , EURE - 焦点 的 同 宿 或 异 宿 
环 情形 , 其 中 分 支 图 的 构造 直接 由 相应 模 数 的 特殊 值 确定 . 

因此 ， 如 果 没有 模 数 就 不 能 进行 完全 的 分 支 分 析 , 那 研究 动力 学 模型 的 An- 
dronov 方法 (8.4 节 ) 就 必须 予以 纠正 . 但 我 们 注意 到 , 如果 某 些 更 精细 的 现象 可 以 
不 考虑 , 或 者 问题 被 限制 在 对 诸如 平衡 态 , 周期 以 及 拟 周 期 运动 等 非 游荡 轨道 的 分 
析 时 , 具有 简单 动力 学 的 系统 的 主要 分 支 研究 , 在 有 限 参数 族 及 某 些 合理 要 求 的 框 
架 内 仍 有 其 现实 意义 (8.4 4). 

我 们 顺便 指出 , 对 于 具 复 杂 动 力学 的 系统 情况 变 得 完全 不 同 . 在 大 多 数 情形 (至 
少 在 出 现 同 宿 切 触 时 ), 由 于 基本 参数 控制 了 分 支 , 引入 模 数 就 是 必然 的 了 ( 见 [63]). 

虽然 二 维系 统 极限 环 的 典型 分 支 理论 已 被 Andronov 与 Leontovich 早 在 上 世纪 
30 年 代 就 创造 出 来 了 ? , 但 对 高 维系 统 的 周期 轨道 与 平衡 态 分 支 理论 的 系统 发 展 , 仅 
在 它们 的 结果 得 到 科学 界 应 用 以 后 才 开始 (Hopf 在 1942 年 的 工作 也 许 仅仅 是 个 例 
db). 

二 维 分 支 的 直接 推广 不 久 以 后 就 取得 进展 . 有 些 工作 均 为 自然 的 修正 , 例如 , 周 
期 轨道 的 二 维 不 变 环 面 分 支 另外 , 高 维 空间 中 同 宿 回路 分 支 并 不 总 是 仅 产生 周期 
轨道 也 成 为 明显 的 事实 . 一 个 长 时 间 未 获 解 决 的 问题 是 , 能 否 存在 周期 轨道 的 其 它 
余 维 1 分 支 ? 至 今 只 有 一 个 与 [152] 中 找到 的 所 谓 “ 蓝 天 突变 " 有 关 的 新 分 支 在 最 近 
才 被 发 现 . 所 有 这 些 高 维 分 支 将 在 本 书 第 二 卷 详细 论述 

在 第 9 章 与 第 10 章 中 我 们 考虑 结构 不 稳定 平衡 态 与 周期 轨道 , 这 些 极限 集 的 
分 支 将 在 第 11 章 中 研究 . 这 三 章 属于 局 部 分 支 理论 . 局 部 分 支 的 结果 在 文献 中 都 有 
很 好 的 介绍 , 且 这 个 理论 继续 在 迅猛 发 展 . 因此 在 这 里 我 们 将 限于 详细 研究 这 类 分 
支 的 基本 情形 . 首先 , 对 于 特征 指数 不 在 虚 轴 上 的 分 支 平衡 态 , 假设 其 特征 指数 严格 
位 于 虚 轴 的 左边 . 在 虚 轴 上 则 假定 存在 单个 零 指数 ? , 或 一 对 复 共生 纯 虚 指 数 . 对 周 
期 运动 也 作 类 似 假设 : 乘 子 若 不 在 单位 圆 上 , 则 它们 必须 在 单位 圆 内 , 在 单位 圆 上 的 
由 单个 乘 子 +1 或 -1, RIMI etie (0 < p < 7) 组 成 . 在 这 些 情形 中 相应 的 
分 支 都 相当 简单 , 因而 可 能 不 需 对 非 线性 项 多 加 限制 ， 

对 于 特征 指数 的 谱 作 这 些 假设 的 理由 非常 清楚 : 我 们 将 特别 关注 平衡 态 与 周期 
运动 稳定 性 的 消失 问题 以 及 由 稳定 性 消失 带 来 的 分 支 问题 . 显然 这 些 问题 是 非 线 性 
动力 学 的 主要 内 容 . 

当然 , 线性 部 分 有 较 高 退化 性 的 情形 也 是 非常 有 意义 的 . 例如 , 具有 三 个 特征 
指数 0, tiw 或 具有 两 对 纯 虚 指数 上 iun, Hiwa 等 的 平衡 态 . 对 这 些 余 维 2 情形 , 典型 
地 是 将 相应 的 (截断 ) 规范 形 化 为 具有 限 个 参数 的 二 维系 统 . 这 些 规范 形 的 系统 研究 
在 [21,40,64,82] PAT BUR. 

但 是 我 们 必须 记 住 , 截断 规范 形 并 不 永远 能 保证 原来 系统 动力 学 的 完全 重建 

2 见 Andronov,Vitt 和 Khaikin 的 《振动 理论 》 的 第 一 版 序言 (在 1937 年 的 印刷 中 没有 Vite 


RF). 
3 在 13.2 节 对 二 重 零 特征 指数 的 情形 作 了 部 分 考虑 - 
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例如 , 当 截 断 规范 形 具有 额外 的 对 称 性 时 , 原则 上 , 如 果 我 们 放 回 略 去 的 高 阶 项 则 这 
种 对 称 性 可 能 遭 到 破坏 , 甚至 还 会 导致 在 参数 空间 的 某 个 区 域 产生 混沌 ， 这 些 区 域 
在 余 维 2 分 支点 附近 的 形状 非常 狭 座 , 但 当 我 们 从 此 分 支点 移动 一 个 有 限 距离 时 , 其 
大 小 将 迅速 扩大 . 

线性 部 分 高 阶 退 化 (从 余 维 3 开始 ) 的 意义 在 于 这 个 有 效 规范 形变 成 三 维 , 而 
且 可 能 呈现 所 谓 瞬 时 混沌 的 复杂 动力 学 ,即使 对 规范 形 自身 也 如 此 .这样 的 例子 包 
括 具有 三 重 零 特征 指数 以 及 完全 和 不 完全 Jordan 块 的 平衡 态 分 支 规范 形 , 这 种 情形 
可 以 分 别 存在 螺旋 奇怪 吸引 子 [18], 或 者 Lorenz 吸引 子 [129] (后 者 要 求 额外 的 对 称 
性 ). 由 于 我 们 将 集中 考虑 简单 动力 学 , 所 以 本 书 不 包括 这 些 专题 . 

在 我 们 令 述 局 部 分 支 时 , 所 用 的 关键 方法 是 基于 中 心 流 形 定理 和 不 变 叶 层 技巧 
( 见 第 一 卷 5.1 节 ). 假设 无 特征 指数 位 于 虚 轴 的 右边 (或 无 乘 子 位 于 单位 圆 外 ), 这 人 允 
许 我 们 引入 一 个 光滑 简化 技巧 , 将 系统 化 为 一 个 非常 方便 的 “标准 形 ”本 书 将 使 用 
这 个 简化 法 同时 研究 稳定 性 边界 本 身 的 局 部 分 支 以 及 通 往 稳定 性 边界 的 大 范围 分 支 
(12 章 )*. 这 些 大 范围 分 支 与 这 样 的 事实 有 关 ; 与 在 平衡 点 的 稳定 性 区 域 的 任何 边界 
上 平衡 态 都 得 到 保持 不 同 , 周期 轨道 在 稳定 性 边界 上 可 能 不 存在 . 特别 地 , 周期 轨道 
在 下 列 情况 下 可 能 消失 : 


(1) 它 收缩 到 一 个 平衡 态 ， 

(2) 在 它 上 面 突然 出 现 一 个 鞍 - 结 点 平衡 态 ， 

(3) 鞍点 平衡 态 附 有 同 宿 回路 , 以 及 

(4) 当 趋 于 稳定 性 边界 时 半期 轨道 的 周期 和 长 度 都 变 成 无 穷 , 这 时 产生 蓝天 突 
变 , 与 同 宿 分 支 不 同 的 是 , 在 蓝天 突变 里 不 含有 任何 平衡 态 . 


在 12 章 中 我 们 将 研究 蒂 - 结 点 平衡 态 与 周期 轨道 消失 时 的 大 范围 分 支 . 首先 
我 们 介绍 Andronov 和 Leontovich 一 个 关于 平面 上 从 鞍 — 结 点 分 界线 回路 产生 稳定 
极限 环 的 定理 的 高 维 类 似 . 与 [130] 中 原来 的 证 明 比 较 , 由 于 我 们 用 了 不 变 叶 层 技巧， 
证 明 被 大 大 简化 . 我 们 还 考虑 鞍 - 结 点 平衡 态 的 同 宿 回路 进入 结 点 区 域 边界 的 情况 
( 非 横 截 情况 ) 

Andronov 与 Vite [14] 在 研究 无 线 电工 程 中 从 同步 到 拍 频 调制 的 过 渡 时 ,发现 了 
鞍 - 结 点 分 界线 回路 分 支 . 特别 地 , 他 们 研究 了 周期 强迫 的 van der Pol 方程 


z—p(1 —2*)é + wga = pAsinut, 


其 中 p <1, M wo- wo m p. 他 们 证 明了 这 个 方程 的 平均 方程 存在 鞍 - 结 点 分 支 , 以 
此 解释 从 稳定 平衡 态 到 周期 运动 的 简单 过 渡 . 但 是 , 平均 方程 的 极限 集 与 原来 方程 的 

《在 一 般 情 况 下 ,如果 谱 中 存在 稳定 和 不 稳定 特征 指数 , 或 是 稳定 与 不 稳定 乘 子 , 则 要 感谢 在 
中 心 流 形 上 的 简化 , 局 部 分 支 问题 并 无 任何 特别 困难 . 因此 , 从 第 9 一 11 章 中 的 图 仅 需要 作 一 些小 
修改 , 即将 不 稳定 方向 改 为 稳定 方向 , 或 者 在 空间 中 附加 一 个 流出 方向 . 但 读者 们 都 明白 , 由 于 化 
为 标准 形 时 在 一 般 情况 下 并 不 总 是 光滑 , 所 以 不 能 直接 应 用 到 对 某 些 大 范围 分 支 的 分 析 (例如 鞍 - 
BOP AMR - 蒂 周 期 轨道 的 消失). 
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极限 集 之 间 的 对 应 问题 那 时 没有 解决 .Andronov 与 Vitt 在 他 们 后 一 篇 文章 [15] 中 
又 回 到 这 个 问题 , 他 们 在 这 篇 文章 中 利用 Poincare 的 小 参数 方法 证 明了 平均 系统 的 
粗 平衡 态 与 原来 系统 的 周期 轨道 之 间 的 对 应 问题 . 后 来 , Krylov 与 Bogolyubov [81] 
证 明了 平均 方程 中 的 粗 周期 轨道 与 原来 系统 中 的 二 维 不 变 环 面 之 间 的 对 应 , 于 是 ,对 
原来 系统 从 同步 到 调幅 的 过 滤 的 严格 解释 , 需要 对 在 鞍 - 结 点 周期 轨道 消失 时 可 能 
产生 的 不 变 环 面 分 支 进行 研究 

Be - 结 点 周期 轨道 消失 时 的 大 范围 分 支 问题 的 一 般 提 法 是 : 假设 存在 鞍 - 结 点 
周期 轨道, 且 其 它 一 切 轨 线 当 t 一 -co 时 , 都 趋 于 这 个 周期 轨道 , 而 当 t 一 +00 时 ， 
它们 都 沿 某 中 心 流 形 趋 于 此 周期 轨道 . 换 句 话说 , 假设 鞍 - 结 点 的 不 稳定 流 形 W* 
从 结 点 区 域 这 边 回 到 鞍 - 结 点 轨道 . 在 这 种 情形 下 或 者 : 


(1) W" 是 二 维 不 变 流 形 , 如 环 面 或 Klein 瓶 , 或 者 
(2) WY 不 是 流 形 . 


如 果 系 统 有 大 范围 截面 ( 当 处 理 周期 强迫 自治 系统 时 , 这 种 截面 总 存在 ), 不 稳 
定 流 形 W" 将 仅 为 环 面 . 流 形 W* 与 此 截面 的 交 为 闭 曲线 , 该 曲线 在 Poincaré 映射 
下 不 变 . 因此 , 出 现下 面 两 种 可 能 的 情形 : 


(1) 曲线 为 光滑 , 以 及 
(2) 曲线 不 光滑 . 


如 果 鞍 - 结 点 消失 时 该 曲线 光滑 , 则 闭 吸引 不 变 曲线 在 截面 上 得 到 保持 . 这 个 
结果 属于 Afraimovich 与 Shilnikov [3]. 如 果 不 变 曲 线 不 光滑 , 则 情况 本 质 上 将 变 得 
更 加 复杂 , 因为 鞍 - 结 点 的 消失 现在 将 导致 原 系统 脱离 Morse-Smale 类 , 即 系统 可 
具有 复杂 结构 ，Afraimovich 与 Shilnikov 发 现 , WRAN “Kaj” 或 “小 时 ”条 件 满 
E, 则 存在 对 应 于 出 现 复杂 动力 学 的 参数 区 间 序 列 . 此 结果 随后 为 Newhouse, Palis 
与 Takens [97] 所 改进 , 在 不 用 大 叶 条 件 但 限制 在 一 类 特殊 的 单 参 数 族 中 , 他 们 证 明 ， 
存在 一 个 对 应 于 横 截 同 宿 轨道 的 参数 值 序列 (因此 , 永远 存在 对 应 于 复杂 动力 学 的 
区 间 序 列 ) 对 于 一 般 的 单 参 族 的 这 个 分 支 , [151] 也 得 到 一 个 类 似 的 结果 , 它 证 明 如 
果 大 叶 条 件 满足 , 则 对 一 切 (小 ) 参数 值 , 在 鞍 - 结 点 消失 后 即 出 现 混沌. 反之 , 如果 
这 个 条 件 不 满足 , 则 复杂 动力 学 的 区 间 以 及 仅 具 简单 动力 学 的 区 间 (这 时 存在 连续 
不 变 曲线 ) 在 参数 轴 上 必须 交替 存在 

注意 , 简单 性 态 与 复杂 性 态 的 交替 区 域 的 效应 , 在 van der Pol [154] 的 灯光 发 
生 器 的 周期 强迫 实验 时 第 一 次 被 发 现 ( 当 我 们 打开 无 线 电 并 从 一 个 台 转 向 男 一 台 听 
到 噪音 特性 时 就 出 现 这 种 效应 ). 对 这 个 van der Pol 方程 的 第 一 个 理论 解释 是 由 
Cartwright 和 Littlewood 给 出 的 [36]. 

我 们 将 在 12.2 节 , 对 鞍 - 结 点 的 不 稳定 流 形 W" 同 胚 于 环 面 的 结果 作 了 简短 
介绍 , 并 对 不 变 环 面 在 光滑 情形 得 到 保持 的 定理 给 出 了 证 明 . 那里 , 我 们 对 将 问题 有 
效 地 化 为 某 个 圆周 自 同 态 族 (光滑 不 可 逆 映 射 ) 的 研究 发 展 了 一 般 理论 . 
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当 系统 没有 大 范围 截面 时 , 鞍 - 结 点 的 不 稳定 流 形 W* 可 能 是 一 个 Klein Hi 
(如 果 系 统 定义 在 R",n > 4). WMR Klein 瓶 在 分 支点 光滑 , MUR - 结 点 消失 时 它 
仍 将 继续 保持 . 拓扑 学 上 的 理由 是 , 在 Klein 瓶 上 将 永远 存在 一 对 周期 轨道 , 当 原 有 
鞍 - 结 点 突然 出 现时 , 两 个 轨道 的 长 度 都 增长 到 无 穷 . 几何 上 , 这 些 周期 轨道 由 于 向 
前 与 向 后 的 倍 周期 分 支 , 其 稳定 性 将 改变 无 穷 多 次 . 如 果 在 分 支点 Klein 瓶 不 光滑 ， 
则 就 应 该 用 大 叶 或 小 叶 条 件 . 前 者 在 蔽 - 结 点 消失 以 后 保证 对 一 切 小 参数 值 存在 复 
杂 动 力学 . 反之 , 小 叶 条 件 仅 能 保证 出 现 复杂 动力 学 的 参数 值 区 间 序 列 的 存在 性 . 注 
意 , 不 像 W* 同 胚 于 环 面 的 情形 , 对 于 不 光滑 Klein 瓶 的 情形 , 当 小 叶 条 件 不 满足 时 
({* 非 常 小 叶 "的 情形 ), 对 所 有 小 参数 值 动力 学 可 能 为 简单 的 . 这 些 结果 都 在 12.3 节 
PROGR. 

对 系统 不 存在 大 范围 截面 , 且 W* 不 为 流 形 时 , 可 能 会 出 现 完全 不 同 的 情况 . 此 
时 (12.4 节 ), 在 某 些 附加 条 件 下 , Be - 结 点 周期 轨道 的 消失 可 使 另 一 个 (唯一 且 稳定 
的 ) 周 期 轨道 产生 ， 当 这 周期 轨道 靠近 稳定 性 边界 时 , 其 长 度 与 周期 将 无 限 增 大 . 这 
个 现象 就 是 所 谓 “ 蓝 天 突变 ". 由 于 现在 还 没有 发 现 物理 模型 出 现 这 种 分 支 , 故我 们 
将 用 一 些 自然 例子 叙述 它 . 

注意 在 n 维 情形 , 当 n > 4 时 , WY 的 其 它 拓扑 图 像 可 能 会 实现 . RMR - 结 
点 分 支 肯定 会 导致 系统 跑 出 具有 简单 动力 学 的 系统 类 之 外 . 例如 , 在 [139, 152] 中 证 
BA, EW - 结 点 周期 轨道 消失 后 , 即 可 出 现 Smale-Williams 型 的 双 曲 吸引 子 5 

在 Morse-Smale 系统 类 中 另 一 个 典型 的 余 维 1 的 分 支 (本 书 将 不 涉及 ) 包括 所 
WR- 鞍点 分 支 ,其 中 具有 一 个 零 特征 指数 (其 它 的 均 在 左 或 右 半 平面 ) 的 非 粗 鞍点 
平衡 态 , 与 男 一 个 具有 不 同 拓扑 类 型 的 鞍点 重合 . 此 外 , 如 果 鞍 - 鞍点 的 稳定 流 形 与 
不 稳定 流 形 沿 某 些 同 宿 轨道 彼此 横 截 相交 , 则 当 分 支点 消失 时 , 从 同 宿 回 路 产生 鞍点 
周期 轨道 ,如 果 只 存在 一 条 同 宿 回路 , 则 只 有 一 条 周期 轨道 从 它 产生 , 分 别 地 , 这 个 
分 支 不 至 于 使 系统 跑 出 Morse-Smale 类 之 外 . 但 是 如 果 有 多 于 一 条 同 宿 回路 , 则 在 
Be - 鞍点 消失 后 , 将 出 现 具有 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 的 双 曲 极限 集 [135|. 

当 鞍 - 鞍点 周期 轨道 ( 具 一 个 乘 子 等 于 1, 其 余 乘 子 均 在 单位 圆 之 内 或 外 ) 消失 
时 也 会 出 现 类 似 的 现象 . MRE - 鞍点 周期 轨道 的 稳定 与 不 稳定 流 形 相交 于 (至 少 ) 
两 个 不 变 环 面 , 则 这 种 周期 轨道 的 消失 绢 随 着 产生 的 极限 集 ， 其 上 光滑 的 较 点 不 变 
环 面 的 无 限 集 是 稠密 集 [6]. 

在 第 13 章 考虑 蒂 点 平衡 态 的 同 宿 回路 分 支 . 我 们 从 二 维 情形 开始 . 首先 , 研究 
在 一 般 情形 ( 非 零 芒 点 量 ) 以 及 在 零 鞍点 量 情形 分 界线 回路 的 稳定 性 问题 *. 接 下 来 ， 
详细 研究 任意 有 限 余 维 情形 , 其 中 将 构造 所 谓 Dulac 序列 , 它 允 许 我 们 用 此 序列 中 
第 一 个 非 零 项 的 符号 来 确定 回路 的 稳定 性 . 

对 非 - 零 鞍 点 量 情形 , 我 们 介绍 Andronov 与 Leontovich 有 关 在 分 界线 回路 分 

5 在 [130] PAETE- BAMA, 跟着 出 现 Anosov 吸引 子 和 高 维 螺 线 管 吸引 子 的 更 


般 情形 
5 较 自然 的 是 仅 考虑 单 侧 稳 定性 - 
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支 产生 唯一 极限 环 的 一 个 经 典 结果 . 我 们 的 证 明 不 同 于 Andronov 与 Leontovich 在 
[9] 中 的 原来 证 明 , 他 们 在 那里 实质 上 运用 了 平面 拓扑 . 但 按照 他 们 的 思路 , 我 们 将 在 
最 小 光滑 性 (C!) 的 要 求 下 给 出 证 明 . 

零 鞍 点 量 的 情形 是 E.A.Leontovich 在 1951 年 考虑 过 的 . 她 的 主要 结果 将 在 13.3 
节 中 介绍 , 但 用 不 同 的 术语 重 述 : 在 余 维 n 的 情形 ( 即 Dulac 序列 中 前 面 "一 1) 项 
恰好 为 零 ), 从 平面 分 界线 回路 可 以 分 支出 不 多 于 n 个 极限 环 ; 此 外 , 这 个 估计 是 精 
确 的 . 

在 同一 节 我 们 给 在 分 支点 具有 第 一 个 鞍点 量 为 零 和 第 一 个 分 界线 量 (Dulace 序 
列 的 第 二 项 ) 不 为 零 的 余 维 2 情形 的 分 支 图 ， Leontovich 的 方法 基于 构造 Poincark 
映射 , 此 法 允许 我 们 在 不 可 定向 的 二 维 曲 面 上 考虑 同 宿 回 路 , 其 中 分 界线 回路 的 小 邻 
城 可 以 是 Möbius 带 . 我 们 在 那里 讨论 两 个 情况 的 分 支 图 . 

13.4 节 考 虚 高 维 鞍 点 平衡 态 的 同 宿 回路 的 周期 轨道 分 支 ， 首先 找到 产生 周期 轨 
道 的 条 件 . 这 些 条 件 保证 平衡 态 的 不 稳定 流 形 必须 是 一 维 的 , 且 鞍 点 量 必须 为 负 . 事 
KE, 确切 的 定理 (定理 13.6) 是 Andronov-Leontovich 定理 在 高 维 情形 的 直接 推广 , 
我 们 再 次 强调 , 与 Shilnikov 原来 的 证 明 [130] 比较 , 我 们 在 这 里 的 证 明 仅 要求 向 最 
场 具有 C - 光滑 性 . 

接 下 来 我 们 考虑 蓄 点 的 同 宿 分 支 , 它 的 不 稳定 流 形 仍 为 一 维 的 , 但 鞍点 量 现在 假 
设 为 正 . 不 像 负 鞍点 量 情形 , 在 这 里 我 们 需要 对 系统 加 上 一 些 额外 的 非 退 化 条 件 . 实 
际 上 由 这 些 条 件 得 知 系统 存在 稳定 二 维 不 变 C - 流 形 , 它 或 为 柱 面 或 是 Mobius 带 
(这 依赖 于 所 谓 分 界线 量 的 符号 ), 因此 我 们 的 问题 本 质 上 已 化 为 13.2 节 中 考虑 过 的 
二 维 情形 . 由 于 这 个 问题 是 13.5 节 中 考虑 的 更 一 般 问题 (高 维 不 稳定 流 形 情形 ) 的 
特殊 情形 , 我 们 更 关注 这 个 结果 的 几何 背景. 这 个 方法 与 Lorenz 吸引 子 的 研究 有 关 ， 
同时 也 与 另 一 些 高 余 维 同 宿 分 支 有 关 . 

在 结束 本 节 时 我 们 考虑 不 稳定 流 形 为 一 维 的 鞍 - 焦点 同 宿 回路 . BRAT 
点 量 为 正 时 , 在 鞍 - 焦点 同 宿 回路 附近 有 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 并 存 (定理 13.8). 

L. Shilnikov 在 三 维 情形 [131] 发 现 了 在 鞍 - 焦点 同 宿 回路 附近 的 复杂 动力 学 的 
存在 性 . 后 来 , [132] 中 考虑 了 四 维 情形 ”, [136] 中 考虑 了 一 般 情形 

在 13.5 节 中 我 们 考虑 鞍点 同 宿 回路 分 支 , 但 对 它 的 稳定 与 不 稳定 流 形 的 维 数 不 
作 任何 限制 . 我 们 证 明 一 个 定理 , 它 给 出 从 回路 产生 单个 周期 轨道 的 条 件 [134], EB 
述 (不 给 证 明 ) Be - 焦点 同 宿 回路 邻 域内 关于 复杂 动力 学 的 一 个 定理 . 在 这 里 我 们 
指出 如 何 才能 将 非 局 部 中 心 流 形 定理 (第 一 卷 第 6 章 ) 用 到 简单 装点 ,以 简化 我 们 
对 已 知 结果 (定理 13.6) 的 分 析 - 

ERE - 焦点 情形 , [136] 的 结果 不 能 完全 一 般 性 地 化 到 任何 不 变 流 形 来 得 到 . 但 
是 , 一 般 地 说 ( 即 在 某 些 简 单 的 非 退化 条 件 下 ) 这 个 问题 可 化 到 三 维 或 四 维 不 变 流 形 
中 的 问题 [120,150]. 


了 这 里 , Be — 焦 点 有 两 对 复 共 辐 特征 指数 , 且 向 量 场 的 散 度 在 鞍 焦点 处 不 为 鹤 
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13.6 节 讨论 鞍点 同 宿 回路 余 维 2 分 支 的 三 个 主要 情形 . 这 些 情形 都 被 Shilnikov 
选择 在 [138] 中 以 解释 如 何 从 蝴 果 形 同 宿 直接 进行 到 Lorenz 吸引 子 . 后 来 , 这 些 分 支 
吸引 了 更 多 人 的 兴趣 ( 见 13.6 节 的 参考 文献 ). 这 里 我 们 考虑 的 是 具 零 鞍点 量 的 鞍点 
同 宿 回路 的 高 维 情形 , 以 及 所 谓 的 “轨道 翻转 (orbit-fip)” 与 “倾角 翻转 (inclination- 
flip)” 分 支 它们 均 未 导致 复杂 动力 学 . 虽然 相应 的 分 支 图 已 为 大 家 知道 (对 倾角 翻 
转 情形 见 (126, 77, 129], 对 轨道 翻转 情形 见 (119), 对 零 鞍点 量 情形 见 [99, 38, 77, 65]), 
但 发 表 在 这 里 的 明显 而 完全 的 证 明 , 可 能 是 第 一 次 . 


在 13.7 节 中 我 们 描述 另外 两 个 余 维 2 的 情形 , 即 8 字形 同 宿 分 支 与 两 个 较 点 的 
异 宿 环 分 支 . 两 者 均 在 Morse-Smale 系统 类 内 考虑 (对 8 字形 同 宿 情形 要 求 鞍点 量 
为 负 ; 在 异 宿 环 情形 , 要 求 鞍点 量 必须 为 负 ，, 或 者 保证 二 维 不 变 流 形 存在 的 条 件 必须 
满足 ). 这 一 节 的 结果 取材 于 : 对 8 字形 同 宿 是 [148, 151, 50, 149), 对 异 宿 环 是 [121， 
122, 123, 124, 125]. 我 们 也 介绍 具有 不 同 拓扑 的 异 宿 连接 的 另 一 些 结果 [34, 35). 对 
于 包含 两 个 鞍 -焦点 的 情形 , 其 分 支 图 的 结构 比 两 个 鞍点 连接 的 情形 要 复杂 得 多 ( 即 
使 两 者 均 保持 在 简单 动力 学 内 ). 按照 [158], 在 8.3 节 讨 论 鞍 - 焦点 分 支 图 的 精细 结 
构 对 连续 拓扑 不 变量 ( 模 数 ) 的 任意 小 变化 所 引起 的 敏感 性 . 


最 后 一 章 将 集中 讨论 平衡 态 与 周期 轨道 在 稳定 性 边界 上 过 滤 的 一 般 问题 , 这 些 
问题 对 于 非 线性 动力 学 的 主题 有 它 的 直接 意义 , 特别 是 当 有 关 装置 中 的 工作 参数 的 
改变 有 可 能 将 平衡 点 或 者 周期 轨道 推出 稳定 区 域 时 , 或 是 当 控制 参数 特意 选择 使 尽 
可 能 靠近 稳定 性 边界 以 便 达 到 最 大 性 能 时 . 对 驻 定 机 制 , 相应 的 问题 Bautin 第 一 个 
在 1949 年 发 表 的 论文 里 就 曾 涉及 过 . 他 将 稳定 性 边界 分 为 安全 与 危险 两 类 . 当 穿 过 
安全 边界 时 , 代表 的 相 点 不 会 离开 分 支出 来 的 平衡 态 或 周期 轨道 的 小 邻 域 , 虽然 后 
者 已 成 为 不 稳定 . 对 于 危险 边界 , 相 点 从 分 支 轨 线 的 小 邻 域内 破裂 出 来 .显然 , 在 危 
险 边界 作 局 部 分 析 是 不 合适 的 : 我 们 在 这 里 必须 研究 不 稳定 集 在 临界 时 刻 是 如 何 变 
化 的 . 例如 , 如 果 稳定 极限 环 访 附 于 鞍点 同 宿 回路 , 重要 的 是 要 知道 别 的 分 界线 的 走 
向 , 因为 它 的 w - 极限 集 将 成 为 这 个 系统 新 的 动力 学 机 制 . 但 是 , 也 可 能 发 生 另 一 些 
情况 , 即 在 临界 参数 值 , 有 多 于 一 个 稳定 极限 集 包含 在 不 稳定 集 的 边界 上 (如 果 这 个 
分 支 在 Morse-Smale 类 内 , 这 些 极限 集 为 稳定 平衡 点 或 周期 轨道 )， 另 一 种 选择 则 是 
包含 所 谓 动力 学 不 确定 稳定 性 边界 , 那里 一 个 新 机 制 的 随机 选择 是 作为 自然 动力 学 
BER, 作为 动力 学 不 确定 性 出 现 . 


有 关 分 支 理论 的 论文 与 著作 数量 非常 巨大 而 且 还 在 迅猛 增长 . 本 书 考虑 的 某 些 
问题 , 其 某 些 内 容 也 反映 在 一 些 别 的 著作 里 (特别 是 参考 文献 中 带 星 号 的 那些 书 ). 但 
是 , 在 许多 研究 大 范围 分 支 的 工作 里 , 我 们 强调 在 平衡 态 与 周期 轨道 附近 方程 的 光滑 
线性 化 假设 , 我 们 经 常 这 么 做 的 目的 只 是 为 了 取得 最 大 的 方便 . 线性 化 假设 要 求 没有 
HR, 共振 将 导致 对 系统 要 附加 无 穷 多 个 不 必要 的 条 件 (或 者 , 这 些 条 件 的 个 数 
开始 为 有 限 , 而 后 随 着 系统 维 数 的 增加 而 很 快 增加 )， 因 此 , 任何 一 种 基于 线性 化 的 
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方法 , 对 于 动力 学 模型 理论 结果 的 充分 应 用 都 将 遭 到 某 些 质疑 8. 而 本 书 介绍 的 这 些 
方法 将 与 这 些 问题 无 关 . 这 要 归功 于 我 们 在 Nizhny Novgorod 的 研究 小 组 发 展 的 技 
A. 它们 应 用 于 12 章 与 13 章 的 非 局 部 分 支 . 我 们 还 要 强调 的 是 , 我 们 只 需要 很 小 
的 光滑 程度 . 或 许 这 会 使 我 们 的 分 析 更 加 复杂 , 但 它 保证 和 提高 了 我 们 的 大 范围 分 支 
结果 的 有 效 性 和 合理 性 . 本 书 提供 的 方法 也 可 应 用 于 具有 复杂 动力 学 的 系统 , 特别 
对 具有 同 宿 切 触 的 系统 [58, 59, 62], 还 可 见 [100, 101]. 

感谢 我 们 在 撰写 本 书 时 所 得 到 的 所 有 帮助 . 特别 要 感谢 S. Gonchenko, M. Shash- 
kov, O. Stenkin, L. Lerman 与 J. Moiola. 我 们 还 要 感谢 美国 海军 研究 所 (EPFL) 和 
瑞士 联邦 技术 研究 所 (ETH) 的 慷慨 支持 . 


E 经 党 会 发 生 这 样 的 情况 , 即 一 些 结果 在 数学 上 看 起 来 非常 细 肛 , 并 表达 为 动力 系统 的 “典型 ” 
或 “一 般 " 族 , 但 当 应用 于 一 个 特殊 问题 时 却 被 要 求 去 验证 它们 的 保证 条 件 . 然而 , 强 使 一 个 研究 
者 浪费 时 间 和 计算 资源 仅仅 为 了 验证 这 些 事实 上 并 不 必要 的 条 件 , 这 是 不 公平 的 . 
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本 书 详细 介绍 非 线性 动力 系统 高 维 定性 理论 和 分 支 理论 (局 部 和 大 范围 ) 。 全 书 共 分 两 卷 。 第 
二 卷 主要 介绍 高 维 动力 系统 的 分 支 理论 , 共 分 8 章 和 一 个 附录 (例子 , 问题 和 练习 ), 主要 内 容 有 : 
结构 稳定 系统 、 动 力 系统 的 分 支 、 平 衡 态 和 周期 轨 线 的 稳定 性 边界 上 动力 系统 的 性 态 、 通 往 稳定 
性 边界 的 局 部 分 支 、 鞍 - 结 点 平衡 态 以 及 周期 轨道 消失 时 的 大 范围 分 支 、 鞍 点 平衡 态 的 同 宿 回路 
BK. 安全 和 危险 的 稳定 性 边界 。 全 书 可 作为 大 学 数学 系 高 年 级 本 科 生 、 研 究 生 、 教 师 的 教科 书 
和 教学 参考 书 , 也 供 非 线性 动力 学 和 动力 系统 其 它 方面 的 工程 师 、 学 生 、 教 师 、 学 者 和 专家 学 习 和 
参考 。 
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动力 系统 的 定性 理论 起 源 于 19 世纪 的 天 体力 学 问题 . 正如 我 们 知道 的 , 从 一 般 
观点 来 看 , 天 体力 学 中 的 方程 是 一 类 特殊 形式 的 Hamilton 方程 . 其 实 , 在 那个 时 代 
还 不 特别 需要 非 保守 系统 的 定性 理论 . 尽管 如 此 , Poincaré 创造 了 平面 动力 系统 一 般 
理论 的 重要 部 分 连同 它 的 关键 性 结果 , 即 极限 环 理论 , 还 有 Lyapunov 创造 了 稳定 性 
的 一 般 理论 . 稍 后 , 这 两 个 数学 理论 于 1920 一 1930 年 在 无 线 电 的 发 明 以 及 无 线 电工 
程 的 进一步 发 展 中 得 到 了 应 用 . 

无 线 电工 程 中 的 动力 学 机 制 是 自 激 振动 . 任何 一 个 现实 装置 , 如 氛 气 管 或 真空 
管 , 都 有 可 调控 的 某 个 参数 集 ， 在 实践 中 , 对 同一 装置 或 者 一 系列 类 似 的 装置, 它们 
对 应 于 自 激 振动 机 制 的 参数 值 不 能 确切 地 确定 .因此 , 如 果 一 个 装置 重复 出 现 类 似 
的 振动 , 这 意味 着 在 某 些 误差 允许 范围 内 , 参数 的 小 偏差 不 会 改变 过 程 的 定性 特征 
当然 , 系统 的 任何 一 个 现实 数学 模型 也 必须 具有 现实 物理 系统 的 这 种 性 质 . 

当 一 个 物理 系统 可 由 平面 动力 系统 适当 模拟 时 , 其 确切 的 数学 意义 可 给 出 物理 
学 的 “可 靠 性 "” 面貌 这 就 是 Andronov 所 做 的 . 首先 , ALI Poincaré 的 极限 环 
理论 和 Lyapunov 的 稳定 性 理论 研究 模型 方程 , 这 允许 他 和 Vitt 得 以 解释 无 线 电工 
程 中 的 许多 现实 现象 . 然后 他 将 Poincaré 稳定 极限 环 的 概念 与 可 观察 到 的 被 他 称 为 
“ 自 激 振 动 ”的 周期 振动 联系 起 来 . 此 外 , Andronov 引入 “ 粗 " 环 概念 作为 稳定 自 激 
振动 的 数学 映像 , 即 在 系统 小 的 光滑 扰动 下 得 到 保持 的 环 . 

但 是 , 超越 了 某 个 参数 的 变化 范围 , 控制 参数 可 以 导致 振动 机 制 的 基本 变化 . 这 
引起 对 动力 系统 相 图 的 定性 改变 . 在 Andronov 富有 远见 的 论文 “ 自 激 振动 理论 的 数 
学 问题 " [8] 中 , 他 强调 振动 机 制 分 支 的 全 面 研究 , 要 求 从 孤立 的 单个 轨 线 (如 极限 环 ， 
或 平衡 态 ) 到 整个 系统 对 粗 性 概念 作出 解释 . 这 个 问题 后 来 被 Pontryagin 和 他 本 人 
解决 . 下 面 我 们 概述 他 们 的 平面 “三 ”系统 理论 - 
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7.1 平面 上 的 粗 系统 . Andronov-Pontryagin 定理 


考虑 平面 上 由 方程 
ż= X(2) (7.1.4) 

定义 的 二 维系 统 集 , 其 中 X (1,22) 是 定义 在 有 界 闭 区 域 GC R? 内 的 Cr ~- (r > 1) 
光滑 函数 . 

在 这 个 集合 上 引入 下 面 的 范 数 
ax ) . (7.1.2) 
赋予 这 个 范 数 后 , 这 个 系统 集 就 变 成 Banach 空间 , 记 为 B 或 BG, 后 者 强调 对 区 域 
G 的 选择 . 

我 们 也 可 引入 系统 X 的 5 邻 域 为 满足 条 件 


UX le = sup (1x11 + 
ae 


IX - Xli <6 
的 所 有 系统 X 的 集合 . 


定义 7.1 “动力 系统 X 在 区 域 G 内 称 为 粗 的 , 如 果 对 给 定 的 。> 0, 存在 6 > 0 
使 得 : 


(1) 在 X 的 5 邻 域内 的 所 有 系统 X 都 拓扑 等 价 于 X, 此 外 
(2) 建立 这 个 拓扑 等 价 的 同 胚 = - 接近 恒 同 映射 , 即 两 个 对 应 点 的 距离 小 于 6 


像 在 对 粗 性 的 原始 定义 中 所 做 的 , 自然 要 对 区 域 G 的 边界 OG 加 上 某 些 假设 : 
即 8G 必须 是 与 向 量 场 无 切 ( 即 不 与 向 量 场 相 切 ) 的 光滑 闭 曲线 :, 注意 , 对 在 紧 光滑 
曲面 上 的 动力 系统 请 形 , 区 域 G 恰好 取 与 整个 曲面 重合 , 故 没有 出 现在 边界 上 的 条 
件 . 

定理 7.1 (Andronov-Pontryagin) ”系统 X 在 区 域 G 内 为 粗 的 , 当 且 仅 当 系 
统 

(1) 不 存在 特征 指数 在 虚 轴 上 的 平衡 态 ; 

(2) 不 存在 特征 乘 子 在 单位 圆 上 的 周期 轨道 ; 以 及 

(3) 不 存在 从 一 个 鞍点 到 另 一 个 (或 者 到 同一 个 ) 鞍点 的 分 界线 . 
最 后 这 个 条 件 可 另 述 为 系统 没有 同 宿 和 异 宿 轨 线 . 

由 上 面 的 定理 得 知 平面 上 的 粗 系统 只 可 有 粗 平衡 坊 ( 结 点 , 焦点 和 鞍点 ) 和 粗 极 
限 环 . 对 鞍点 分 界线 , 它们 在 向 前 时 间或 向 后 时 间 渐 近 趋 于 结 点 ， 焦 点 或 者 极限 环 ， 
或 者 经 有 限时 刻 后 离开 区 域 G. 


这 个 条 件 可 以 碱 弱 为 允许 在 6G 上 有 有 限 个 点 与 向 量 场 有 二 次 切 触 . 这 时 研 没 有 周期 轨道 也 
没有 分 界线 通过 这 些 切 触 点 应 该 作为 第 四 个 条 件 加 到 Andronov-Pontryagin 定理 中 去 
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显然 , 这 个 图 像 在 光滑 小 扰动 下 得 到 保持 . 因此 , 粗 系统 组 成 BG 的 开 子 集 . 

此 外 , 从 下 面 令 述 的 基于 旋转 向 量 场 的 简单 论述 得 知 , 如 果 X 是 非 粗 系统 , 则 
任 给 5 > 0 存在 与 X 为 5 - 接近 的 粗 系统 X. 换 句 话说 , 粗 系统 构成 Bo 中 的 稠密 
集 . 

从 Andronov-Pontryagin 定理 立刻 得 知 , 在 G 中 的 粗 系统 只 可 能 具有 有 限 个 平 
衡 态 和 周期 轨道 . 

平衡 态 、 周 期 轨道 和 鞍点 分 界线 都 是 特殊 轨 线 . 将 它们 放 在 一 起 就 确定 一 个 概 
形 , 它 是 一 个 完全 拓扑 不 变量 (细节 见 第 1 章 ). 容易 得 知 与 一 个 给 定 粗 系 统 6- 接近 
的 所 有 系统 具有 相同 的 概 形 . 

Andronov-Pontryagin 定理 中 的 条 件 (1) 和 (2) 的 必要 性 是 显然 的 . 事实 上 , 如 
果 系 统 在 G 中 为 粗 , 则 它 必须 在 G 的 任何 子 区 域内 保持 粗 性 . 因此 , 选择 小 邻 域 使 
得 它 包 含 平衡 态 , 可 得 知 对 应 于 这 个 平衡 态 的 系统 也 必须 是 粗 的 ， 对 粗 极限 环 类 似 
的 结论 也 成 立 . 

现在 我 们 来 解释 在 粗 系统 中 为 什么 不 存在 连接 鞍点 的 分 界线 . 

将 系统 X 写 为 形式 

ż = P(z,y)， 


i= Qey). aa 
A-MEDI X, 


z= P(z,y) + uQ(z,y), 
ý = Q(z,y) - uP(z,y), 


其 中 p 是 参数 . 注意 到 当 u 变化 时 系统 (7.1.4) 的 平衡 态 不 移动 . 在 其 它 任何 点 , Ñu 
和 X 的 相 速 度 向 量 之 间 的 交角 由 


tany = era =—p (7.1.5) 
P 


1+ prpG 


(114) 


给 出 , 即 角 y 是 常数 . 

由 于 这 个 性 质 , 族 X, 称 为 向 量 场 X 经 过 常数 角度 的 旋转 ， 如 果 u > 0, 这 个 
角度 为 正 ; 如 果 u < 0, 它 为 负 . 因此 , 如 果 在 py = 0, 一 个 鞍点 的 分 界线 与 另 一 个 鞍 
点 相连 接 [ 见 图 7.1.1(a)], 则 对 任意 小 的 非 零 u, 这 个 连接 将 按 如 图 7.1.1 (b) 和 7.1.1 
(o) 的 方式 分 裂 . 

类 似 地 , 如 果 在 u = 0 有 鞍点 分 界线 回路 , 它 关 于 某 个 非 零 上 分 裂 , 如 图 7.1.2 
KR. 我 们 看 到 , 向 量 场 的 任意 小 光滑 扰动 将 改变 具有 同 宿 回路 或 异 宿 连接 的 系统 
的 相 图 ; 这 明显 说 明 这 样 的 系统 是 非 粗 的 - 
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图 7.1.1 (a) R? 中 两 个 鞍点 之 间 在 上 = 0 的 非 横 截 异 宿 连接 , ERIE: (b) a < 0 和 


(du>0 
, f 
o O 人 
w © © 


图 7.1.2 (a) 鞍点 的 同 宿 回 路 是 结构 不 稳定 的 . 分 界线 性 态 :(b) 回路 之 前 和 (c) 回路 之 后 . 


Andronov-Pontryagin 定理 中 条 件 的 充分 性 证 明 完全 依赖 于 Poincaré-Bendixson 
理论 , 这 个 理论 给 出 平面 二 维系 统 轨 线 的 每 一 个 可 能 类 型 的 分 类 ( 见 1.3 节 ). 详情 
可 参考 [11,12]. 

Poincaré-Bendixson 理论 也 可 用 于 柱 面 和 二 维 球面 上 的 系统 . 对 另外 的 紧 曲 面 如 
环 面 、 麻花 纽 结 环 面 ( 带 柄 的 球面 ) 等 , 其 上 可 存在 向 量 场 , 它 除了 有 平衡 态 和 极限 
环 还 可 具有 非 闭 Poisson EMR. 

非 线性 动力 学 中 特别 有 趣 的 是 二 维 环 面 上 的 流 . 考虑 在 环 面 上 没有 平衡 态 的 系 
统 , 它 可 化 为 圆周 上 可 定向 的 微分 同 胚 


5 = 6+ 思 (9) = f(@) mod 2r. 
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引信 度量 
dist(fi, fa)c: = mgx(f1(0) — fa(ON + Ifi (8) 一 F410), 


这 些微 分 同年 的 集合 构成 一 个 度量 空间 (按照 第 4 章 的 Mayer 定理 的 观点 ), 粗 微分 
同 胚 在 其 上 是 稠密 的 . 

粗 系统 在 二 维 可 定向 紧 曲面 上 的 系统 空间 内 也 稠 , 在 这 种 曲面 上 系统 为 粗 的 充 
分 必要 条 件 类 似 于 Andronov-Pontryagin 定理 . 这 种 系统 的 理论 被 Peixoto 所 发 展 
[107]. 这 个 理论 中 的 关键 因素 是 证 明 在 粗 系 统 中 不 存在 非 闭 Poisson 稳定 轨 线 (它们 
可 用 旋转 向 量 场 排除 ). 

这 里 必须 注意 , Peixoto 用 了 一 个 不 同 的 粗 性 定义 . 在 平面 系统 的 情形 , 它 被 重 
新 定义 如 下 : 


定义 7.2 ”一 个 系统 X 称 为 在 区 域 G 内 是 结构 稳定 的 , 如 果 存 在 > 0 使 得 
YX —Xllor < ő WY, X AX Hither. 


比较 粗 系统 的 定义 , 上 面 的 定义 有 其 好 处 : 由 此 可 直接 得 知 结构 稳定 系统 组 成 一 
个 开 集 . 对 粗 系统 类 似 的 要 求 仅 由 Andronov-Pontryagin 定理 得 知 . 事实 上 , Peixoto 
证 明 在 定义 7.1 的 意义 下 粗 性 的 充 要 条 件 与 二 维系 统 在 定义 7.2 意义 下 的 充 要 条 件 
是 一 致 的 . 

粗 性 或 结构 稳定 性 概念 可 毫 无 问题 地 推广 到 高 维 情形 . 但 当 我 们 需要 明确 寻找 
粗 性 的 充 要 条 件 时 就 出 现 某 些 其 它 问题 . 我 们 已 经 注意 到 , Andronov, Pontryagin 和 
Peixoto 本 质 上 都 用 了 正常 的 二 维系 统 的 分 类 . 因此 , 我 们 必须 在 这 里 停止 讨论 , 以 
便 从 动力 系统 一 般 理 论 中 获得 某 些 熟 知 的 基本 概念 和 事实 . 


7.2 “中心 运动 的 集合 


回顾 20 世纪 二 、 三 十 年 代 的 无 线 电工 程 , 我 们 可 以 认为 还 有 一 些 遗 留 问 题 要 
求 借助 于 高 于 二 阶 的 动力 系统 来 模拟 ， 我 们 想 知道 除了 周期 运动 , 还 有 什么 类 型 的 
振动 运动 在 复杂 的 物理 系统 中 可 被 观察 到 , 以 及 怎样 的 数学 映 象 可 以 适当 地 反映 它 
AI. 为 解决 这 个 问题 , 我 们 必须 对 所 有 可 能 的 轨 线 进行 全 面 的 分 类 . 第 一 步 是 从 游荡 
点 和 非 游荡 点 的 选择 开始 . 对 在 紧 集 上 系统 的 这 两 类 点 的 定义 在 第 1 章 已 经 给 出 过 . 
下 面 我 们 将 考虑 系统 

2=X(2), 

其 中 在 有 界 闭 区 域 G CR" EX eC, 区 域 G 的 边界 由 与 向 量 场 无 切 的 (n -1) 维 


光滑 曲面 组 成 , 向 量 场 在 边界 指向 区 域 的 内 部 , 即 进入 G 内 . 因此 , 对 任 一 点 os G, 
在 t=0 从 点 zo 开始 的 正 半 轨 线 z(t, ro) 有 定义 
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定义 7.3 ”点 zo 称 为 游荡 点 , 如 果 它 存在 邻 域 U 使 得 对 某 个 T > 0 和 对 所 有 
t> 了 有 


U fz, U) = Ø. 
其 中 , 如 前 
2(t,U) = U 2(t,8). 
eu 
由 上 述 定义 , 每 一 点 《 & U 也 是 游荡 点 .因此 所 有 的 游荡 点 的 集合 是 开 的 此 
外 容易 看 出 , 车 zo 是 游荡 点 , 则 对 任何 t 点 z(t, zo) 也 是 游荡 点 ， 因 此 , 我 们 可 称 
z(tltzo;z0) 为 正 游荡 半 轨 线 . 此 外 , 如 果 对 所 有 t< 0 有 z(t,zo) € G, 即 如 果 通过 点 
zo 的 负 半 轨 线 整个 地 位 于 G 内 , 则 z(t, zo)eco 也 将 由 游荡 点 组 成 ， 因 此 整 条 轨 线 
a(t, zo) 也 可 以 称 为 游荡 的 . 由 于 明显 的 理由 , 游荡 ( 半 ) 轨 线 与 我 们 曾经 找到 的 运动 
类 型 未 必 有 联系 . 
从 而 我 们 将 更 关注 非 游荡 点 . 即使 从 名 字 我 们 也 可 以 预见 它 有 某 种 “ 回归 性 ”， 


定义 7.4 点 zo 称 为 非 游荡 点 , 如 果 对 它 的 任何 邻 域 U 和 任何 T > 0, 存在 
i> T 使 得 
Uf\z@,U) #2. 


在 这 种 情形 下 , 任 给 序列 Ta 一 00, 可 找到 序列 tn 一 00 使 得 U 无限 多 次 回 到 
它 自己 . 容易 看 出 , 如 果 点 zo 为 非 游荡 点 , 则 对 所 有 t E (—c0, +00) 有 z(t,z0) € G 
以 及 轨 线 上 的 任何 点 也 是 非 游荡 点 

由 于 游荡 点 集 是 开 的 , 它 的 补 集 , 即 非 游荡 点 集 是 闭 的 . 用 Ma CE. 我 们 证 明 
在 我 们 的 假设 下 它 非 空 . 首先 注意 到 , 任何 半 轨 线 的 w- 极限 点 集 是 非 空 的 . 这 是 从 
G 的 紧 性 得 知 的 


命题 7.1 任何 轨 线 z(t,zo) 的 w -极限 点 是 非 游 荡 点 . 


证 明 italt, ro) 是 半 轨 线 , y 是 它 的 极限 点 . 令 U 是 y 的 任意 邻 域 . 选择 任 
EKHE 由 于 y 是 w - 极限 点 , 我 们 可 找到 两 个 任意 大 的 th 和 te, 使 得 加 = 
z(ti,z0) € U #l y = z(t, 20) E€ U. TR tz -ti > 天 .于 是 得 z(ta - t1, U)NU # Ø 
(这 个 交 含有 点 ya). 因此 ,事实 上 是 非 游 水 点 - 

逆 命 题 不 真 . 一 般 地 , 可 存在 非 游 功 点 , 它 不 是 任何 轨 线 的 w - 极限 点 或 " - 极 
限 点 . 

平衡 态 和 周期 轨道 都 是 非 游荡 轨 线 . 对 前 一 情形 , 平衡 态 的 任何 邻 域 将 永远 包 
含 此 平衡 态 , 对 于 周期 轨道 , 由 于 周期 性 , 它 的 任 一 点 只 不 过 无 穷 多 次 回 到 初始 邻 域 

非 游荡 点 的 一 个 中 心 子 类 是 在 Poisson 意义 下 的 稳定 点 . Poisson 稳定 点 的 主要 
特征 是 , 不 仅 它 的 邻 域 具有 回归 性 而 且 轨 线 本 身 也 具有 回归 性 . 下 面 所 给 的 Poisson 
稳定 点 的 定义 与 第 ! 章 所 给 的 定义 略 有 不 同 , 但 与 之 等 价 . 
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定义 7.5 ”点 zo 称 为 在 Poisson 意义 下 正 向 稳定 (P+ 稳定 ), 如 果 存在 序列 tn, 

当 n 一 +oo 时 一 +oo, 合 得 
„iR, Tln: T0) = T0. 

换 句 话说 , 点 zo 是 它 的 正 半 轨 线 的 w - 极限 点 . 

负 向 Poisson 稳定 (P- 稳定 ) 点 的 定义 与 上 面 的 定义 类 似 , 只 不 过 这 里 的 tn 一 
-oo. 点 mm BE P+ 稳定 又 P- 稳定 , 则 称 它 为 在 Poisson 意义 下 稳定 . 

可 以 看 出 , 如 果 zo 是 P+ (P-) 稳定 , 则 它 的 轨 线 也 是 P+ (P-) 稳定 . 因此 , R 
们 可 以 把 Poisson 稳定 的 概念 扩展 到 半 轨 线 和 全 罗 线 . 

重要 的 是 区 别 P+,P- 和 稳定 彼此 之 间 的 关系 . 事实 上 , 从 1.2 节 我 们 考虑 
过 的 一 个 二 维 环 面 上 具有 一 个 平衡 态 的 系统 的 例子 . CA P+ 轨 线 以 此 平衡 态 为 它 
的 a -极限 点 , 又 有 P 轨 线 其 w - 极限 点 也 是 它 , 环 面 上 所 有 其 它 轨 线 都 Poisson 
稳定 并 稠密 地 柳 盖 此 环 而 . 

让 我 们 回 到 非 游荡 点 集 Mi, 我 们 已 经 知道 它 是 非 空 、 闭 的 不 变 集 (由 整 条 委 线 
组 成 ) 集合 /Mi 可 视 为 动力 系统 的 相 空间 , 因此 可 以 重复 上 述 方法 构造 在 Mi 内 由 
非 游荡 点 组 成 的 集合 Ma. 显然 Ma < Mi. 就 像 Mi, 集合 Ma 也 是 紧 不 变 集 ,如 
果 Ma = Mi, 则 My 称 为 中 心 或 中 心 运动 集 . 我 们 考虑 的 二 维 结构 稳定 系统 正 是 
这 种 情形 . 

在 一 般 情形 下 , 我 们 有 


M DMD I Me I. 
如 果 从 某 个 尺 开始 有 Ma = Misi, 则 Mx 也 称 为 中 心 , k 称 为 中 心 运动 的 序数 . 
如 果 对 任何 k 有 Mx A Mass, 则 我 们 可 引入 集合 


Mu = Ñ Ma, 
ket 


它 是 闭 不 变 集 的 交 . 因此 集 Mo 也 是 闭 不 变 的 . 事实 上 , 如 果 zo € Mu, 则 对 任何 有 
有 zo e My. 所 有 Ma 都 是 不 变 的 , 因此 对 所 有 t 和 任何 上 有 a(t, 20) € Ma, 由 此 
z(t, £0) € Mw- 

我 们 可 以 重复 上 面 的 过 程 而 得 到 闭 集 的 超 限 序列 


My D+) Meg D+ I Mo I I Mo I. 


我 们 知道 (根据 有 限 维 集合 的 Cantor 定理 ) 可 求 得 一 个 可 数 数 a 使 得 Ma = Masi = 
.…, 即 这 个 过 程 结束 . 在 这 种 情形 下 , Ma 是 中 心 , a 为 序数 . 如 果 a 为 有 限 数 , 称 
它 为 第 一 类 超 限 序数 ; 如 果 a > w, 则 称 它 为 第 二 类 超 限 序数 . 
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看 起 来 不 可 思议 的 是 , 具有 第 二 类 超 限 序数 a 的 动力 系统 还 确实 存在 .Mayer 
(93) 曾经 证 明 , 对 任何 给 定 的 第 二 类 超 限 数 a, 存在 一 个 系统 , 它 的 中 心 运动 的 序数 
就 超过 此 超 限 数 . 

对 平面 上 的 粗 系统 , Andronov-Pontryagin 定理 给 出 a = 1. a = 2 的 情形 发 生 在 
鞍点 O 具有 分 界线 回路 工 的 系统 中 , 回路 是 附近 轨道 的 极限 轨 线 ( 见 图 7.2.1) 且 是 
ARMA ES. 这 里 Mi = TUO. 按照 上 述 过 程 的 第 二 步 我 们 得 到 Me = 0, 即 区 域 G 
的 中 心 极 小 化 为 平衡 态 - 


r 


7.2.1 ”鞍点 的 同 宿 回路 是 其 内 部 轨 线 的 w- HR. 


为 什么 中 心 如 此 引 人 关 注 ? 首先 , 这 是 一 个 系统 的 所 有 轨 线 在 大 部 分 时 间 里 在 
那里 逗留 的 时 间 比 在 别处 更 长 的 集合 . 其 次 , 这 个 中 心 已 被 Birkhof 定理 所 刻画 

定理 7.2 (Birkhoff) Poisson 稳定 轨 线 在 中 心 运动 的 集合 中 处 处 稠密 . 

这 个 定理 看 来 已 为 Poincaré 对 保守 系统 的 区 域 回 归 定 理 所 知 , 即 保 积 流 和 保 积 
微分 同 胚 能 使 得 相 空 间 的 体积 为 有 限 . 严格 地 讲 , 这 是 Birkhoff 期 望 创造 中 心 运动 
的 目的 , 即 他 希望 从 耗 散 系统 中 指定 出 一 个 轨 线 集合 , 在 这 个 集合 上 系统 具有 保守 
性 态 . 例如 , 周期 轨 线 上 运动 方程 在 法 坐标 下 可 写 为 6 = 1 . 这 个 流 保持 弧 的 长 度 
类 似 的 情况 也 出 现在 被 拟 周 期 罗 线 稠密 覆盖 的 稳定 不 变 环 面 上 . 例如 由 方程 

bau, pour 
刻画 的 运动 , 其 中 wn 与 wa 不 可 约 . 

最 后 , 我 们 指出 , 读者 可 在 Birkhof 的 书 《 动 力 系统 》[31] 以 及 Nemytskii 和 

Stepanov 的 书 《微分 方程 定性 理论 》[98j 中 找到 上 述 主题 更 深入 的 思想 . 


7.3 ”中 心 运动 的 一 般 分 类 


我 们 已 经 注意 到 , 平面 上 的 二 阶 结构 稳定 系统 理论 本 质 上 是 建立 在 Poincaré- 
D 此 书 有 由 王 乘 怀 , 伍 卓 群 译 , 科学 出 版 社 出 版 的 中 译本 一 一 译 者 注 - 
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Bendixson 理论 和 所 有 可 能 运动 分 类 的 基础 上 . FAA Andronov 建议 的 ， 
它 描述 了 Birkhoff 作出 的 运动 的 一 般 分 类 . 


所 有 运动 
+ 
PA 非 中 
> as 
+ 
+ t 
m 稳定 Poisson 不 稳定 
回归 非凡 
4 
t 
ald sanm 
X 
sum 非 报 周 期 
RLSM) 
f } 
ai Se 
平 有 态 xin 


在 上 一 节 我 们 已 经 讨论 了 中 心 运动 集 ， 从 根本 上 说 我 们 已 经 看 到 它 是 Poisson 
稳定 轨 线 集 的 闭 包 . 但 它 并 不 排斥 后 者 可 为 简单 的 周期 轨道 情形 . 但 如 果 存在 单个 
Poisson 稳定 非 闭 轨 线 , 则 由 1.2 节 的 Birkhoff 定理 , 存在 Poisson 稳定 轨 线 的 连续 统 . 
至 于 中 心 运动 中 的 其 它 轨 线 , 已 经 知道 , 非 Poisson 稳定 的 点 集 是 不 超过 可 数 多 个 闭 
的 且 在 中 心 无 处 稠密 的 集 的 并 ， 这 意味 着 中 心 运动 集中 的 大 多 数 轨 线 是 由 Poisson 
稳定 轨 线 所 组 成. 

Poisson 稳定 轨 线 可 按 P 轨 线 回 到 它 的 邻 域 的 Poincaré 回复 时 间 序 列 {rk(e)} 
是 否 有 界 而 分 为 两 类 . Birkhoff 称 第 一 类 轨 线 为 回归 雪线 . 这 类 轨 线 之 所 以 引 人 关 注 
是 因为 不 管 如 何 选择 初始 点 , 对 给 定 的 = > 0, 整个 轨 线 位 于 对 应 于 时 间 区 间 Le) 的 
轨 线 弧 段 的 < 邻 域 中 . 显然, 平衡 态 和 周期 轨道 都 是 闭 回归 轨 线 - 

下 面 我 们 回忆 极 小 集 的 概念 


定义 7.6 RM 称 为 是 极 小 的 , 如 果 它 是 非 空 、 闭 的 不 变 集 , 且 不 再 包含 其 它 
具有 相同 性 质 的 子 集 . 


注意 , 在 上 面 关 于 系统 和 区 域 G 的 假设 下 , 极 小 集 总 是 存在 的 . 奇怪 的 是 Birkhoff 
证 明 它 们 的 存在 性 时 也 用 了 这 个 超 限 数 方法 
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极 小 集 与 回归 轨 线 之 间 的 关系 由 下 面 的 这 些 定理 组 成 . 

定理 7.3 (Birkhoff) ” 极 小 集 的 任何 轨 线 是 回归 的 . 

定理 7.4 (Birkhoff) ”回归 轨 线 的 闭 包 是 极 小 集 . 

由 这 两 个 定理 得 知 , 极 小 集 的 轨 线 ( 异 于 平衡 态 和 周期 轨道 ) 组 成 “ 李 生 对 ” 
全 体 . 
对 某 = > 0, 回复 时 间 为 无 界 的 非 闭 Poisson 稳定 轨 线 的 闭 包 称 为 拟 极 小 集 、 拟 
极 小 集 除了 在 其 中 的 处 处 稠密 的 Poisson 稳定 轨 线 以 外 , 还 有 某 些 其 它 不 变 的 闭 子 
集 . 这 些 可 以 是 平衡 态 、 周 期 轨道 、 非 共振 不 变 环 面 、 其 它 极 小 集 、 同 宿 与 异 宿 轨道 
等 等 . 其 中 的 P 轨 线 为 游荡 的 . 这 给 我 们 提供 了 一 个 启示 , 为 什么 非 平凡 非 闭 P 轨 
线 的 回复 时 间 是 无 界 的 ? 进一步 这 也 指出 , 拟 极 小 集 的 Poisson 稳定 轨 线 由 于 它们 不 
可 预知 的 即时 性 态 , 因而 是 具有 经 验 混沌 特性 的 非 占 时 振动 过 程 的 主要 关注 重点 . 

在 回归 轨 线 情形 , 存在 Poincaré 回复 时 间 的 某 些 统计 特征 , 它们 与 刻画 真正 
的 Poisson 稳定 轨 线 相 比 就 显得 “ 较 弱 "， 尽 管 如 此 , 在 非 线性 动力 学 中 存在 有 趣 
的 回归 轨 线 的 特殊 子 类 , 就 是 所 谓 概 周期 运动 . 值得 注意 的 是 , 揭示 这 些 轨 线 的 由 
来 是 概 周期 运动 的 每 个 分 量 是 概 周期 函数 ( 它 的 解析 性 质 已 被 很 好 地 研究 过 , 例如 
见 [49, 66, 84]). 

概 周 期 函数 按 “平均 " 由 三 角 Fourier 级 数 


Js E anet 


唯一 确定 , 其 中 An 是 实数 . 如 果 所 有 的 An 是 频率 基 wi, ,wm 的 有 限 个 有 理 无 关 
元 的 ( 整 系数 ) 线性 组 合 ( 见 第 4 章 ), 则 我 们 有 概 周 期 函数 的 一 类 特殊 情形 , 即 拟 周 
期 函数 . 将 拟 周期 函数 恰当 地 写 为 形式 

S(t) = pluit, wet), 
其 中 p 对 它 的 所 有 变量 是 有 相同 周期 的 周期 函数 . 如 果 k 维 微分 方程 系统 

ż=X(2) (7.3.1) 

有 拟 周期 解 

a(t) = plwit, +++ wt), 
则 它 也 有 解 

z= pluit + Comt 十 Cm)， 

其 中 C1,… ,Cm 是 任意 常数 . 这 意味 着 相应 的 极 小 集 (z(t) 的 闭 包 ) 是 m 维 不 变 环 
Ti. Andronov 和 Vitt [15] 证 明 它 的 维 数 必须 满足 下 面 的 条 件 


m<k-1. 
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如 果 有 限 维系 统 有 概 周 期 解 , 但 不 是 拟 周期 解 , 则 系数 An 是 有 限 个 频率 基 wi, 
… ,wm 与 有 理 因子 的 线性 组 合 . 这 样 的 解 称 为 极限 - 拟 周 期 解 . 对 这 种 情形 Pon- 
tryagin (112) 证 明 极 小 集 的 维 数 m 必须 满足 下 面 的 不 等 式 


m<k—2. 


特别 , 对 三 阶 系统 我 们 有 m = 1, 即 它 的 极限 - 拟 周期 解 有 形式 


TD = £ anett, 


其 中 rn 是 某 有 理 数 , 故 f(t) 的 Fourier 级 数 的 有 限 段 
N 
$= S one 
nen 


是 某 周期 函数 , 当 N — co 时 它 的 周期 趋 于 无 穷 . 

极限 - 拟 周期 轨 线 的 极 小 集 的 结构 是 分 形 . 换 句 话说 , 它 是 由 m 维 圆 盘 与 零 维 
Cantor 集 K 的 直 积 局 部 刻画 的 . 显然, 在 极限 - 周期 情形 . 它 有 区 间 与 K 直 积 的 形 
式 . 

为 了 使 得 在 Ra 中 将 极限 - 周期 轨 线 的 极 小 集 的 结构 形象 化 , 构造 一 个 称 之 为 
Wictorius-van Danzig 螺 线 管 的 对 象 是 有 意义 的 . 

这 个 几何 构造 的 第 一 步 如 下 考虑 一 个 环 体 I e R, 其 中 Ti = D? x St, D? 
AZEMA, S: 为 圆周 . 我 们 在 Th, 中 嵌入 一 个 类 环 体 II2, 使 得 它 与 Th 中 每 一 贺 
BE {fp = WHO 相交 , 其 中 pe S: 为 角 变量 , 在 两 个 不 相交 的 圆 盘 上 使 得 TI2 沿 着 
Si 作 两 次 旋转 而 不 自 交 , 如 图 7.3.1 所 示 . 再 假设 TI2 是 II 的 大 约 两 倍 长 四 倍 细 和. 
在 第 二 步 , 我 们 用 与 上 面相 同 的 方法 将 环 面 Ha HRA Ma, 使 得 现在 I 与 每 个 圆 盘 
{wp = 常数 } 有 四 个 交 , 每 两 个 在 前 面 的 一 对 交 之 中 . 

重复 这 个 过 程 , 我 们 得 到 的 环 体 序列 Ts WE Ther C In 所 求 的 螺 线 管 定义 
为 集合 2 

r=) M. 
nel 


这 是 一 个 闭 集 , HEA = 常数 } 是 Cantor 集 . Wietorius 与 van Danzig 证 明 可 以 
在 史上 定义 流 使 得 区 变 成 概 周 期 运动 的 极 小 集 . 显然 他 们 已 经 从 定性 观点 使 用 了 
概 周期 概念 . 

定义 7.7 “运动 z(t) 称 为 是 概 周期 的 , 如 果 对 任何 。 > 0 存在 值 L(e) 和 一 个 
满足 ne — Tel < Lle) 的 可 数 数列 {rre}, 使 得 


dist(z(t), z(t+ 7k)) <€, 一 co < t< +00. (7.3.2) 
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图 7.3.1 ”构造 Wietorius-van Danzig 螺 线 管 的 第 二 步 


周期 轨道 是 概 周 期 运动 最 完美 的 特殊 情形 , 除了 它 的 最 小 周期 + 以 外 , r 的 任 
何 倍数 kr 也 是 它 的 周期 , 其 中 是 整数 . 集合 {r} 对 概 周 斯 轨 线 的 作用 几乎 与 周 
期 对 周期 轨道 的 作用 相同 . 这 就 是 我 们 要 将 数 nk(e) 称 为 概 周期 的 原因 . 

概 周期 轨 线 的 闭 包 仅 包含 概 周 期 轨 线 . 此 外 , 值 Lle) 和 概 周期 仍 保持 一 样 . 

上 述 观 察 给 我 们 提出 一 个 基本 问题 : 根据 什么 特征 从 回归 轨 线 可 区 别 出 概 周期 
PR? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 还 必须 引入 下 面 的 定义 . 

定义 7.8 RST 5 - 性 质 , 如 果 对 给 定 的 © > 0, 存在 5 > 0 使 得 对 任何 
CESE E] 

dist(z(t:, z0), z(t2, £0)) < ô, 
得 知 
dist(x(t + tı, zo), z(t + t2,20))<€, X$ O< t< +00. 
本 质 上 , 上 面 的 条 件 是 Lyapunov 意义 下 一 致 稳定 性 的 一 个 隐 含 性 质 
定理 7.5 (Franklin, Markov) 如 果 回归 轨 线 具有 S- 性 质 , 则 它 是 概 周期 的 


从 这 个 定理 得 出 一 个 结论 , 那 就 是 一 条 真实 的 回归 轨 线 必须 是 不 稳定 的 . 在 某 
些 紧 流 形 上 的 动力 系统 的 一 些 奇异 例子 , BIER, 那里 所 有 的 轨 线 都 是 回 
归 的 . 此 外 , 这 些 轨 线 都 是 不 稳定 的 . 但 是 , 它们 的 不 稳定 性 并 非 是 指数 式 而 是 多 项 
式 型 . 与 概 周期 轨 线 的 频率 谱 是 离散 的 相反 , 回归 轨 线 的 谱 额 外 有 一 个 连续 分 支 . 详 
情 见 [23]. 
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许多 振动 机 制 必须 由 高 阶 动力 系统 模拟 .如同 在 低 维 情形 , 这 种 系统 的 平衡 态 
和 周期 轨道 对 应 于 驻 定 机 制 和 周期 振动 , 特别 是 自 激 振 动 . 在 第 4 章 我 们 曾经 接触 过 
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用 不 变 环 面 上 的 拟 周期 运动 描述 有 关 自 调制 和 多 频率 机 制 的 问题 . 但 在 高 阶 动力 系 
统 中 大 量 的 各 种 各 样 的 振动 现象 仅 用 上 面 的 运动 是 不 够 的 . 什么 数学 映 象 对 应 如 此 
更 加 复杂 的 振动 性 态 呢 ? 后 者 能 否 用 动力 系统 的 语言 解释 ? 为 了 回答 这 些 问 题 , 我 
们 需要 揭示 非 闭 Poisson 稳定 轨 线 的 作用 . 同时 还 必须 记 住 一 点 , 那 就 是 一 个 可 观察 
的 过 程 的 任何 数学 理想 化 必须 对 时 间 是 稳定 的 且 足 够 牢固 , 足以 抗衡 动力 系统 的 小 
光滑 扰动 . 

在 这 方面 , Andronov 和 Vitt 的 下 面 问题 值得 关注 : 什么 样 的 已 雪线 在 Lyapunov 
意义 下 稳定 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 


定理 7.6 (Markov) ”如 果 Poisson 稳定 轨 线 在 Lyapunov 意义 下 是 一 致 稳定 ， 
则 它 是 概 周期 的 


这 个 定理 的 证 明 在 [98| ABLE. 本 质 上 , 证 明 仅 基于 S- 性 质 , 但 还 需要 一 致 稳 
定性 的 额外 性 质 .2 

这 个 结果 指出 , 个 别 轨 线 不 能 充分 反映 混沌 振动 . 事实 上 , 前 面 我 们 也 曾 注意 到 ， 
在 结构 稳定 系统 中 所 有 非 闭 Poisson 稳定 轨 线 都 是 不 稳定 的 , 或 者 更 确切 地 说 , EE 
点 型 . 

如 果 P 轨 线 在 Lyapunov 意义 下 不 稳定 , 那么 它 的 拟 极 小 集 的 每 一 条 轨 线 也 是 
不 稳定 的 . 尽管 如 此 , 总 体 上 这 个 集合 可 以 是 吸引 集 , 这 个 情形 可 能 是 我 们 寻求 的 复 
杂 振动 过 程 的 一 个 数学 映 象 . 但 是 , 对 非 线性 动力 学 中 具有 这 种 吸引 子 的 必要 性 的 
清楚 理解 还 是 多 年 后 直到 20 世纪 70 年 代 的 事 . 

现在 探讨 我 们 考虑 的 几何 对 象 在 小 光滑 扰动 下 得 到 保持 的 性 质 .平衡 态 和 周期 
轨道 仍 很 好 理解 . 但 当 结 构 稳定 系统 有 非 闭 P 轨 线 时 会 出 现 什么 情况 ? 这 样 的 系统 
有 什么 特征 ? 

我 们 已 经 注意 到 PWR p(t,zo) 是 自 极限 轨 线 , 即 它 与 它 的 初始 点 zo 任意 接 
近 . 直觉 上 显然 可 出 现 , 通过 适当 选择 充分 小 的 扰动 , 扰动 系统 恰好 有 通过 zo 的 周 
期 轨道 ， 如 数学 中 经 常 发 生 的 那样, 一 个 陈述 简单 的 结论 可 能 需要 相当 不 平凡 的 证 
明 ” 上 述 这 个 猜测 被 Pugh 在 1968 年 证 明 . 这 个 结果 由 下 面 的 称 之 为 封闭 性 引 理 的 
定理 得 知 [113]. 


定理 7.7 (Pugh 的 封闭 性 引 理 ) i zo 是 光滑 流 的 非 游荡 点 . 则 在 C! - 拓扑 
下 存在 任意 接近 的 光滑 流 , 它 有 通过 点 zo 的 周期 轨道 .2 


2 在 Lyapunov 意义 下 的 一 至 稳定 情形 ,定义 中 包含 的 两 个 邻 域 的 大 小 不 依 事 于 初始 点 的 选择 ， 
即 对 轨 线 上 的 每 一 点 它们 是 相同 的 , 见 Malkin (91). 
3 这 个 定理 的 Cr (r > 2) 形式 的 正确 性 至 今 还 不 知道 


例如 , 平面 上 的 Jordan 闭 曲线 定理 , 看 似 很 明显 ,但 要 用 拓扑 学 知识 严格 证 明 它 ,也 得 写 上 几 
页 — 译 者 注 . 

3) 这 也 是 Smale 在 1998 年 提 的 下 一 世纪 18 个 数学 问题 的 第 10 个 问题 . 就 是 上 面 定理 的 原来 
证 明 也 花 了 很 大 功夫 一 译 者 注 
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由 于 P 轨 线 上 的 每 一 点 都 是 非 游荡 点 , 这 个 结果 对 在 Poisson 意义 下 的 稳定 点 
也 成 立 . 由 封闭 性 引 理 得 知 下 面 一 个 意义 深远 的 推论 : 具有 P 轨 线 的 粗 系统 有 无 穷 
多 个 周期 轨道 . 

事实 上 , 由 于 原 系统 是 粗 的 , 它 拓扑 等 价 于 任何 充分 接近 的 系统 . 由 定理 7.7, 这 
意味 着 原 系统 有 周期 轨道 通过 充分 接近 于 zo 的 点 zl (应 该 注意 , 越 小 的 扰动 得 到 
的 周期 轨道 的 周期 越 长 ). 由 相同 的 论述 , 系统 必须 有 另外 的 周期 轨道 通过 更 近 的 点 
ay 等 等 . 

由 此 我 们 看 到 具有 Poisson 稳定 的 非 闭 轨 线 的 原 系统 有 无 穷 多 个 周期 为 nk 的 
周期 轨道 p(t, zk), 其 中 (0,24) = zk (k ==1,2,…), 使 得 上 一 +oo 时 有 zk 一 zo 和 
Tk — +00. 

注意 , 在 这 个 证 明 中 我 们 实际 上 用 了 系统 的 粗 性 (相应 的 结构 稳定 性 ) 即 我 们 
假设 建立 充分 接近 的 系统 的 拓扑 等 价 性 的 同 胚 接近 于 恒 同 映射 但 是 , 没有 这 个 假 
设 结论 仍 成 立 , 只 是 证 明 变 得 更 加 复杂 . 

为 了 刻画 具有 P 轨 线 的 结构 稳定 系统 , 下 面 的 结果 是 很 有 用 的 . 


定理 7.8 (Pugh) ”对 任何 光滑 流 的 任意 逼近 (在 C: - 意义 下 ), 存在 其 周期 轨 
道 在 非 游荡 集 内 处 处 稠密 的 流 . 


因此 , 如 果 结 构 稳定 系统 有 吸引 拟 极 小 集 — RSF, 则 周期 轨道 将 在 其 
中 稠密 . 

对 吸引 极 小 集 , 由 Pugh 定理 得 知 它们 是 结构 不 稳定 的 . 虽然 由 回归 轨道 和 极限 
拟 周期 轨道 组 成 的 极 小 集 , 至 今 在 非 线性 动力 学 中 还 未 充当 关键 角色 , 但 我 们 对 拟 
周期 运动 总 是 有 很 大 兴趣 , 因为 它们 可 模拟 许多 具有 离散 谱 的 振动 现象 

综合 我 们 的 考虑 , 可 以 作出 一 个 初步 结论 : 典型 的 动力 系统 可 分 成 两 个 基本 类 
型 , 依赖 于 系统 在 它 的 相 空间 的 有 界 子 区 域内 有 有 限 多 个 周期 轨道 , 还 是 有 无 穷 多 
个 周期 轨道 . 第 一 个 情形 的 系统 通常 称 为 具有 简单 动力 学 的 系统 , 第 二 类 由 具有 复 
杂 动力 学 的 系统 组 成 ， 粗 性 或 结构 稳定 性 概念 容易 应 用 到 具有 简单 动力 学 的 系统 ,， 
对 具有 复杂 动力 学 的 系统 情况 变 得 不 确定 得 多 

这 种 不 确定 性 在 于 , 具有 复杂 动力 学 的 结构 不 稳定 ( 非 粗 ) 系统 可 以 在 动力 系统 
的 空间 内 形成 一 个 开 区 域 . 此 外 , 必须 强调 , 结构 稳定 ( 粗 ) 的 奇怪 吸引 子 , 不 管 是 纯 
几何 结构 或 代数 结构 , 迄今 为 止 还 从 未 在 任何 非 线性 动力 学 模型 中 观察 到 过 . 因此 ， 
看 起 来 具有 奇怪 吸引 子 的 典型 系统 正好 落 人 结构 不 稳定 性 的 区 域内 . 这 些 结构 不 稳 
定 的 奇怪 吸引 子 在 我 们 对 混沌 动力 学 的 探究 中 显示 着 很 大 的 成 功 . 对 这 种 吸引 子 严 
格 要 求 其 粗 性 显得 没有 意义 ; 因为 只 有 某 些 典 型 特性 必须 在 小 扰动 下 得 到 保持 . 

通常 , 一 个 合理 的 高 阶 模型 必须 具有 两 类 动力 学 一 一 简单 的 和 复杂 的 ， 当 然 ， 
分 析 这 些 模型 的 第 一 步 是 研究 相 空间 被 轨 线 划分 的 结构 , 其 中 的 参数 区 域 对 应 于 系 


4 严格 地 讲 , 在 减 去 平衡 态 的 非 游荡 集 内 . 
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统 具 有 简单 动力 学 . 在 下 一 节 我 们 将 集中 研究 一 类 非常 广泛 的 具有 简单 动力 学 的 结 
构 稳定 系统 , 称 为 Morse-Smale 系统 . 具有 复杂 动力 学 的 系统 需要 特殊 的 关注 , 那 
是 其 它 进 一 步 文献 的 内 容 . 


7.5 Morse - Smale 系统 
用 公理 法 引入 Morse - Smale 系统 . 考虑 R" 中 的 动力 系统 


2=X(z), (7.5.1) 


其 中 X(z)eC (r> 1). 
设 G 是 (7.5.1) 的 相 空 间 中 的 某 个 有 界 闭 区 域 . 以 N 记 系统 (7.5.1) 在 G 中 的 
非 游荡 轨 线 集 . 我 们 将 假设 ICN = 2, 其 中 AG 为 G 的 边界 . 


定义 7.9 ”在 区 域 G 内 的 系统 (7.5.1) 称 为 Morse-Smale 系统 , 如 果 它 满足 下 
面 两 条 公理 : 


公理 1 FEUER Q 由 有 限 个 轨道 组 成 . 


公理 2 G 内 所 有 周期 轨道 与 平衡 态 为 结构 稳定 , 且 它 们 的 稳定 和 不 稳定 不 变 
流 形 模 截 相交 . 


事实 上 , 可 以 证 明 , 平衡 态 和 周期 轨道 是 Morse-Smale 系统 仅 有 的 非 游荡 轨 线 . 
EF Birkhoff 定理 7.2, 公理 1 排除 了 非 闭 自 极限 (P 稳定 ) 轨 线 的 存在 性 . 由 下 面 
的 定理 7.9 和 定理 7.11 又 阻止 了 同 宿 轨道 的 存在 性 . 接 下 来 , 由 定理 7.12 不 难得 知 
Morse-Smale 系统 的 任何 轨 线 的 w - 极限 (a - 极限 ) 集 是 平衡 态 或 周期 轨道 . 

回忆 平衡 态 O (z = zo) 称 为 结构 稳定 的 , 如 果 它 的 特征 指数 , 即 特征 方程 


AX (z0) _ 
dee En -a| =0 (7.5.2) 


的 根 没有 一 个 位 于 虚 轴 上 。 

对 每 个 平衡 态 我 们 赋予 一 个 拓扑 型 (m,p), 其 中 m 是 位 于 左 半 开平 面 的 特征 
指数 的 个 数 , p 是 位 于 右 半 开平 面 的 特征 指数 的 个 数 . 因此 m +p =n. 如 果 m = 
n (m = 0), 平衡 态 是 稳定 的 (完全 不 稳定 的 ). 当 m 了 {0,n} 时 平衡 态 是 鞍点 型 

相 空 间 中 所 有 使 其 轨 线 当 t 一 +00 (一 co) 时 都 收 全 于 zo 的 点 集 称 为 平衡 态 的 
稳定 (不 稳定 ) 流 形 , 分 别 记 为 Wa 和 WE. 如 果 O 是 (m,p) 型 , 则 Ws i m HEC” 
-光滑 流 形 , We 是 p 维 Cr - 流 形 . 在 m = n 的 情形 , O 的 吸引 每 是 Wa. 

我 们 也 知道 Ws 微分 同 胚 于 R", We 微分 同 胚 于 RP. 在 适当 的 坐标 框架 下 过 
点 平衡 态 附近 的 系统 可 写 为 


£= AE + FEN), 
ñ= Atn + g(é,n), 
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其 中 A- 是 m x m 矩阵 , 它 的 谱 位 于 虚 轴 的 左边 ,4+ 是 p x p 矩阵 , 它 的 谱 位 于 
BAREH, 函数 f 和 9 以 及 它们 的 一 阶 导数 在 平衡 态 O WE. 在 这 个 坐标 系 下 
Wise(O) 的 方程 是 
7= (6), 
We(O) 的 方程 是 
€=¥(n, 

其 中 p 和 是 Cr - 光滑 函数 , 且 满足 p(0) = 0, (0) = 0 和 ¥(0) = 0,W(0) =0. 

接 下 来 我 们 假设 系统 (7.5.1) 有 周期 为 r 的 周期 轨 线 L: z = v(t). 周期 轨道 
L 为 结构 稳定 , 如 果 它 的 (n - 1) 个 乘 子 没有 一 个 在 单位 圆 上， 回忆 L HRF 
Poincaré 映射 在 其 不 动 点 的 线性 化 (n — 1) x (n 一 1) 矩阵 A 的 特征 值 , 不 动 点 是 L 
与 截面 的 交点 . 轨道 L 为 稳定 (完全 不 稳定 ), 如 果 它 所 有 的 乘 子 位 于 单位 圆 内 (外 ). 
这 里 周期 轨道 的 稳定 性 既 可 以 理解 为 在 Lyapunov 意义 下 稳定 , 也 可 理解 为 指数 型 
轨道 稳定 . 当 一 些 乘 子 在 单位 圆 内 , 其 它 的 羔 子 在 单位 圆 外 时 , 周期 轨道 是 鞍点 型 . 

相 空间 中 所 有 使 其 轨 线 当 t 一 +oo (一 co) 时 都 收 分 于 L 的 点 集 称 为 周期 轨道 的 
稳定 (不 稳定 ) 流 形 . 它们 分 别 记 为 Wz 和 Wz. 当 m = n 时 DS ae We. 在 
鞍点 情形 , W 是 (m + 1) 维 的 , 其 中 m 是 在 单位 圆 内 的 乘 子 个 数 , W} 是 (p+ 1) 
维 的 , 其 中 p 是 单位 圆 外 的 乘 子 个 数 , p = n 一 m - 1. 在 三 维 情形 , 如 果 乘 子 为 正 , 
Wi 和 WE 或 者 同 胚 于 二 维 柱 面 , 如 果 乘 子 为 负 , 同 胚 于 Möbius 带 , 如 图 7.5.1 所 示 . 
在 一 般 情形 , 它们 或 者 是 微分 同 胚 于 Rm xS 的 高 维 柱 面 , 或 者 微分 同 胚 于 Möbius 
WÉ. 


图 7.5.1 R 中 的 鞍点 周期 轨道 由 其 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 拓扑 所 区 别 , 它们 可 以 同 胚 于 柱 面 
(Æ) 或 者 Möbius 带 (4). 


平衡 态 和 周期 轨道 的 稳定 不 变 流 形 可 以 与 不 稳定 流 形 有 公共 点 ， 显然, 如 果 点 
zo 是 这 两 个 不 变 流 形 的 公共 点 , 则 轨 线 z = y(t, zo) 属于 这 两 个 流 形 , 在 最 简单 的 情 
JB, O = WS WE, 即 平衡 态 的 稳定 和 不 稳定 流 形 相交 于 单个 轨 线 , 即 平衡 态 自己 . 

类 似 地 , 对 周期 轨道 L, 我 们 可 有 L = W3 门 WE . 但 是 这 是 一 个 平凡 的 情形 , 我 
们 对 它 不 感 兴趣 . 有 意义 的 是 zo 既 不 是 平衡 态 也 不 在 周期 轨道 上 的 情形 . 下 面 我 们 
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将 平衡 态 和 周期 轨道 看 作为 类 似 对 象 考虑 , 并 记 为 Q. 
设 Qs 和 Qa 使 得 W3， 和 Wa, 有 公共 点 zo. 如 果 Qi 和 92 不同， 这 种 点 zo 
的 罗 线 称 为 异 窒 轨 线 , MR Q: = Qo, 称 它 为 同 宿 雪线 . 


图 7.5.2 R 中 两 个 鞍点 之 间 的 结构 稳定 的 异 宿 连接 . 


RALI Teo Wg, I TW3, 记 WG, 与 WY, 在 点 zo 的 切 空间 
定义 7.10 RE Te。W8, 和 Tz。W8, 横 截 相交 ,如 果 
dim TeoWé, + dim TeoWS, -n = dim(Tso Wå, (TroWS,). (7.5.3) 


大 家 知道 , 如 果 两 个 曲面 在 某 点 模 截 相交 , 则 任何 两 个 与 它们 C! - 接近 的 曲面 
在 附近 的 点 也 必须 模 截 相交 . 相反 , 非 帘 堆 相交 的 曲面 可 用 小 扰动 使 它们 分 离开 (或 
者 使 得 它们 模 朴 相 交 ). 

由 公理 2, 在 系统 (7.5.1) 的 平衡 态 和 周期 轨道 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 所 有 
交点 上 , BREKI (7.5.3) M. 

我 们 注意 , 虽然 模 截 性 的 定义 是 对 点 zo BUEH, 但 横 截 性 条 件 (7.5.3) 对 zo 的 
选择 并 无 要 求 , 因为 对 应 于 在 点 zo 以 及 通过 zo 的 轨 线 上 任何 其 它 点 的 切 空间 , 可 
以 通过 非 退 化 的 线性 变换 ( 沿 着 zo 的 轨 线 的 时 间 - 移 位 映射 的 线性 化) 彼此 映 到 
对 方 
由 于 交点 zo 的 轨道 整个 位 于 两 个 不 变 流 形 中 , 故 Troy3， 和 To Wa, 两 者 都 
5 考虑 例子 

宇 = 


a 


对 u> 0 它 有 两 个 分 别 是 (2,1) 和 (1,2) MARFA O1(—yar,0,0) 和 O02(+VR,0,0). 不 变 流 
形 wa, M wa, 沿 着 异 宿 曲 线 (-VE < = < yEy = 0z = 0) BARAR, 如 图 7.5.2 所 示 
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包含 在 点 zo 处 的 相 速度 向 量 , 因此 有 
dim(Ta Wå, (\TzoW,) > 1- 


因此 , 由 横 截 性 条 件 (7.5.3) 得 知 , 在 Morse-Smale 流 上 仅 当下 面条 件 满足 时 不 变 流 
形 才 可 能 横 截 相交 . 
dimWé, + dim Wg, > n+1 (7.5.4) 
特别 地 , 我 们 得 到 下 面 的 简单 结果 : 
定理 7.9 ”Morse-Smale 系统 没有 同 宿 于 平衡 态 的 同 宿 轨 线 . 


证 明 HFRS, 我 人 有 dim We + dim WS =n, 这 与 (7.5.4) 矛盾 . 
Morse-Smale 微分 同 胚 概念 可 用 类 似 方法 引入 . 考虑 微分 同 胚 


z= X(z), (7.5.5) 


其 中 在 某 有 界 闭 子 区 域 G CR" 内 X(z) e Cr (r > 1). 假设 它 的 非 游荡 集 与 边界 
OG 没有 交点 . 


定义 7.11 ”区 域 G 中 的 微分 同 胚 (7.5.5) 称 为 Morse-Smale MSHA, MR 


(1) 它 的 非 游荡 集 为 有 限 集 ( 仅 由 结构 稳定 的 周期 点 组 成 ), 以 及 
(2) 对 每 个 周期 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 交 , 横 截 性 条 件 (7.5.3) WE. 

回忆 不 动 点 O (z = zo) 称 为 结构 稳定 , 如 果 它 的 特征 乘 子 , 即 特征 方程 (7.5.2) 
的 根 没有 一 个 在 单位 圆 上 . 对 它 可 赋予 拓扑 型 (m,p), 其 中 m 是 位 于 单位 圆 内 根 的 
个 数 , p 是 在 单位 圆 外 根 的 个 数 . 如 果 m = n (m = 0), 不 动 点 稳定 (完全 不 稳定 ), 当 
m # {0,n} 时 不 动 点 是 鞍点 型 .在 正 ( 负 ) BRF, 所 有 使 其 轨 线 收敛 于 点 zo 的 点 
集 称 为 不 动 点 zo 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 , 并 记 为 Wo (W3). 在 m = n 的 情形 , O 的 
吸引 盆 是 We. 如 果 不 动 点 是 鞍点 , 则 Ws 和 W 分 别 是 Rm 和 Rn 在 R" 中 的 Cr 
一 光滑 嵌入 . 

在 远 点 情形 , 微分 同 胚 可 局 部 地 表示 为 形式 


€= AE + f(n), 
ñ= A*n + gl£, n), 


其 中 4- 的 特征 值 位 于 单位 圆 内 , 而 4+ 的 特征 值 位 于 单位 圆 外 , 函数 f 和 9 以 及 
它们 的 一 阶 导数 在 点 O 均 为 零 . 于 是 Wis.(O) 的 方程 为 


n= (6), 


而 Wise(O) 的 方程 是 
€=(n); 
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其 中 p 和 也 是 满足 (0) = 0, g (0) =0 Al Y0) =0, (0) = 0 的 Cr -光滑 函数 . 
设 zo 是 微分 同 胚 (7.5.5) 的 周期 为 9 的 周期 点 . 这 意味 着 它 是 这 个 微分 同 胚 的 
4 次 宕 的 不 动 点 
zo = XW(zo) = X(X --- (X (z0))). 
= 
这 看 上 去 自然 要 将 点 ro MEHR C = (zo,z1,… ,zg-1) 联系 起 来 , 其 中 zk = 


X(at-i) B= 1 gy z0 = X (Hy). 点 zo 是 结构 稳定 的 , 如 果 方程 
der| Xe OX lee OX) _ | 0 


的 根 pay ,pn 没有 一 个 在 单位 圆 上 . 注意 , 环 C 上 任何 点 的 特征 根 与 点 zo 的 特征 
根 相同 . 点 zk 的 稳定 (不 稳定 ) 不 变 流 形 Wi, (WH) 是 在 微分 同 胚 XI 的 正 远 代 下 
趋 于 zk 的 点 集 . 显然 X(WS,) = Wi, X(W3,) = We, 因此 , 环 C 的 稳定 流 形 
是 Utd Ws , 不 稳定 流 形 是 Ul We, 

在 紧 光滑 流 形 上 的 连续 的 和 离散 的 Morse Smale 系统 , 都 在 Smale 的 论文 “Bh 
力 系统 的 Morse 不 等 式 ”[142| 中 被 选用 标题 本 身 显示 该 文 研究 用 流 形 的 拓扑 不 
变量 来 估计 平衡 态 和 周期 轨道 的 个 数 . 稍 后 , Palis 和 Smale [106,102] 证 明了 下 面 的 
定理 . 


定理 7.10 (Palis 和 Smale) Morse-Smale 系统 是 结构 稳定 的 . 


这 个 定理 的 证 明 是 对 相 空间 是 紧 光滑 流 形 的 系统 作出 的 . 它 对 我 们 的 情形 也 成 
立 , 只 要 假设 边界 OG 在 连续 情形 是 (n - 1) 维 光滑 无 切 球面 , 通过 它 的 轨 线 进入 G, 
或 者 在 离散 情形 满足 X(G) c G\8G. 
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比较 Andronov-Pontryagia 定理 与 Morse-Smale 系统 的 定义 可 以 看 出 , 后 者 跟 平 
面 上 的 粗 系统 十 分 相似 , 本 质 上 可 看 成 是 平面 情形 在 高 维 情形 的 推广 . 如 同 Andronov- 
Pontryagin 定理 , Palis-Smale 定理 7.10 给 出 粗 性 的 充分 条 件 . 定义 7.9 中 的 公理 2 
自然 可 看 作为 必要 条 件 . 反之 , 公理 1 与 结构 稳定 性 问题 没有 什么 关系 , 但 它 非常 严 
格 地 限制 了 我 们 所 考虑 的 一 类 系统 , 并 排斥 了 在 维 数 高 于 2 的 系统 中 鞍点 平衡 态 和 
周期 轨道 可 显示 的 许多 隐藏 机 会 . 

例如 , 下 面 的 定理 证 明 Morse-Smale 系统 不 可 能 有 鞍点 周期 轨道 的 同 宿 轨 线 . 


定理 7.11 设 工 是 鞍点 周期 轨道 , RT 是 它 的 同 宿 轨 线 , 沿 着 它 Wi 和 Wwy 
横 截 相交 . 则 在 LUT 的 任何 小 邻 域内 包含 有 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨 线 . 

证 明 ” 取 工 的 小 截面 5, 并 考虑 局 部 Poincaré 映 射 Ta: S 一 S. 点 O= SIL FE 
To 的 鞍点 不 动 点 . 我 们 在 5 上 O 附近 引入 坐标 (z, y) 使 得 O 的 局 部 不 稳定 流 形 是 
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z = 0, 局 部 稳定 流 形 是 y = 0 (因此 , z € R”, y € RP, 其 中 dim W* = m, dim W” = p). 
设 M-(0,y-) € Wë. M+(z+,0) € We, 是 同 宿 轨道 了 与 S 的 两 个 交点 , M- 和 M+ 
之 间 的 工段 附近 的 流 在 S 上 定义 了 从 M- 的 小 邻 域 I 到 M+ 的 小 邻 域 T+ 上 的 
映射 T. 这 个 映射 可 写 为 


E -zt =ar! ty —y) +>, 

P= +dy —y) + 
其 中 省 略 号 表示 非 线性 项 ; (2°, y) 位 于 M+ 的 小 邻 域内 , (2, y') 位 于 M- 的 小 邻 
SRA, 注意 , 像 TLWis。 在 M+ 与 由 参数 方程 


-rt =bu, y= du 
定义 的 p 维 平面 相 切 , 其 中 ue RP. 由 假设 此 超 平面 必须 与 y = 0 WR, 这 意味 着 
ld] £0. (7.6.2) 


在 3.7 节 已 经 证 明 对 任何 充分 大 的 k, 在 HI* 中 存在 点 使 得 它 在 局 部 映射 Tb 的 
上 次 迭代 下 位 于 II- 中 . RAAE KEKR” ok. 当 k 一 oo 时 , 水 平 长 条 凝聚 
TE WENT. 映射 TR 使 长 条 在 z 方向 压缩 , 在 y 方向 伸 长 , 故 像 Tho? (“ 铅 直 长 
条 " of) 凝聚 在 Wie TI. 几何 上 显然 (IE 7.6.1), 由 于 Te WEF Wis。, 对 任 
何 充分 大 的 k, MTT of “正常 地 " 5 of MISE, 故 TITY | 9g 是 在 3.15 WELF HR 
点 映射 由 定理 3.28, 鞍点 映射 有 鞍点 不 动 点 . 由 于 两 个 映射 Ti 和 To 都 是 由 流 的 
轨道 定义 , TY 的 不 动 点 对 应 于 系统 的 周期 轨道 ( 它 与 $ 恰好 相交 k K, 第 一 次 在 
Tr 上 , 最 后 一 次 在 I- 上 ). 取 不 同 的 得 到 不 同 的 周期 轨道 . 因此 , 为 了 证 明定 理 
我 们 必须 通过 计算 确认 , 对 所 有 充分 大 的 k, RA TTE 是 鞍点 型 . 

由 引 理 3.3 和 引 理 3.4, 存在 t 一 co 时 连同 它们 的 导数 都 一 致 趋 于 零 的 函数 
Ee es 使 得 点 MO(20, y?) 被 T BAR M1(z1,y), 当 且 仅 当 


a Elz, y’), 
y = mlz’, y’). 


注意 由 于 (7.6.2), 对 充分 小 的 z! Al ge 由 (7.6.1) 中 的 第 二 个 方程 可 解 出 妨 ; 
y -y ad -d'or +---, 


其 中 省 略 号 表示 小 的 非 线性 项 . 与 (7.6.3) 的 第 一 个 方程 比较 , 得 知 对 充分 大 的 ,有 


(7.6.1) 


(7.6.3) 


vay + Filg, 2°), (7.6.4) 


其 中 Fi 是 光滑 函数 ， (og F,(0,0) = 0, Fe RF 2° HFR k 00 amr 
(我 们 用 了 上 一 co 时 =~ — 区 D = 0). 
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图 7.6.1 。” 横 截 同 宿 轨道 附近 的 Poincaré 映射 


现在 , 对 所 有 充分 大 的 上 映射 TT 可 写 为 


B=2*+Gi(9,2), 
y = mdz, y7 + Fel, 2)), 


其 中 我 们 省 略 了 上 标 0. 这 里 G 表示 满足 Gk(0,0) = 0 的 光滑 函数 , 且 Gk 关于 z 的 
导数 当 k 一 co 时 一 致 趋 于 零 . 这 是 映射 TTF 在 3.15 节 意义 下 的 交叉 形式 (定义 
3.6 中 的 空间 Di 和 Da 分 别 是 z - 空间 中 z+ 的 小 凸 邻 域 和 y - 空间 中 零 的 小 凸 邻 
W). 由 于 m 关于 所 有 变量 的 导数 以 及 G 关于 z 的 导数 当 上 一 co 时 一 致 趋 于 零 ， 
容易 看 出 对 所 有 充分 大 的 k, 映射 T7# 符合 鞍点 映射 的 定义 3.7, 6 故 关 于 不 动 点 的 
定理 3.28 在 这 里 可 应 用 . 定理 证 明 完毕 . 

上 述 证 明 可 容易 地 翻译 成 具有 横 截 同 宿 轨 线 的 不 动 点 的 微分 同 胚 的 语言 . 它 也 
包括 具有 同 宿 轨 线 的 周期 点 情形 ， 对 后 - -情形 应 该 考虑 原来 微分 同 胚 的 4 次 和 迭代， 
其 中 9 是 周期 . 

上 述 证 明 本 质 上 接近 于 L.Shilnikov [131] 建议 的 证 明 重复 . 但 它 却 能 使 我 们 从 没 
一 RE 


(7.6.5) 


1 <1. Hayle <1, 
WPalloll ello < (1 — Palle) — Qio); 
其 中 (P,Q) 是 交叉 映射 
2=P(s,D, y= 9) 
的 右 端 . 本 质 上 , 这 意味 着 交叉 映射 在 适当 的 范 数 下 是 压缩 的 , AUT SHAT y - 方向 强 伸 长 
沿 着 = -方向 强压 缩 . 
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有 同 宿 轨 线 的 Morse-Smale 系统 的 公理 约束 中 解脱 出 来 , 而 这 正 是 Smale 原来 所 期 
望 的 . 

注意 , 寞 截 同 宿 轨道 显然 在 系统 的 小 光滑 扰动 下 得 到 保持 . 因此 , 由 定理 7.11 得 
知 当 存 在 模 截 同 宿 轴线 时 ,任何 邻近 的 系统 都 远离 Morse-Smale 类 .这 给 我 们 探究 
复杂 动力 学 提供 了 一 个 强 而 简单 的 方法 .至 今 , 存在 模 截 同 宿 轨 线 被 视 为 通用 的 混 
小 准则 . 

如 前 , 我 们 将 平衡 态 和 周期 轨道 视 为 同一 对 象 , 并 统一 将 它们 记 为 Q 

引入 下 面 的 记号 : 如 果 WE, NWY, #2, BIE Qi < Qz, 特别 , Qi < Qi. 如 果 
(WAAI NWE, NQ) # 2, WEH Q: < Qj. 我 们 说 Qk,… ,Qu 组 成 一 个 链 , 如果 


Qr, < < Qu- (7.6.6) 


如 果 链 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 成 员 相等 (Qk, = Qk), WEE (7.6.6) BRIER. 

可 以 证 明 关 系 “<" 在 Morse-Smale 系统 的 非 游荡 轨道 集 上 定义 了 一 个 偏 序 . 一 
个 重要 的 结果 是 : 

定理 7.12 Morse-Smale 系统 中 不 存在 环 . 


首先 注意 到 , 不 存在 如 Qo < Q 的 环 , 因为 在 Morse-Smale 系统 中 不 允许 有 同 
宿 轨 线 . 其 次 , 由 横 截 性 条 件 [IR (7.5.4)], 环 不 可 能 包含 平衡 态 , 也 不 可 能 包含 不 同 
拓扑 类 型 的 周期 轨道 . 

因此 , 只 余下 一 个 假设 , 就 是 环 


Lo < L; < -+ < Lr < Lo 
是 由 同一 拓扑 类 型 的 周期 轨道 组 成 . 考虑 链 
Lr-1 < Le < Lo, 


并 设 WE, 与 WE 相交 于 点 zo. 由 入 一 引 理 ( 见 37 节 ), 我 们 可 以 断言, 由 于 W, 
与 Wit, BARH, 在 zo 的 任何 小 邻 域 U PI, 存在 收敛 于 Wy, NU 的 We, 的 光滑 
片 的 可 数 集 . 由 于 we, 与 We, 横 截 相交 , 得 知 W2。， 与 WE, 的 这 些 片 相交 . 因 
此 


Ly-1 < Lo. 
递归 地 , 我 们 得 到 
Lo < Lı < Lo, 
因此 有 
Lo < Lo, 


BD Lo 有 同 宿 轨 线 . 这 与 定理 7.11 FA. 
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由 在 Morse-Smale 系统 中 存在 有 限 个 非 游荡 轨 线 的 事实 得 知 , 任何 链 具 有 有 限 
KE, 且 其 长 度 不 超过 非 游荡 轨 线 的 总 个 数 . 此 外 , 极 大 链 只 能 在 稳定 平衡 态 或 周期 
轨道 上 终止 . 

由 上 面 的 讨论 得 知 , 对 每 一 个 Morse-Smale 系统 我 们 可 以 引入 一 个 定向 图 . 它 的 
顶点 是 赋予 拓扑 类 型 的 平衡 态 和 周期 轨道 . 图 的 边 按 序 < 以 递减 方式 定向 . 就 是 说 , 
顶点 Qi 与 8; 用 边 相连 , 当 且 仅 当 Qi > Q;, 且 没有 Qe WE Qi > Qr > Q3. 这 样 
的 分 级 图 称 为 相 图 . 对 Morse-Smale 微分 同 胚 可 用 类 似 方法 引 人 相 图 . 顶点 是 赋予 
局 部 特征 的 不 动 点 和 环 . 

显然 相 图 是 Morse-Smale 系统 拓扑 等 价 性 的 不 变量 . 

但 是 , 一 般 来 说 , 这 不 是 完全 不 变量 . 例如 , 它 并 不 包含 鞍点 轨 线 的 稳定 和 不 稳 
定 流 形 相交 轨道 个 数 的 信息 . 

在 所 有 异 宿 轨 线 中 可 以 选 出 某 些 起 主要 作用 的 特殊 轨 线 . 


FEN 7.12 REMAT 称 为 特殊 的 , 如 果 存 在 它 的 闭 包工 HBR U, 其 中 除 
T T 以 外 不 包含 其 它 异 宿 轨 线 


显然 三 维 Morse-Smale 流 的 所 有 异 宿 轨 线 都 是 特殊 的 ， 这 对 二 维 微分 同 胚 也 
成 立 . 

Morse-Smale 系统 从 Andronov-Pontryagin 系统 区 别 出 来 的 主要 特征 是 , 前 者 可 
以 有 无 穷 多 条 特殊 异 宿 轨 线 . 作为 例子 , 考虑 二 维 微分 同 胚 , 它 有 三 个 鞍点 型 不 动 点 
01,0 和 Or. 假设 WE, NWS #2 E WA NWG, #2, 对 应 的 略图 如 图 7.6.2 所 示 . 
其 中 Mi e WS, We BL Ma € WAN Wë, 即 它们 是 异 宿 点 . 


图 7.6.2 ÆRA Mi 和 Ma, 不 动 点 的 流 形 分 级 相交 . 


现在 我 们 利用 和 - 引 理 ( 见 3.7 节 ). 选择 点 M, 的 小 邻 域 V. 可 知 交 UWS, 
是 由 可 数 多 条 光滑 凝聚 到 WY 的 曲线 ls (k= 1,… ,co) 所 组 成 , 如 图 7.6.3 所 示 . 由 
于 Ws, A Wg 彼此 横 截 相交 , BOWS, 与 每 一 条 lk 相交 于 从 某 个 数 ko 开始 的 点 
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My. 点 Mi 也 是 异 宿 点 , 且 对 应 于 不 同 的 异 宿 轨 线 , 它们 分 别 以 O; 和 O: 为 - 
限 点 和 w - 极限 点 - 


图 763 Aan 的 邻 坡 : 3。 的 逐次 像 厂 队 在 图 76.1 中 的 We 


类 似 的 图 像 出 现在 具有 链 Qi < Q < Qa 的 三 维 流 的 情形 , 其 中 Q 表示 鞍点 周 
期 轨道 , Qi 和 Qa 表示 鞍点 平衡 态 或 周期 轨道 . 

异 宿 轨 线 在 高 维 情形 不 再 都 是 特殊 轨 线 . 异 宿 轨 线 TC WA, NWY, 是 特殊 的 ， 
仅 当 这 个 交集 的 维 数 等 于 1. RID T 指定 一 个 型 数 (dim Wå, dim W3,). 显然 , 如 
果 dim Wg, =m +1, 则 特殊 轨 线 工 是 (m + 1,n — m) 型 ,其 中 n 是 相 空 间 的 维 数 . 

考虑 具有 两 个 非 游 荔 运动 Q; 和 Qa 的 Morse-Smale 流 . 设 dimW&, = m +1 
和 dimW8, =n- m. 又 假设 WA, NWS, # 2, W Qi < Qa. 


定理 7.13 (Afraimovich 和 Shilnikov [2]) Z Wg, Wg, 具有 无 穷 多 条 异 
宿 轨 线 , MELA We, WG, 包含 有 异 于 Qi 和 Qe 的 型 数 为 (m + 1,n 一 m) 
的 周期 轨道 L. 


由 这 条 定理 的 证 明 得 知 , We 必须 与 We, 模 截 相交 , We 必须 与 We, 模 截 相交 
我 们 也 注意 到 W3, NWA, 中 的 所 有 轨 线 都 是 特殊 的 . 

类 似 的 论述 对 Morse-Smale 微分 同 胚 也 成 立 . 

我 们 用 Naia 记 型 数 为 (m + 1,n 一 m) 的 所 有 特殊 轨 线 和 它们 的 极限 非 游荡 运 
动 构成 的 集合 . 在 一 般 情形 , Nin 是 由 有 限 个 连通 分 支 NG Noch, 组 成. 在 
(2) 中 也 已 证 明 , 所 有 雪线 NO... 1 < 1 < k 的 集合 与 某 个 具有 有 限 个 状态 的 某 个 符 
号 动力 系统 的 所 有 轨 线 集合 一 一 对 应 . 一 般 来 说 , 历史 上 符号 动力 学 与 具 复 杂 动 力 
学 的 系统 的 描述 建立 了 联系 . 不 管 怎样, 我 们 已 经 可 有 效 地 将 它 应 用 到 具有 可 数 多 
个 特殊 异 宿 轨 线 的 Morse-Smale 系统 中 去 
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动力 系统 的 分 支 理解 为 轨 线 对 相 空 间 分 划 的 定性 改变 , 即 当 系统 的 参数 变化 时 
相 图 的 定性 性 质 的 改变 .“ 分 支 " 概念 是 Poincaré 在 研究 旋转 流体 的 平衡 态 结构 由 椭 
球体 形状 向 接近 于 梨 形状 变化 时 引入 的 . 那 时 Poincaré 研究 的 是 由 Lagrange 方程 
描述 的 一 个 自由 度 的 保守 系统 的 平衡 态 主要 分 支 . 他 注意 到 参数 变化 时 会 引起 出 现 
平衡 态 的 重合 , 然后 分 裂 为 两 个 平衡 态 : 中 心 和 鞍点 . 因此 “分 支 " 这 个 名 词 在 这 种 
情形 下 确切 地 意味 着 分 枝 . 


动力 系统 分 支 的 近代 理论 直接 与 系统 的 非 粗 性 或 结构 不 稳定 性 概念 相 联系 , E 
要 启发 是 , 如 果 我 们 仅 限 于 考虑 系统 的 结构 稳定 性 区 域 , 则 系统 的 分 析 相当 不 完全 
事实 上 , 当 改变 参数 在 参数 空间 穿 过 对 应 非 粗 系统 的 某 些 边界 时 ,我 们 可 从 一 个 结 
构 稳定 系统 到 另 一 个 定性 完全 不 同 的 系统 . 


在 二 维 情形 , 粗 系统 在 所 有 平面 系统 的 空间 内 组 成 一 个 开 稠 密集 ， 非 粗 系统 在 
这 个 空间 内 填 满 结构 稳定 的 不 同 区 域 之 间 的 边界 . 这 个 漂亮 的 结构 允许 我 们 用 二 维 
系统 的 分 支 理论 来 数学 描述 不 同 振动 机 制 的 转换 . 即使 高 维系 统 空间 没有 这 么 好 的 
结构 , 高 维系 统 的 分 支 理论 仍 对 非 线性 动力 学 一 些 典型 现象 作出 了 有 效 的 数学 解释 ， 
这 些 现象 诸如 驻 定 机 制 和 自 激 振动 之 间 的 转换 , 同步 化 和 它 的 消失 , 通 往 混沌 动力 学 
的 各 种 途径 , 等 等 . 


在 本 书 中 , 我 们 集中 深入 地 研究 平衡 点 与 周期 运动 , 因为 它们 是 非 线性 动力 学 
中 的 基本 “ 砖 块 ". 为 了 完全 地 涵盖 二 维系 统 , 建议 读者 参考 由 Andronov 和 其 它 人 
所 写 的 两 部 书 [11,12]. 那里 由 Andronov 和 Leontovich 创立 的 周期 轨道 的 主要 分 支 
的 分 类 , 是 建立 在 他 们 的 一 阶 非 粗 二 维系 统 理论 的 基础 上 . 
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8.1 一 阶 非 粗 系统 


我 们 已 经 确定 了 平面 上 任何 一 个 结构 稳定 动力 系统 的 下 面 几 个 关键 元 素 , 它们 
完全 确定 了 它 的 整个 拓扑 不 变量 一 一 概 形 . 其 中 包含 下 面 的 特殊 轨 线 : 
。 结构 稳定 平衡 态 ， 
。 结构 稳定 周期 轨道 , 以 及 
。 鞍点 分 界线 


当 系 统 变 成 结构 不 稳定 时 系统 相 图 的 任何 变化 都 可 能 出 现 , 由 Andronov-Pontryagir 
定理 , 这 样 的 系统 必须 具有 : 


。 具 有 一 个 或 一 对 特征 指数 在 虚 轴 上 的 平衡 态 , 或 
o 具有 单位 乘 子 的 周期 轨道 , 或 

。 连接 两 个 鞍点 的 分 界线 , 或 

。 鞍点 的 分 界线 回路 . 


我 们 注意 , 平衡 态 或 者 周期 轨道 可 能 是 任意 退化 的 . 因此 从 迎 辑 上 我 们 得 从 最 
简单 的 结构 不 稳定 系统 开始 研究 , 这 种 系统 Andronov 和 Leontovich 称 为 一 阶 非 粗 
系统 

设 X 和 义 是 平面 上 有 界 区 域 G 内 的 某 Cr (r > 3) - 光滑 系统 . 在 X XS 
间 引 入 距离 作为 Cr - 度量 

定义 8.1 系统 X 称 为 是 一 阶 非 粗 系 统 ， 如 果 它 是 结构 不 稳定 , 且 若 对 任何 
E> OFERE ô > 0, 使 得 X 的 5 邻 域内 的 任何 结构 不 稳定 系统 都 。 - 等 价 TE. 

本 质 上 , 一 阶 非 粗 系统 在 结构 不 稳定 系统 的 集合 内 是 结构 稳定 的 . 

由 Andronov 和 Leontovich 采取 的 分 析 , 他 们 提出 一 阶 非 粗 系统 必须 有 下 面 的 
非 粗 轨 线 之 一 . 

(1) 平衡 态 00,0), 它 有 一 个 零 特征 指数 以 及 称 为 Lyapunov 量 或 Lyapunov 
系数 的 Taylor 级 数 的 非 零 系数 5. Lyapunov 量 容易 从 相应 的 规范 形 方程 

ż = P(z,y), 

ý= Ay + Q(z, y) 
计算 得 到 , 其 中 和 40, P 和 Q 连同 它们 的 一 阶 导数 在 00,0) FFF. 这 时 12 是 
P(z,y) 的 Taylor 展开 中 2? 的 系数 . 所 考虑 的 平衡 态 称 为 (简单 ) R- 结 点 . 注意 ， 
所 有 的 简单 鞍 - 结 点 都 等 价 于 系统 


(8.1.1) 


(8.1.2) 
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的 鞍 - 结 点 , 其 中 la > 0. 在 0(0,0) 附近 的 这 个 系统 的 轨 线 性 态 容易 描述 . 例如 , 设 
入 < 0. 则 存在 曲线 — 强 稳定 流 形 W, 它 将 结 点 区 域 W* 从 鞍点 区 域 中 分 开 , 如 
.1.1 所 示 . 强 稳定 流 形 是 由 O 和 两 条 + 一 +00 时 进入 O 的 轨 线 组 成 . We 中 的 
轨 线 收敛 于 O. 在 鞍点 区 域 , 存在 当 t 一 -oo 时 进入 鞍 - 结 点 的 单个 轨 线 . 这 条 轨 
线 称 为 分 界线 . 其 它 轨 线 都 离开 O. 


图 8.1.1 ”对 应 于 情形 和 < ,la > 0 的 车- 结 点 - 


如 果 A > 0, 则 存在 强 不 稳定 流 形 We, 它 将 O 的 邻 域 划分 成 结 点 区 域 W" ( 那 
里 所 有 的 轨 线 都 从 O 发 散 ) 以 及 鞍点 区 域 (那里 有 单条 当 + 一 +00 时 进入 O 的 单 
稳定 分 界线 , 其 它 轨 线 都 离开 O). 

(2) 平衡 态 , 它 有 一 对 纯 虚 特 征 值 和 .2 = tiw 以 及 Lyapunov 量 (RAAHE) 
Ly f 0. 在 这 个 分 支 平衡 态 附近 系统 可 表示 为 形式 


ż = -wy + (Liz- Uy +y?) + 
j= r+ (r+ Lv) +y) + 
化 为 这 种 形式 是 可 能 的 , 因为 此 时 除了 上 耐 导出 的 项 , 所 有 的 二 次 和 三 次 项 都 是 非 
共振 项 ; 在 这 里 最 简单 的 共振 关系 是 两 个 三 阶 共振 
Ai = 2 + day 
Az = Ài +2A2 


(8.1.3) 


( 见 2.9 节 和 9.3 W). 
这 样 的 平衡 态 称 为 弱 焦点 . 如 果 L < 0, 它 是 稳定 的 , 如 果 L > 0, 它 不 稳定 的 . 
(3) 具有 一 个 实 乘 子 等 于 +1 的 周期 轨道 . 相应 的 Poincaré 映射 可 以 表示 为 


tlt 


如 果 这 里 的 Lyapunov ft la # 0, 则 相应 的 二 重 不 动 点 对 应 于 原 系统 的 二 重 ( 半 稳定 ) 
极限 环 . 
(4) 连接 两 个 鞍点 的 异 宿 罗 线 T [ 见 图 7.1.1(a)]- 
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(5) 双向 渐 近 于 鞍点 的 轨 线 人. 最 简单 的 情形 是 当 鞍点 为 非 共 振 , 即 它 的 特征 指 
数 满足 条 件 


Ai +22 #0. 
此 外 , 一 阶 非 粗 系统 必须 满足 下 面 的 条 件 : 


(A) 不 存在 上 述 类 型 以 外 的 其 它 轨 线 ， 
(B) 不 存在 进 人 或 者 离开 鞍点 的 鞍 - 结 点 分 界线 , 如 图 8.1.2 所 示 ， 


O 


图 8.1.2 P-t O MER Or 之 间 的 结构 下 稳定 的 异 宿 连接 
(O) 不 存在 属于 它 的 强 稳定 流 形 的 鞍 - 结 点 分 界线 , 如 图 8.1.3 所 示 ， 


图 8.1.3 P- 结 点 的 非 模 截 同 宿 回路 T, 分 界线 沿 着 平衡 态 的 强 稳定 流 形 进 入 平衡 态 


(D) 如 果 存在 半 稳定 (二 重 ) 极限 环 , 系统 不 能 同时 有 当 t 一 +00 时 趋 于 环 的 鞍 
点 不 稳定 分 界线 , 以 及 当 上 一 一 co 时 趋 于 环 的 鞍点 稳定 分 界线 , 如 图 8.1.4 所 示 , 以 
及 

(E) 不 存在 (在 向 前 时 间或 向 后 时 间 ) 趋 于 鞍点 同 宿 回路 的 分 界线 , 如 图 8.1.5 所 
7. 

上 面 的 要 求 一 起 组 成 一 阶 非 粗 系统 必须 满足 的 一 系列 充分 必要 条 件 . 

在 平面 动力 系统 的 Banach 空间 Bc 中 , 结构 稳定 系统 可 以 用 仅 包含 不 等 式 的 
条 件 确定 ( 见 Andronov-Pontryagin 定理 ). 但 是 , 一 阶 非 粗 系统 不 仅 由 包含 不 等 式 的 
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o 


图 8.1.4 ， 半 稳定 周期 轨道 LIHER O: 分 界线 的 w- 极限 , 内 鞍点 On 分 界线 的 a - 极限 . 
d 


o 


图 81.5 ”鞍点 O 的 分 界线 回路 是 从 Oi 出 发 并 终止 O, 的 回路 , 它 是 其 内 部 区 域 中 另 一 个 鞍点 
Oa 的 分 界线 的 w - 极限. 


条 件 确定 , 而 且 由 包含 一 个 等 式 的 额外 条 件 约束 . 特别 地 , 上 面 列举 结构 不 稳定 性 的 
5 个 条 件 的 假设 概括 为 下 面 形式 : 


(1) M = 0,A2 # fe # 0. 

(2) Re a2 = 0,w #0, Ly #0. 

(3)p=1,2 #0. 

(4) Tt = Ta, 其 中 Dy 和 T 分 别 表示 进入 和 高 开 连接 两 个 鞍点 的 分 界线 . 以 及 
(5) Ti = Pa, Ar +2 # 0, 其 中 Tt 和 Ta 表示 进入 和 离开 一 个 鞍点 的 分 界线 


上 述 等 式 条 件 可 以 解释 为 定义 在 结构 不 稳定 系统 邻 域内 某 些 泛 函 等 于 零 的 条 件 
特别 地 , 不 等 式 条 件 保证 泛 函 的 零 位 面 在 Banach 空间 中 确定 一 个 光滑 的 无 限 维 曲 
面 B, 它 将 考虑 的 系统 的 邻 域 划分 为 两 个 区 域 , 记 为 D+ 和 D-. 为 了 避免 说 这 个 
曲面 的 维 数 等 于 oo — 1, 我 们 简单 地 说 它 是 余 维 1 的 . 一 阶 非 粗 系统 的 特殊 特征 是 
区 域 D+ 和 D- 由 粗 系统 组 成 . 任 一 个 区 域内 的 所 有 系统 都 有 相同 的 概 形 , 因而 由 
Leontovich-Mayer 定理 , 它们 是 拓扑 等 价 的 . 

因此 , 为 了 研究 从 D- 到 D* 的 转移 , 只 需 研 究 单 参数 系统 族 X, 使 得 Xp<o € 
D-, Xo € B? 和 X,>o € D+. 此 外 , 由 于 相 图 中 所 有 的 定性 变更 必须 出 现在 某 个 非 
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粗 特殊 轨 线 的 小 邻 域内 , 因此 我 们 可 以 限于 就 考虑 这 个 给 定 的 邻 域 
在 一 阶 非 粗 系统 出 现 的 所 有 分 支 中 , 极限 环 分 支 特别 有 趣 .Andronov 和 Leon- 
tovich 证 明 存 在 四 类 这 样 的 分 支 , 它们 是 : 


。 进 (出 ) 弱 焦 点 的 极限 环 分 支 . 

。 二 重 (或 半 稳定 ) 环 分 支 . 

。 鞍点 分 界线 回路 的 极限 环 分 支 . 以 及 

。 进 (出 ) 鞍 - 结 点 的 分 界线 回路 的 极限 环 分 支 . 


在 本 书 的 最 后 几 节 我 们 将 详细 讨论 这 些 分 支 , 许多 研究 工作 者 花 了 将 近 20 年 
的 时 间 对 它们 进行 全 面 分 析 . 最 初 是 由 Andronov 于 上 世纪 30 年 代 开始 , 经 过 一 系 
列 详尽 的 出 版 物 以 后 , 在 50 年 代 才 完成. 

为 结束 这 一 节 我 们 进一步 详细 阐述 限制 (D) 和 (E). 在 情形 (D), 对 应 于 二 重 环 
的 曲面 是 余 维 1 的 , 因此 , 它 将 非 粗 系统 Xo 的 邻 域 划分 为 两 个 区 域 D- 和 D+. 假 
设 在 D- 内 二 重 极限 环 分 解 为 两 个 极限 环 , 并 且 它 在 D+ 内 消失 . 在 D- 内 的 情况 
较 简单 一 - 那里 所 有 的 系统 都 结构 稳定 , 而 且 是 相同 类 型 ， 对 D+ 情况 就 不 大 平 
凡 : 如 果 (D) 被 破坏 , 则 显然 在 D+ 内 除了 结构 稳定 系统 以 外 还 存在 结构 不 稳定 系 
统 , 它 的 非 粗 性 是 由 于 存在 两 个 鞍点 之 间 的 异 宿 轨 线 , 如 图 8.1.6 (a) 所 示 . 此 外 , 这 
个 图 像 发 生 在 Xo 的 任何 邻 域内 . 换 句 话说 , 在 区 域 D+ 内 , 存在 可 数 多 个 凝聚 到 Bt 
的 相应 的 余 维 1 分 支 曲面 . 这 时 曲面 BY 称 为 从 一 侧 不 可 到 达 . 

当 系统 有 非 共振 鞍点 ( 即 它 的 鞍点 量 o = Xi + Xa 关 0) 的 分 界线 回路 时 , 它 是 
另 一 个 鞍点 Oy 分 界线 的 w -极限 ( 见 条 件 (E) 和 图 8.1.5), 这 时 类 似 的 情况 也 会 出 
现 .这 种 情况 分 支 曲 面 也 是 从 一 侧 不 可 到 达 的 , 那里 接近 的 非 粗 系统 可 以 有 异 宿 连 
接 , 如 图 8.1.6 (b) 所 示 . 
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图 8.1.6 (a) 图 8.1.4 PRE - 结 点 环 消失 后 结构 不 稳定 的 鞍点 连接 ; (b) 图 8.1.5 中 同 宿 回路 分 将 
以 后 的 相 平 面 


余 维 1 分支 曲面 从 任何 一 侧 或 者 两 侧 都 不 可 到 达 的 情况 是 高 维 动力 系统 的 典型 
情形 . 这 就 是 为 何在 高 维系 统 主要 分 支 的 分 类 中 不 借助 于 非 粗 性 的 阶 氢 述 , 而 宁可 
集中 在 余 维 1 分 支 集 上 讨论 的 原因 . 
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8.2 ”关于 高 维系 统 分 支 的 说 明 


高 维系 统 分 支 的 探究 开始 于 上 世纪 50 ERR 60 年 代 初 , 早期 企图 将 已 知 的 平 
面 分 支 结果 推广 到 高 维 . 在 那个 时 候 (不 是 最 近 ) 高 维 结构 稳定 的 充 要 条 件 的 不 存在 
性 还 起 到 了 重要 作用 . 但 是 , 随 着 高 维系 统 理论 的 进一步 发 展 终于 证 明 , 结构 稳定 系 
统 并 不 在 动力 系统 空间 内 稠密 . 首先 , 有 人 给 出 了 一 个 结构 不 稳定 系统 的 开 集 的 例 
子 , 其 中 结构 不 稳定 性 “集中 " 在 异 宿 轨 线 上 , 即 在 游荡 点 集 (Smale) 上 , 并 且 后 来 
还 出 现 了 结构 不 稳定 非 游荡 轨道 的 类 似 例子 . 所 有 提出 “不 可 移 去 的 结构 不 稳定 性 ” 
的 例子 都 是 具有 复杂 动力 学 的 系统 . 但 是 , 本 书 我 们 关注 简单 动力 学 的 系统 , 特别 是 
集中 于 Morse-Smale 系统 和 出 现在 这 种 系统 中 的 分 支 . 

Morse-Smale 系统 中 结构 稳定 性 的 破坏 起 因 于 平衡 态 或 周期 轨道 分 支 、 出 现 同 
宿 轨 线 和 异 宿 环 , 以 及 异 宿 连接 的 模 截 性 条 件 被 破坏 . 但 是 , 我 们 注意 , 这 些 情况 中 
的 某 些 可 以 导致 我 们 离开 Morse-Smale 类 . 此 外 , 它们 当中 的 一 些 , 在 相当 简单 的 
假设 下 , 不 可 避免 地 会 引起 复杂 动力 学 , 从 而 表明 系统 已 经 离开 了 Morse-Smale 系 
统 集 . 

这 种 情况 的 最 简单 的 例子 是 三 维系 统 


& = pr- wy + f(x,y), 
y= wet py + g(2,y), 
z= dz+h(z,y) 


HAVRE - 焦点 同 宿 回路 , 其 中 p < 0,w 40,>0, 1,9,h 是 光滑 函数 , 它们 连同 它们 
的 一 阶 导数 在 原点 等 于 零 . 这 里 原点 是 鞍 - 焦点 , 它 有 一 条 同 宿 轨 线 ,如 图 8.2.1 


图 82.1 B- 焦点 O 的 同 宿 回 路 TT 
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所 示 . Shilnikov [131,135] 证 明 , 如 果 鞍 点 量 是 正 的 , 即 
og=p+A>0, 


则 OUT 的 任何 邻 域内 都 包含 有 无 穷 多 条 鞍点 周期 轨道 和 横 截 同 宿 轨 线 . 反之 , 如 
果 p+r< 0, 则 整个 位 于 OUT 邻 域内 的 轨 线 结构 是 平凡 的 ,就 是 说 , 除了 OAT 
以 外 没有 其 它 的 不 变 集 - 

下 面 考虑 在 紧 区域 G 内 Morse-Smale 类 动力 系统 X 的 Banach 空间 B. 设 OB 
表示 B 的 边界 . 任何 系统 Xo € OB 是 结构 不 稳定 的 .如 果 在 系统 Xo € OB 的 任何 
邻 域内 存在 具有 无 穷 多 个 周期 轨道 的 系统 (基本 上 这 意味 着 具有 横 截 同 宿 轨 线 ), 则 
我 们 就 说 系统 Xo € OB 是 Morse-Smale 类 的 边界 系统 . 98 上 的 其 它 系统 则 对 应 于 
Morse-Smale 类 中 的 内 分 支 . 

边界 系统 Xo 自己 可 以 有 有 限 多 个 粗 平衡 点 和 周期 轨道 , 或 者 有 无 穷 多 个 粗 平 
衡 点 和 周期 轨道 . 倍 周期 级 联 给 出 后 一 情形 的 例子 

对 边界 系统 的 前 一 类 情形 , 我 们 来 考虑 一 个 同 宿 切 触 的 例子 . 设 微分 同 胚 的 C? 
一 光滑 族 T(u) 在 u = 0 有 不 动 点 0, 它 有 乘 子 0< 入 <1 和 ?> 1 满足 MY < 1. 故 
对 所 有 小 的 ps #0, O 仍 保持 为 鞍点 . 用 Wolu) 和 Wl) 分 别 记 它 的 稳定 和 不 稳 
定 流 形 . 假设 当 py < 0 时 E(u) NWa(W)\O = 2, 在 u = 0 不 变 流 形 沿 着 同 宿 轨 
BED 有 切 触 . 此 外 , 假设 这 个 切 触 是 二 次 的 , 并 且 它 从 下 面 切 触 的 , 如 图 8.2.2 所 示 . 
最 后 , 假设 对 p > 0, Wg (u) 和 Wa (u) 彼此 模 截 相交 . 因此 , 在 区 域 y > 0 微分 同 胚 
T(p) 具有 横 截 同 宿 轨 线 , 从 而 附近 所 有 轨 线 都 具有 复杂 动力 学 ( 见 定理 7.11). 如 果 
对 /< 0, T(p) 是 Morse-Smale 微分 同 胚 , 则 T(0) 具有 相同 的 非 游荡 轨 线 以 及 同 宿 
切 触 的 结构 不 稳定 轨道 .最 后 的 论断 属于 Gavrilov 和 Shilnikoy (54,55), 他 们 证 明 在 
1 = 0, TUO 的 任何 小 邻 域内 除了 工 和 O 以 外 没有 其 它 整个 位 于 其 中 的 轨道 


图 s2.2 ， 鞍点 不 动 点 的 非 模 截 同 宿 轨道 . 


2 注意 从 下 面 切 触 的 条 件 (如 图 8.2.2 所 示 ) 在 这 里 是 重要 的 : 当 W* 从 上 面 接触 W* 时 , 系统 
不 可 避免 地 在 p = 0 有 某 些 模 截 同 宿 [54,55]- 
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另外 的 例子 是 二 维 C - 光滑 微分 同 胚 族 , 它 的 非 游荡 点 集 直 到 达到 Morse- 
Smale 微分 同 胚 的 边界 都 不 改变 . 这 种 情况 如 图 8.2.3 所 示 . 两 个 不 动 点 O, MO. 有 
ERF, WS, 沿 着 异 宿 轨 线 与 We, 接触, 并且 WS, 与 WE, 也 是 . 这 个 例子 不 如 上 
一 个 简单 , 因为 存在 的 两 个 异 宿 轨 线 都 是 游荡 的 . 


图 8.2.3 ”包含 两 个 鞍点 不 动 点 的 结构 不 稳定 异 宿 环 . 


本 书 的 主要 范围 是 集中 分 析 具 有 简单 动力 学 的 系统 类 中 的 内 分 支 ， 如 Morse- 
Smale 系统 . 此 外 我 们 将 大 部 分 研究 局 限于 余 维 1 分 支 这 个 限制 的 理由 是 某 些 高 
余 维 分 支 在 许多 情况 下 是 由 边界 分 支 产生 , 例如 在 平衡 态 的 规范 形 是 3 维 时 . 尽管 
如 此 , 我 们 也 将 研究 有 关 平 衡 态 和 周期 轨道 失去 稳定 性 时 的 某 些 余 维 2 情形 .下 一 
节 我 们 开始 讨论 有 关 结 构 不 稳定 的 异 宿 连 接 的 一 些 问题 
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我 们 现在 知道 , 在 一 阶 非 粗 系统 的 小 邻 域内 的 所 有 非 粗 二 维系 统 组 成 一 个 余 维 
1 曲面 . 此 外 , 由 Leontovich 和 Mayer 的 工作 , 我 们 也 知道 , 在 它们 有 相同 的 拓扑 不 
变量 一 概 形 的 意义 下 它们 都 是 等 同 的 . 特别 地 , 所 有 具有 鞍点 同 宿 回路 的 接近 系 
统 都 彼此 等 价 ; 对 具有 连接 两 个 鞍点 异 宿 轨 线 的 接近 系统 也 同样 成 立 . 

但 是 , 对 二 维 微分 同 胚 或 三 维 流 的 类 似 分 类 就 没有 那么 平凡 . 让 我 们 用 一 个 例 
子 来 并 明 这 点 . 考虑 微分 同 胚 T, 它 有 两 个 鞍点 不 动 点 O 和 Os, FEO, (i = 1,2) 有 
特征 根 |M| < 1 il > 1. 假设 WE, 和 Ws, 沿 着 异 宿 轨道 有 二 次 切 触 , 如 图 8.3.1 
所 示 . 由 二 次 切 触 条 件 得 知 , 所 有 类 似 的 微分 同 胚 在 所 有 具有 C? — 范 数 的 微分 同 胚 
空间 内 形成 余 维 1 曲面 BY. 
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图 5.3.1 ”两 个 鞍点 不 动 点 之 间 的 非 模 截 异 痊 轨 线 


对 微分 同 胚 7 我 们 引入 量 
injil 


o= ， 
In ral 


(8.3.1) 


类 似 地 , 对 接近 微分 同 胚 工 < BY, 定义 


in |i} 
inal’ (8.3.2) 


其 中 Rica) M Fico 是 工 在 鞍点 Ora 附近 的 鞍点 Orca) 的 特征 根 . 
于 是 我 人 有 下 面 的 定理 . 


定理 8.1 ”如 果 微 分 同 胚 A T Hth, 则 9 = 0. 


我 们 注意 , = 6 仅仅 是 必要 条 件 . 由 此 定理 得 知 , 在 T 附近 B 被 分 为 拓扑 不 
同类 的 微分 同 胚 的 连续 统 . 这 个 事实 被 Palis [103] BERR, 它 的 证 明 见 [97]. 

不 变量 O 称 为 拓扑 等 价 的 模 数 , 或 者 简单 地 就 称 为 模 数 . 由 于 模 数 概念 的 基本 
重要 性 , 让 我 们 给 出 它 的 定义 ， 


定义 8.2 ”系统 X (连续 或 离散 ) 称 为 有 模 数 , 如 果 在 动力 系统 空间 的 某 个 子 空 
间 B* 内 , 其 中 X e Bt, 定义 一 个 连续 、 局 部 非常 数 的 泛 函 hh, 使 得 如 果 X H A Hi 
扑 等 价 , 则 A(X) = A(X). 

这 个 泛 函 局 部 是 非常 数 的 条 件 意味 着 在 其 定义 区 域内 不 存在 X 邻 域内 的 开 集 ， 
使 得 泛 函 在 这 些 开 集 上 可 取 常 数值 . 从 这 个 观点 , 环 的 典型 微分 同 胚 的 Poincaré 旋 
转 数 不 是 模 数 . 

在 三 维 流 情形 , 流 有 两 个 鞍点 周期 轨道 , 使 得 一 个 周期 轨道 的 不 稳定 流 形 与 另 
一 个 轨道 的 稳定 流 形 沿 着 异 宿 罗 线 有 二 次 切 触 , 这 时 量 9 也 是 拓扑 等 价 性 的 模 数 . 


= 
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在 具有 简单 动力 学 的 余 维 1 结构 不 稳定 的 三 维系 统 中 还 会 出 现 一 些 其 它 模 数 . 
例如 , 考虑 具有 鞍 - O 和 鞍点 周期 轨道 L 的 三 维系 统 . 设 Xua = pE iw 和 
As 是 在 O 的 特征 根 , 满足 p < 0,w > 0,Xs > 0, 即 假设 鞍点 有 型 (2,1); 令 |v| < 1 
和 |y| > 1 是 轨道 L ORF. 设 O 的 两 条 分 界线 之 一 当 t 一 +oo 时 趋 于 L, BP 
Te Wi, 如 图 8.3.2 所 示 . 这 个 条 件 给 出 最 简单 的 结构 不 稳定 性 . 所 有 具有 类 似 轨 线 
性 态 的 附近 系统 形成 一 个 余 维 1 曲面 B:. Belogui [28] 发 现 量 


6, == (8.3.3) 
是 这 种 系统 的 模 数 . 


图 8.3.2 ERE - 焦点 和 具有 正 乘 子 的 鞍点 周期 轨道 的 结构 不 稳定 的 异 宿 轨 线 , 即 鞍 点 环 的 两 
个 流 形 同 胚 于 柱 面 


另 一 个 例子 是 如 图 8.2.1 所 示 的 系统 , 这 时 系统 包含 鞍 - 焦点 的 同 宿 回路 了, 如 
果 鞍 点 指标 


p 
=-£<1, 
as) 


则 回路 的 邻 域内 包含 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 集 . 但 是 , 如 果 v > 1, W r 邻 域内 的 动 
力学 是 平凡 的 . 此 外 , Shilnikov (130) 证 明 当 v > 1 时 , 从 同 宿 回路 可 分 支出 的 周期 
轨道 不 多 于 一 个 . 因此 , 在 Morse-Smale 系统 内 (至 少 对 考虑 回路 的 小 邻 域 ) 可 对 
内 分 支 进行 分 类 .与 此 相 联系 的 , Afraimovich 和 liyashenko [21] 指出 在 这 种 情形 下 
v 是 模 数 . 

高 维系 统 中 结构 不 稳定 的 异 宿 连 接 除了 已 经 知道 的 外 , 可 以 要 求 有 新 的 模 数 . 此 
外 , 即使 对 具有 简单 动力 学 的 结构 不 稳定 的 微分 同 胚 的 靖 述 也 可 以 要 求 有 无 穷 多 个 
模 数 . (43) 中 叙述 了 有 有 限 个 或 者 无 穷 多 个 模 数 的 一 些 条 件 - 

无 可 置疑 , 同 宿 轨 线 和 异 宿 轨 线性 态 的 某 些 细节 方面 对 非 线 性 动力 学 也 许 不 重 
E 因为 它们 仅仅 反映 转移 过 程 的 某 些 细微 差别 . 另 一 方面 , 当 我 们 处 理 非 游荡 轨 线 
时 , 例如 v < 1 时 鞍 -焦点 的 同 宿 回路 附近 , 相应 的 - 模 数 (在 非 游荡 集 上 的 拓扑 
不 变量 ) 将 是 第 一 重要 的 , 因为 它们 可 以 用 作 控制 分 支 的 参数 , 见 [62,63] 
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8.4 ”有 限 个 参数 系统 族 中 的 分 支 . Andronov 设置 


非 线性 动力 学 的 数学 对 象 是 模型 , 它 明确 地 定义 了 依赖 于 有 限 个 参数 的 动力 系 
统 . 模型 的 主要 性 质 必须 是 能 适当 地 至 少 定性 地 刻画 相应 物理 现象 的 特性 . 研究 模 
型 的 主要 目的 是 给 出 严格 的 数学 解释 .关于 这 一 点 , 让 我 们 回忆 Lyapunov 作 的 说 
明 :“… 在 我 们 开始 去 解决 具体 的 力学 或 者 物理 问题 时 , 无 论 怎 么 样 , 从 数学 的 观点 
必须 正确 地 提出 问题 , 不 允许 用 不 确定 的 论述 . 一 旦 系统 被 定义 了 , 它 就 变 成 一 个 纯 
分 析 的 问题 , 必须 得 到 同样 的 处 理 .”3 

至 于 对 考虑 的 动力 学 模型 进行 分 析 的 主要 要 求 是 由 Andronov WAH. 这 就 是 
为 什么 我 们 称 它 为 Andronov 的 设置 问题 . 其 主要 思想 是 


。 将 相 空间 划分 为 结构 稳定 性 区 域 , 并 指定 分 支 集 . 
o 将 这 个 分 支 集 划 分 为 连通 分 支 , 每 个 分 支 对 应 于 拓扑 等 价 的 轨 线 结构 . 


自然 地 , 这 样 的 设置 问题 是 建立 在 对 二 维 动力 系统 的 定性 理论 和 分 支 理论 已 经 知道 
的 事实 和 结果 的 基础 上 

考虑 某 个 有 限 参数 的 光滑 系统 族 Xe, 其 中 < = (e1,… ,ep), 假设 它 的 值 取 于 某 
KIV CRP, 如 果 Xe。 为 非 粗 , 则 so 称 为 分 支 参数 值 所 有 这 些 在 V 中 的 值 的 集 
合 称 为 分 支 集 . 显然 , 一 旦 知道 分 支 集 , 我 们 就 可 在 参数 空间 中 确定 所 有 结构 稳定 性 
的 区 域 . 因此 , 第 一 步 是 研究 模型 以 确定 它 的 分 支 集 . 这 强调 了 在 非 线性 动力 学 的 所 
有 工具 中 分 支 理论 的 特殊 作用 . 

研究 分 支 意味 着 刻画 非 粗 系统 在 转移 到 任意 一 个 邻近 系统 时 相 图 的 变化 (在 某 
Cr - 度量 下 , r 的 选择 依赖 于 非 粗 性 的 特征 , 因此 必须 对 每 个 具体 的 情形 指定 ). 

原则 上 , 要 解决 分 支 问题 需要 考虑 所 有 的 接近 于 Xe, 的 系统 . 这 意味 着 我 们 必 
须 考虑 所 有 小 扰动 的 Banach 空间 .4 另 一 方面 ,如 果 有 可 能 将 问题 化 为 对 某 个 适当 
的 有 限 参数 系统 族 的 分 析 , 则 研究 将 大 大 简化 . 

这 个 思想 是 Andronov 和 Leontovich 在 处 理 平面 极限 环 的 主要 分 支 的 第 一 个 工 
作 [9] 中 就 提出 来 了 .5 在 Morse-Smale 类 内 部 , 分 支 理论 的 进一步 发 展 也 确认 对 大 
量 问题 利用 有 限 参数 族 已 足够 了 - 

3 Lyapunov 完全 将 这 些 话 与 Poincaré 的 研究 联系 起 来 , 后 者 应 用 某 些 非 严 格 方法 研究 旋转 流 
体 平衡 点 的 稳定 性 形态 问题, 而 导致 他 赞同 梨 的 形态 的 错误 结论 . 更 严格 的 分 析 是 由 Lyapunov 引 
入 的 , BARIERE ERREN. Lyapunov 的 证 明 后 来 被 Cartan 所 确认 

4 注意 , 在 许多 特殊 情形 中 我 们 将 局 限于 研究 更 小 的 系统 空间 , 例如 具有 某 些 特殊 对 称 性 的 系 
Ye, Hamilton 系统 , 等 等 . 由 于 这 个 原因 , 如 在 具有 一 个 自由 度 的 Hamilton 系统 中 结构 稳定 性 概念 
就 变 得 十 分 有 意义 . 因此 , 例如 这 种 系统 的 中 心 和 鞍点 这 样 的 平衡 态 变 成 结构 稳定 的 . 此 外 , 如 果 
不 存在 包含 不 同 鞍点 的 异 宿 环 , 我 们 自然 可 以 在 给 定 类 型 的 所 有 系统 集中 区 别 出 这 样 的 系统 为 粗 


系统 

5 但 是 , 在 他 们 后 面 的 著作 中 (也 见 书 [1,12]), 当 研究 类 似 的 分 支 时 他 们 用 了 所 有 小 扰动 的 
Banach 空间 . 注意 , 当 系统 具有 复杂 动力 学 时 , 由 于 同 宿 切 触 的 保持 , 用 Banach 空间 研究 分 支 的 
方法 本 质 上 就 变 得 必要 了 (I (60,61,62)). 
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将 有 限 参 数 法 用 于 局 部 分 支 的 明显 数学 叙述 是 由 Arnold [19] 给 出 的 , 这 个 方法 
以 通 有 族 概念 为 基础 . 粗略 地 说 , 通 有 性 是 动力 系统 族 空间 内 族 的 一 类 结构 稳定 性 . 
这 种 稳定 性 的 不 同形 式 在 [97] 中 有 详细 的 讨论 . 

这 个 方法 的 主要 思想 是 : 对 非 粗 系 统 Xo HARER k 可 被 指定 . 在 有 限 退 化 
的 情形 , 余 维 数 k k 个 等 式 型 条 件 和 有 限 个 不 等 式 型 条 件 等 同 . 因此 , Xe 考虑 为 
动力 系统 空间 中 某 个 余 维 k 的 Banach 子 流 形 BY 中 的 一 点 . 换 句 话说 , 我 们 有 大 个 
定义 在 Xe。 的 邻 域内 的 光滑 泛 函 , 它们 的 零 位 面 在 BY 相交 . 一 般 地 , 不 等 式 型 条 件 
保障 B* 的 光滑 性 . 在 余 维 1 情形 , Sotomayor (144,145) 证 明了 这 些 泛 函 的 光滑 性 ， 
以 及 流 形 BY 在 下 面 情形 的 光滑 性 : 


(1) 平衡 态 变 成 结构 不 稳定 . 
(2) 周期 轨道 失去 它 的 结构 稳定 性 . 以 及 
(3) 存在 鞍点 平衡 态 和 周期 轨道 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 非 横 截 相交 


注意 , BY 中 的 所 有 系统 都 是 非 粗 的 ， 此 外 , 在 一 般 情 形 下 , 它们 不 必要 彼此 拓扑 等 
价 . 但 是 , 假设 它们 拓扑 等 价 .下 面 我 们 将 点 Xe。e BY 的 小 邻 域 U 叶 化 为 - 参数 
eX, MP Ke, € B NU 以 及 Xe 与 BY MAR Reo. 如 果 这 些 族 的 任何 两 个 参数 
族 之 间 存在 同 胚 或 者 微分 同 胚 则 更 好 ), 使 得 对 应 的 系统 拓扑 等 锥 , 则 显然 研究 系 
统 X。。 的 分 支 化 为 对 通过 Xeo 并 与 B* 横 截 的 任何 k- 参数 族 Ke 的 研究 ,由 于 U 
是 小 邻 域 , e 取 自 参 数 空间 中 co 的 小 邻 域 . 在 这 时 Andronov 问题 容易 被 设置 

本 质 上 , 这 是 二 维系 统 的 情形 , 以 及 对 于 许多 高 维系 统 , 例如 利用 中 心 流 形 定理 
(局 部 或 者 大 范围 , 见 第 5 章 、 第 6 章 ) 它们 可 化 为 二 维 情形 的 那 种 . 

当 拓扑 等 价 性 的 模 数 要 求 刻画 在 8* 中 的 系统 时 , 像 在 异 宿 切 触 的 情形 ( 它 对 应 
于 余 维 1 分 支 集 ), 情况 变 得 完全 不 同 . 虽然 k- 参数 族 的 叶 状 邻 城 U 仍 有 可 能 , 但 不 
同 的 族 将 不 拓扑 等 价 .因此 , 从 形式 数学 的 观点 , 模 数 必须 包含 在 控制 参数 之 中 , 以 
及 必要 的 参数 个 数 增加 到 问题 的 余 维 数 加 上 模 数 的 个 数 . 如 果 存在 无 穷 多 个 独立 的 
模 数 , 则 形式 上 化 为 有 限 参 数 族 是 不 正确 的 . 但 是 , 有 限 参数 法 对 这 些 情况 的 可 用 性 
间 题 仍 存在 . 

作为 例子 , 考虑 有 负 蒜 点 量 ( 即 > 1, 见 上 一 节 ) 的 鞍 - 焦点 同 宿 回路 的 三 维 
系统 的 余 维 1 分 支 如 在 上 一 节 解 释 的 , 这 个 分 支 没有 将 这 个 系统 带 出 具有 平凡 动 
力学 的 系统 类 之 外 . 另 一 方面 , v 在 这 一 情形 下 是 模 数 . 仅 管 这 个 事实 意味 着 在 相应 
的 分 支 曲面 上 不 同系 统 是 不 拓扑 等 价 的 , 所 考虑 的 分 支 在 单 参 数 族 中 还 是 能 很 好 处 
理 ( 见 13.4 节 ), 除非 我 们 的 兴趣 在 轨 线 的 w - 极限 集 是 同 宿 回路 的 那 种 轨 线 性 态 . 

更 复杂 的 例子 是 如 图 8.4.1 所 示 的 余 维 2 问题 , 它 包 含 一 个 或 两 个 鞍 - 焦点 . 所 
有 平衡 态 的 鞍点 量 假设 是 负 的 .控制 分 支 的 参数 按 下 面 方法 引入: 设 (2) 是 在 两 
ABE - 焦点 的 情形 Pio Ca) 从 WS, (WB) 的 偏离 ,或 者 是 Ti (Pa) 从 WA 的 偏离 , 


6 当然 , 我 们 也 可 以 在 这 里 考虑 依赖 多 于 上 个 参数 的 族 , 而 仅 要 求 族 必须 关于 B* 是 处 于 一 般 
位 置 的 , 更 详细 的 情况 见 11.1 节 . 
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图 8.4.1 (a) BRA On PURE - 焦点 Os 之 问 的 异 宿 连接 ; (b) 两 个 鞍 - 焦点 01,2 之 间 的 异 宿 连接 ; 
(c) BE 焦点 的 8 字形 同 宿 轨 线 


如 在 [151,125] 中 建立 的 , 分 别 地 , 在 第 一 个 分 支 产 生 不 多 于 一 个 周期 轨道 而 在 第 二 
个 分 支 产 生 不 多 于 两 个 周期 轨道 . 此外, 在 第 二 个 情形 下 , 非 平凡 吸引 子 (稳定 的 拟 
极 小 集 由 鞍 - 焦点 O 和 两 条 以 O 为 它们 的 a - 极限 集 的 P+ 轨 线 以 及 其 它 非 闭 
Poisson - 稳定 轨 线 的 连续 统 组 成 ) 可 能 出 现 . 即使 非 游荡 集 的 结构 在 这 里 完全 清楚 ， 
在 (mpa) - 参数 平面 上 的 分 支 图 看 上 去 还 是 相当 不 平凡 (如 图 8.4.2 所 示 ), 特别 
是 对 于 对 应 第 二 级 的 异 宿 轨 线 和 同 宿 轨 线 的 分 支 值 集合 . 我 们 猜测 , 当 改 变数 v 在 
(ma = 0,p = 0) 的 值 时 在 小 的 (pr, pa) 处 可 改变 分 支 曲线 互相 交 的 结构 . 另 一 方面， 
如 果 我 们 不 考虑 得 太 细 致 , 双 参 数 法 对 这 些 分 支 的 完全 理解 已 经 足够 了 

类 似 的 情况 也 出 现在 关于 从 周期 轨道 产生 不 变 环 面 的 经 典 问题 中 : 分 支 集结 构 
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图 8.4.2 ”对 应 于 图 8.4.1(a) 所 示 情 形 的 分 支 图 . 详情 见 13.7 节 . 


的 次 要 细节 可 能 变 得 对 族 的 小 扰动 非常 敏感. 

我 们 看 到 , 在 许多 基本 情形 中 , 如 果 我 们 对 Andronov 问题 追求 得 太 完美 太 苛刻 
的 话 , 这 个 问题 就 不 可 能 得 到 解决 , 因此 在 这 些 情形 下 我 们 必须 合理 而 有 限度 的 对 
分 支 集 进行 分 析 . 

本 书 我 们 从 一 开始 就 采用 有 限 参数 方法 去 研究 分 支 , 其 形式 概 形 将 在 11.1 节 中 
并 述 . 
一 般 地 , 当 处 理 p 参数 系统 族 时 , 我 们 假设 有 下 面 的 自然 限制 : 

(1) 结构 稳定 系统 在 参数 空间 中 充满 整个 区 域 . 
(2) 族 中 的 主要 分 支 的 余 维 不 超过 p. 以 及 
(3) WE k < p 的 余 维 卡 分 支 必 须 允许 有 合理 的 -参数 开 折 的 构造. 
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这 一 章 我 们 研究 在 稳定 性 边界 上 的 非 粗 或 结构 不 稳定 平衡 态 , 即 它 至 少 有 一 个 
特征 指数 在 复 平面 的 虚 轴 上 . 其 余 的 特征 指数 将 假设 位 于 开 的 左 半 平面 . 

具有 结构 不 稳定 平衡 态 的 系统 的 稳定 性 理论 的 基础 是 由 Lyapunov 发 展 的 . 在 
关于 临界 情形 的 稳定 性 以 及 伴随 平衡 态 稳定 性 的 消失 的 分 支 现象 的 诸多 方面 , 他 的 
工作 和 许多 以 后 的 研究 成 为 上 世纪 20 年 代 和 30 年 代 产生 的 非 线性 振动 理论 主要 概 
念 的 基础 . 

临界 平衡 态 已 经 成 为 大 量 研究 的 课题 . 这 里 我 们 仅 考虑 两 个 最 通常 的 简单 情形 ， 
其 中 特征 方程 


AP aA"! +H anA Han = 0 


(1) 有 一 个 零 根 在 虚 轴 上 . 或 者 
(2) FE SCARE a hE. 


第 一 个 情形 由 条 件 
an=0，Ak>0 大 =1 ,n-l 


确定 , 其 中 A, 是 Routh-Hurwitz 行列 式 ( 见 2.1 节 ). 
第 二 个 临界 情形 对 应 于 


An-1=0, an>0, Ak>0, 
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回忆 an = (-1)"det A, 其 中 4 是 在 平衡 态 的 线性 化 系统 的 矩阵 . 因此 , 在 第 一 
个 情形 穿 过 稳定 性 边界 的 条 件 是 


det A=0. 


考虑 到 这 个 条 件 , 与 第 一 临界 情形 相应 的 平衡 态 称 为 退化 的 由 于 在 这 里 隐 函 数 定 
理 不 可 再 应 用 , 对 邻近 系统 保持 这 样 的 平衡 态 就 得 不 到 必要 的 保证 ,因此 在 第 一 临 
界 情形 通过 稳定 性 边界 可 能 会 导致 平衡 态 的 消失 . 

反之 , 在 第 二 临界 情形 , 对 所 有 附近 的 系统 平衡 态 都 得 到 保持 , 且 只 可 能 失去 它 
的 稳定 性 

研究 临界 情形 的 基本 工具 包括 化 到 中 心 流 形 上 的 方法 和 规范 形 方法 . 后 者 允许 
我 们 计算 Lyapunov 量 以 确定 临界 平衡 态 的 稳定 性 . 


9.1 HEEE. Lyapunov 函数 
在 临界 平衡 态 附近 微分 方程 系统 可 写 为 形式 


ý= Ay+ f(r,y), 
z= Bz +g(z,9), 


其 中 z = (z1, 2m), y = (Mises ,yn),m # 0. KR fg € C (r > 1) 以 及 它们 
的 一 阶 导数 在 原点 为 零 ， 特 征 方程 det(B - 和 1) = 0 有 m 个 根 A Am 满足 
Re Xi = 0 (i - ym), 特征 方程 det(4 - 71) = 0 有 n 个 根 In 满足 
Re y <0 (=,n). 

如 在 第 5 章 指出 的 , 上 面 的 临界 平衡 态 位 于 由 方程 y = D(a) 定义 的 Cr - 光滑 
不 变 中 心 流 形 WC 上 , 其 中 O(c) 和 它 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 

另 一 个 通过 点 O(0,0) 横 截 于 中 心 流 形 的 不 变 流 形 , 称 为 强 稳定 不 变 流 形 , 如 通 
常 那样 记 它 为 W". 它 的 方程 是 2 = Vy), 其 中 Viy) 和 它 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 
如 果 原 系统 是 解析 的 , 则 流 形 W* 也 是 解析 的 . 一 般 地 , 类 似 的 结果 对 中 心 流 形 并 
不 成 立 : 即使 系统 是 解析 的 , 中 心 流 形 WS 可 以 既 不 是 解析 甚至 也 不 是 C 的 . 

强 稳定 流 形 wW 是 CO - 光滑 叶 层 的 叶片 之 一 , 它 模 截 于 中 心 流 形 ， 如 我 们 
在 第 5 章 证 明 的 , 下 面 的 约 化 定理 成 立 : 


在 点 O 的 邻 域内 存在 直 化 不 变 叶 层 与 中 心 流 形 的 Cr-: - 光滑 变量 变换 , 使 得 
系统 在 新 变量 下 取 下 面 的 标准 形 


(9.1.1) 


#=Br+G(2), (9.1.2) 
ù = [A + F(z, y)ly, (9.1.3) 


其 中 G(z) = g(x, (2) € C", F(z,y) EC" B F(0,0) = 0. 


344 第 9 章 平衡 态 的 稳定 性 边界 上 的 动力 系统 性 态 


在 新 变量 下 中 心 流 形 WO 的 方程 变 成 y = 0, 强 稳定 流 形 W 的 方程 变 成 z = 0. 
强 稳定 叶 层 的 叶片 是 曲面 z = 常数 . 

这 个 定理 的 主要 特征 是 将 问题 的 维 数 作 了 有 重要 意义 的 减少 , 就 是 说 代 蔡 原来 
(n+ m) 维系 统 (9.1.1) 的 研究 , 我 们 仅 需 探究 m 维系 统 (9.1.2) 的 性 质 , 它 的 维 数 不 
依赖 于 n, 但 等 于 临界 特征 指数 的 个 数 . 在 临界 (中 心 ) z - 变量 上 的 动力 学 由 系统 
(9.1.2) 局 部 确定 , 而 绝 不 依赖 于 y 坐标 . 

在 y - 变量 上 的 动力 学 相当 简单 : 如 果 |zl 很 小 , (9.1.3) 中 的 函数 下 在 原点 附 
近 也 很 小 . 因此 , 在 y - 空间 内 适当 选择 基 下 , 下 面 的 估计 成 立 : 


lv < -vivon 
其 中 0<Y< max|Rem| (i=1…,n) ( 见 定理 2.4). 因此 
ly < Ce, (9.1.4) 


即 任何 轨 线 指数 式 地 趋 于 中 心 流 形 We. 
在 强 稳定 流 形 W 上 系统 (9.1.1) 的 限制 方程 


y= Ay+f(V(y),y) (9.1.5) 


的 所 有 特征 指数 位 于 虚 轴 的 左边 . 因此 , 系统 在 Wee 上 的 轨 线 性 态 与 具有 线性 化 矩 
阵 4 的 粗 稳定 平衡 态 附近 的 相同 ( 见 第 2 章 ). 

由 估计 (9.1.4) 得 知 , 原 系统 (9.1.1) 平衡 态 的 稳定 性 等 价 于 简化 到 中 心 流 形 上 
相应 系统 的 平衡 态 的 稳定 性 . 

首先 , 我 们 回忆 某 些 定义 . 平衡 态 O 称 为 Lyapunov WE, 如 果 对 任何 © > 0 
存在 5 > 0, 使 得 从 O 的 5 邻 域内 出 发 的 任何 轨 线 永 不 离开 它 的 © 邻 域 . 否则 , 平衡 
态 称 为 不 稳定 . 

平衡 态 O 称 为 渐 近 稳定 , 如 果 任 何 从 充分 接近 于 O 的 地 方 出 发 的 轨 线 当 + 一 
+00 时 都 趋 于 O. 

现在 , 设 简化 系统 (9.1.2) 的 平衡 态 z = 0 在 Lyapunov 意义 下 稳定 . 由 定义 , 这 
意味 着 对 标准 形 系统 (9.1.2) 和 (9.1.3), 对 任何 从 充分 接近 于 O 处 出 发 的 轨 线 , 只 要 
y 保持 小 , z 坐标 按 范 数 对 所 有 正 时 间 保 持 小 . 同时 , 小 的 z 导致 对 y 坐标 有 不 等 式 
(9.1.4), BD y(t) 指数 式 地 收敛 于 零 . 因此 我 人 有 下 面 的 定理 . 

定理 9.1 ”如 果 在 中 心 流 形 Wo 上 平衡 态 Lyapunov BE, 则 原 系统 (9.1.1) 的 
平衡 态 也 Lyapunov 稳定 . 此 外 , 如 果 平衡 态 在 中 心 流 形 上 渐 近 稳定 , 则 原 系统 的 平 
衡 态 也 渐 近 稳定 . 

如 果 在 中 心 流 形 W 上 平衡 态 不 稳定 , 则 原 系统 的 平衡 态 也 不 稳定 . 
关于 不 稳定 的 最 后 一 个 陈述 是 显然 的 ,就 不 证 明了 
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我 们 对 临界 平衡 态 稳定 性 的 研究 是 利用 Lyapunov 函数 


定义 9.1 ”定义 在 O 的 邻 域 D 内 连续 在 D\O 上 光滑 的 连续 函数 V(x), 称 为 
系统 (9.1.2) 的 Lyapunov 函数 , 如 果 它 满足 下 面 的 条 件 : 


(1) V(0) =0, (9.1.6) 


(2) # z #0,V(z) >0, (9.1.7) 
(3) Œ z #0 Ab, ve = (V'(2), Bz + G(z)) < 0, (9.1.8) 
其 中 (，) 表示 数量 积 . 


用 Lyapunov 函数 证 明 稳定 性 是 基于 下 面 的 结果 


定理 9.2 ”如 果 存 在 满足 条 件 (9.1.6) 一 (9.1.8) 的 函数 V(x), 则 平衡 态 O 是 Lya- 
punov 稳定 的 . 进一步, 如 果 不 等 式 (9.1.8) 对 所 有 z O 是 严格 的 , 则 D 内 所 有 轨 
线 当 t 一 +oo 时 都 趋 于 O, 即 平衡 态 O 渐 近 稳定 . 


为 了 证 明 O 是 Lyapunov 稳定 的 , 取 半 径 为 < 围绕 点 O 的 球 SP!. 设 Ve > 0 
是 函数 V(x) 在 这 球面 上 的 极 小 值 ( 它 严格 为 正 , 因为 球面 上 所 有 的 点 都 与 原点 有 有 
限 距离 ) 由 于 V 连续 且 V(0) = 0, 得 知 对 任何 充分 接近 于 O 的 点 2, 函数 V(x) 的 
{HUM HED Vo. 

注意 , 由 0.1.8) 得 知 Lyapunov 函数 不 可 能 沿 着 系统 (0.1.2) 的 轨 线 增加 . 因此 ， 
对 从 足够 接近 于 点 O 的 地 方 出 发 的 任何 轨 线 x(t), 不 等 式 vtz(b) < Ve 成 立 . 这 意 
味 着 这 样 的 轨 线 不 能 与 球面 Sr- 相交 , 因此 , 它 必须 对 所 有 + > 0 者 停留 在 平生 态 
O t € 邻 城内 , 因此 平衡 态 O 是 Lyapunov 稳定 的 

为 了 证 明 渐 近 稳定 , 选择 平衡 态 的 < B Ue, 并 证 明 从 D 内 出 发 的 任何 轨 线 
经 过 充分 长 的 时 间 以 后 必须 进入 Ue, 且 必 须 永远 停留 在 那里 . 事实 上 , 如 果 不 等 式 
(0.1.8) 对 所 有 = + 0 是 严格 的 , 则 航 小 值 

„aia V'O). Bz + G(z)) = -C 
是 严格 小 于 零 .如 果 我 们 假设 在 时 间 ¢ AR z() 上 的 代表 点 在 Ue 外 , 则 由 (0.18) 
我 人 有 
Sve) < -Ce 


(在 U. 内 我 们 至 少 有 Vel) <0). 因此 ,对 任何 


V(z(t)) < V(z(0)) -CeT(t)， (9.1.9) 
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其 中 T 表示 轨 线 离开 U. 的 时 间 . 由 (9.1.7) 和 (9.1.9) 得 知 这 个 时 间 对 任何 t 是 有 
限 的 : 
ro < LE 2 Talao). 


因此 , 对 所 有 t> Te 罗 线 停留 在 点 O 的 e 邻 域内 . 由 于 e 可 选 得 任意 小 , 故 当 
t 一 +00 时 轨 线 必 将 零 


注 Lyapunov 函数 是 稳定 性 理论 的 通用 工具 . 典型 地 , 证 明 所 考虑 的 稳定 性 是 
由 构造 一 个 Lyapunov 函数 或 者 证 明 它 的 存在 性 所 组 成 . 此 外 , 它 的 应 用 不 限于 临界 
平衡 态 ; 例如 在 我 们 对 结构 稳定 平衡 态 的 分 析 研究 时 (定理 2.4), 我 们 已 经 含蓄 地 证 
明了 在 Jordan 基 下 向 量 的 范 数 就 是 一 个 Lyapunov 函数 . 


Lyapunov 函数 有 其 简单 的 几何 意义 , 特别 是 在 渐 近 稳定 的 情形 ， 这 里 等 位 面 
V(z) = 常数 是 系统 (9.1.1) 的 无 切 曲面 , 即 在 这 些 曲面 上 的 向 量 场 的 方向 指向 原点 ， 
如 图 9.1.1 所 示 (为 验证 这 点 , 注意 到 在 点 z 函数 V(x) 的 梯度 向 量 V'(z) 与 曲面 
V = 常数 正 交 , 而 严格 不 等 式 (9.1.8) 意味 着 速度 向 量 z 与 函数 V(x) 的 梯度 之 间 的 
交角 是 锐角 ). 因此 , 所 有 的 轨 线 必须 进入 任何 曲面 V = 常数 并 收 全 于 平衡 态 O 


图 9.1.1 Lyapunov 函数 的 几何 解 二 .曲面 V(z) = 常数 与 向 量 场 无 切 , 即 曲面 上 任何 点 的 切线 与 
向 量 场 横 截 相交 , 故 每 一 条 轨 线 走向 球面 内 部 . 


从 实用 的 观点 , Lyapunov 意义 下 的 稳定 性 没有 渐 近 稳定 性 来 得 重要 . 特别 地 , 由 
简单 的 连续 性 论断 , 如 果 临界 平衡 态 渐 近 稳定 , 那么 任何 附近 系统 的 轨 线 也 将 收银 
到 原点 的 小 邻 域 并 将 永远 停留 在 那里 . 轨 线 在 这 个 小 邻 域内 的 性 态 可 以 相当 不 平凡 . 
但 是 在 附近 的 系统 的 任何 偏离 零 的 轨 线 都 必须 保持 很 小 , 因为 平衡 态 在 临界 参数 值 
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是 渐 近 稳定 的 . 


上 面 的 论述 对 平衡 态 仅仅 是 Lyapunov 意义 下 的 稳定 并 不 成 立 . 例如 对 线性 系 
统 


$y = pti — wera, 


fy = wr, + pr2, 


在 u = 0 平衡 态 O(0,0) 是 中 心 ， 它 是 Lyapunov 稳定 但 不 是 渐 近 稳定 (这 里 任何 
轨 线 都 是 围绕 原点 的 同心 圆 )， 对 任何 任意 小 的 上 > 0, 平衡 态 变 成 不 稳定 焦点 , 当 
t 一 +00 时 所 有 轨 线 都 离开 原点 到 无 穷 远 处 . 

由 在 临界 参数 值 平衡 态 的 不 稳定 性 也 可 得 知 关于 所 有 邻近 系统 轨 线 性 态 的 实用 
上 重要 的 一 般 结论 . 就 是 说 , 如 果 我 们 固定 这 样 的 平衡 态 的 任意 小 eo WR, 那么 对 充 
分 接近 具有 不 稳定 平衡 态 的 原 系统 的 任何 系统 , 存在 离开 零 不 远 于 co 的 初始 条 件 ， 
使 得 对 应 的 轨 线 从 原点 离开 一 个 有 限 距离 . 因此, 如 果 原 系统 的 临界 平衡 态 O 不 稳 
定 , 则 任何 邻近 系统 对 应 的 平 衡 态 的 吸引 盆 (只 要 它 存在 ) 必须 非常 小 . 

为 了 证 明 平衡 态 不 稳定 , 我 们 可 以 利用 Lyapunov 函数 的 某 些 类 似 ， 例 如 , 如 果 
存在 函数 V(z) 满足 条 件 (9.1.6) 和 (9.1.7), 但 


(V'(z), Bz + G(z)) > 0, Œ z #0, (9.1.10) 


则 对 应 的 平衡 态 不 稳定 . 其 中 , 函数 V(z) 是 由 (9.1.2) 改变 时 间 方 向 得 到 的 系统 的 
Lyapunov 函数 . 因此, 由 定理 9.1, 所 有 轨 线 当 t 一 -oo 时 都 趋 于 O, 即 这 样 的 平衡 
态 是 排斥 的 , 或 完全 不 稳定 . 

但 是 , 也 有 可 能 存在 不 稳定 平衡 态 O, 使 得 有 些 轨 线 当 + 一 +oo MACE O. 
最 简单 的 例子 是 粗 鞍 点 . 为 了 证 明 在 临界 情形 鞍点 的 不 稳定 性 , 我 们 可 利用 Chetaev 
函数 , 其 中 条 件 (9.1.6), (9.1.7) 和 (9.1.10) 仅 在 与 点 O 相连 接 的 某 些 扇形 区 域内 成 
立 . 详情 建议 读者 参考 Khazin 和 Shnol 的 书 [75|. 
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在 (9.1.1) 中 只 有 一 个 特征 指数 位 于 虚 轴 上 , 即 m = 1 和 和 = 0 的 情形 , 系统 
具有 标准 形 


2), (9.2.1) 
t= [A+ Fully 


其 中 z 是 数量 , 函数 9(z) 及 其 一 阶 导 数 在 原点 等 于 零 . 在 此 情形 下 , 中 心 流 形 Wo 
是 一 维 的 , 且 由 方程 y = 0 定义 . 在 WO 上 的 系统 是 


z= glz). (9.2.2) 
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我 们 来 研究 这 个 方程 在 平衡 态 附近 轨 线 的 性 态 . 由 于 g(0) = g'(0) = 0, 
g(z) =z? + 1373 +- (9.2.3) 


其 中 函数 g(z) 在 O 的 Taylor 展开 的 系数 5,… ,ls 称 为 Lyapunov 量 . 

假设 是 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 hi 的 数 ; BD la =… = ea = 0 T la #0. 则 
方程 (9.2.2) 可 写 为 

t= laz" (1 + o(1)). (9.2.4) 

注意 到 如 果 k 是 偶数 , 则 平衡 态 不 稳定 . 轨 线 在 点 O 邻 域内 的 性 态 对 正 的 i 和 
负 的 4 分 别 如 图 9.2.1(a) 和 (b) 所 示 . 第 二 个 情形 由 变换 z 一 -r 化 为 另 一 个 情形 . 
这 里 只 存在 三 条 轨 线 : 一 条 是 点 O, 第 二 条 是 从 O 出 发 走向 lez > 0 这 边 的 轨 线 , 第 
三 条 是 从 hz < 0 这 边 进入 O 的 轨 线 . 

如 果 大 是 奇数 (k= 2p +1), 方程 取 下 面 形 式 


z= bpyiz?**(1 + (1). (9.2.5) 


其 中 ,如 果 apr < 0, RE 2 2 OFF Sel = hapral (14001) < 0. 因此 ,平生 态 O 


在 这 种 情形 下 稳定 , 如 图 9.2.1(c) 所 示 . 反之 , 如 果 lzp+ > 0, 平衡 态 不 稳定 , 如 图 
9.2.1(d) RAR. 


oo < 
4 4 
全 - + d } 
(a) © 
< >9 
t e= Bam Y 


© o 
图 92.1 ”具有 不 同 Lyapunov ME - 结 点 . 内 容 见 正文 . 


让 我 们 回 到 原来 的 系统 (9.2.1) 并 给 出 点 O 附近 轨 线 的 完全 描述 . y - 变量 上 的 
动力 学 十 分 简单 : 它 被 指数 式 地 收敛 于 零 所 控制 [ 见 不 等 式 (9.1.4)]. z - 坐标 上 的 动 
力学 描述 如 上 . 因此 我 们 有 : 

(1) 如 果 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 指标 数 是 偶数 , 这 样 的 平衡 态 称 为 鞍 - 结 
点 , 此外, 如 果 la 4 0, 则 称 它 为 简单 鞍 - 结 点 . 这 里 强 稳定 流 形 WW" 将 点 O 的 邻 
域 划分 为 两 个 子 域 : 结 点 子 域 和 鞍点 子 域 . 在 结 点 子 域内 的 所 有 轨 线 都 沿 着 主 方向 
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y=0 趋 于 O. 在 鞍点 子 域内 的 所 有 轨 线 除了 一 条 当 t 一 -o 时 趋 于 O 以 外 都 在 O 
附近 通过 (图 9.2.2). 
了 


图 9.2.2 平面 中 的 鞍 - 结 点 . 


在 三 维 情形 , W* 中 的 所 有 轨道 当 t -+oo 时 都 指数 式 地 趋 于 O: 如 果 和 矩阵 A 
的 最 大 (最 靠近 虚 轴 ) 特征 值 m 是 实数 , 则 点 O 是 We 中 的 稳定 结 点 [ 见 图 9.2.3(a)]; 
反之 , 如 果 y 是 复数 , 则 O 是 Wee 中 的 稳定 焦点 [ 见 图 9.2.3(b)]. 


图 9.2.3 RI 中 两 个 lop ¢ 0 的 拓扑 相同 的 蒂 - 结 点 例子 . 限制 在 Wee 上 , 点 O 是 稳定 结 点 (a), 
或 是 稳定 焦点 (b). 


(2) 如 果 第 一 个 非 零 Lyapunov 县 是 负 的 且 有 奇数 指标 , 即 六 < 0,4 = 2p+1, 则 
平衡 态 稳定 . 所 有 轨 线 当 t 一 +oo 时 都 趋 于 O. 此 外 , 位 于 强 稳定 流 形 W** 上 的 轨 
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BOR WO 收敛 于 O, 如 图 9.2.4(a) 所 示 . 与 结构 稳定 结 点 不 同 的 是 , 这 里 的 收敛 性 
不 是 指数 式 .? 

(3) 如 果 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 是 正 数 , 且 它 的 指标 数 是 奇数 , 即 > 0, = 
2p + 1, 则 平衡 态 O 有 鞍点 (n - 1,1) 的 拓扑 型 ( 见 2.5 节 ). 这 里 分 支点 的 不 稳定 流 
JES WC 重合 , 如 图 9.2.4(b) 所 示 . 


w 


图 9.2.4 lappi + O 时 的 这 化 平衡 态 . 中 心 流 形 在 这 里 沿 着 两 个 方向 延伸 , 这 样 的 分 支 称 为 及 分 
支 , 对 于 由 于 对 称 性 在 退化 平衡 态 的 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 总 是 奇 次 的 系统 , 这 样 的 分 支 是 典型 
的 . 


TER, 为 了 计算 第 一 个 非 零 Lyapunov it, 我 们 不 需要 将 系统 化 到 中 心 流 形 上 ， 
如 果 原 系统 有 形式 


t= ole), 9.2.6) 

六 = Ay + feu), 28) 
且 满足 '(0,0) = 0 和 g'(0,0) = 0, 其 标准 的 方法 如 下 : 首先 考虑 系统 方程 

Ay + f(z,y) =0. (9.2.7) 


由 于 det A #0 H 7(0,0) = 0, £4(0,0) = 0, 这 个 系统 对 y 可 求解 : 
y= ylz). (9.2.8) 


函数 p(z) 的 Taylor 级 数 可 以 用 待定 系数 法 求 得 . 接 下 来 我 们 可 以 计算 g(z, p(z)). 
展开 式 
glz, p(2)) = lez* 十 (9.2.9) 
中 第 一 个 非 零 系数 就 是 所 求 的 第 一 个 非 零 Lyapunov i. 
对 二 阶 系统 
z= amz? +anzy + aoy +++ = g(2, y), 
ý = -Ay + baz? + buzy + boay? +-+ = Ay + f (2,4), 
2 积分 (9.2.5) 式 , 我们 有 = ~ Cea. 
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其 中 入 > 0, 第 一 个 Lyapunov 量 简单 地 等 于 az. 
如 果 一 般 形式 (ab 0) 
&= art by+9(z,y), 
y= cz + dy + f(z,y), 
的 线性 部 分 中 ad — bc = 0,a +d < 0, 函数 f 和 9 从 二 次 项 开始 (如 对 前 一 个 系统 )， 
则 计算 Ly 的 公式 比较 复杂 : 
la = az - bd — anad + agac — baob? + biiab — boza?. 
我 们 证 明 公式 (9.2.9) 给 出 我 们 的 Lyapunov 量 . 事实 上 由 定义 , 表达 式 
glz, ®(2)) = laz" +-+- (9.2.10) 
中 第 一 个 非 零 系数 就 是 Lyapunov fit, 其 中 y = O(2) 是 中 心 流 形 的 方程 , W” 关于 
系统 (9.2.6) 的 不 变性 条 件 为 
A®(z) + f(z, (2) = © (x)9(z, ¥(2)): (9.2.11) 
比较 (9.2.7), (9.2.8) 和 (9.2.11) 我 们 得 到 
9(z) 一 更 (z) ~ ¥'(x)9(z, ®(2)), 


BD g(x) 和 D(z) 之 差 [因此 g(z,@(z)) 和 g(z,p(z)) ZH] 关于 g(z,@(z)) 是 高 阶 小 
fit, FALL, 函数 g(z,@(z)) 和 glz, wp(z)) 的 Taylor 展开 (9.2.10) 和 (9.2.9) 的 第 一 个 
非 零 项 事实 上 重合 . 

由 公式 (9.2.9) 得 知 , 如 果 系 统 (9.2.6) 的 右 端 解析 , 旦 如 果 所 有 的 Lyapunov 量 
SEZ, W gl, plz)) = 0. 所 以 , 由 于 vy = ele) 是 系统 (9.2.7) 的 解 , 故 曲线 y = p(z) 
被 系统 (9.2.6) 的 平衡 态 所 充满 ， 因 此 , 它 是 这 个 系统 的 不 变 流 形 ， 由 于 它 在 OS 
y = 0 相 切 , 由 定义 它 是 中 心 流 形 .由 此 得 知 对 所 考虑 的 情形 , 系统 有 由 平衡 态 组 成 
的 解析 中 心 流 形 WS :y = p(z), 如 图 9.2.5 所 示 . 

当 系 统 仅仅 光滑 而 不 是 解析 时 就 不 再 成 立 ， 例 如 具有 平坦 右 端的 Cx - 光滑 


系统 
{a z#0, 
0, z=0, 
A 


有 唯一 (不 稳定 ) 平衡 态 , 它 所 有 的 Lyapunov 量 都 为 零 . 而 另 一 个 平坦 系统 


5 sin(1/z)e- 7, £#0, 
“lo z=0, 


a 
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w 


图 925 退化 中 心 流 形 由 平衡 态 组 成 


有 可 数 多 个 凝聚 到 原点 的 孤立 平衡 态 . 

平衡 态 的 相 图 不 能 由 Taylor 展开 的 系数 (这 意味 着 对 Cr - 光滑 系统 h = … = 
1, = 0, 或 者 对 Cee - 光滑 系统 所 有 L 等 于 零 ) 确定 时 , 这 样 的 平衡 态 称 为 完全 退化 
的 , 或 者 在 C” 情形 称 为 无 穷 退 化 的 
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设 在 原点 的 平衡 态 有 一 对 纯 虚 特征 值 ,2 = tiw. 这 时 系统 在 中 心 流 形 WO 上 
的 限制 写 为 下 面 形式 
1 = 一 wz2 + 91(21,22), 
p= wa, + ga(T1,72), 


其 中 函数 g2 及 其 一 阶 导数 在 原点 为 零 
我 们 从 计算 系统 (9.3.1) 的 规范 形 开始 . 显然, 存在 无 穷 多 个 如 下 类 型 的 共振 关 
系 


(9.3.1) 


Ar = (q+ 1A + Day 


9.3.2, 
A2 = qÀ: + (4 + IAs, 人 


其 中 g = 12,… 这 意味 着 光滑 的 变量 变换 一 般 不 能 去 掉 单项 式 Age, (f+ 23)? 和 
Buza(z +23)" (IL 2.9 节 ). 下 面 我 们 证 明 如 何 去 掉 直到 任何 有 限 次 的 其 余 项 . 
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引 理 9.1 ”对 任何 整数 Q > 1, 存在 多 项 式 变量 变换 将 系统 (9.3.1) 化 为 


e 
ù= wu +) (Lau — Mv) (u? + v7)? + ofr???) 
Naa (9.3.3) 


Q 
t= wut} (Lav + Qqu)(u? + v7)? + olr? +) 
= 
(其 中 > = Vu? Fo), 或 者 在 极 坐标 下 为 


P= Lar ++ Lor? + (24), 
6 = w+ Mr? +--+ + MQr?? +otr29) 


证 明 ” 作 下 面 的 变量 变换 


(9.3.4) 


z=m tien, z= z — ir 
将 系统 写 为 复数 形式 
ż=iwz+ DD Cp" + ollz), 
35pf952G+1 (0.38) 


加 = -iuz+ SL Oa + ollt), 
2<p+9S2Q+1 


其 中 * KRMI. 这 个 形式 更 方便 , 因为 线性 部 分 的 矩阵 是 对 角 型 的 ， 此 外 , 我 们 
可 以 忽略 第 二 个 方程, 因为 它 可 从 第 一 个 方程 得 到 . 


接 下 来 我 们 作 变量 变换 


z=wt Yap, 2<ptqs2Q4+1, (9.3.6) 
Pa 


其 中 ap 是 待定 系数 . 在 新 变量 下 这 个 方程 为 


w=iwwt+ DD Cpu" + o(|w)?2*?). (9.3.7) 
2<p+9S29+2 


我 们 尝试 消去 尽 可 能 多 的 系数 C;。. 将 (9.3.6) 代入 (9.3.5) 并 按照 (9.3.7) 的 表 
达 式 替换 也 和 wt, 我们 得 到 
fı + Lonners} : fiw + Tower] 
Pa a 


+É apgw”w" FE ED cate 
Pa Pa 


i fe + Zoneru] +E Calw t Piw +) + olw 
Pa Pa 
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令 wzu" 的 系数 相等 , 对 p+q = 2, 我 们 得 到 


iwapguP w"? + Cuu" — iwapgqu?w't = iwapquP w"? + Cpqu?w", 


因此 ， 
Cha = Cpa — iwapalp — 9 ~ 1). (9.3.8) 
显然 如 果 
p#atl, (9.3.9) 
然后 令 


ape = — Cx 
™ ivp-1-q)" 
则 有 Cj = 0. 对 p+g=2, 条 件 (9.3.9) 总 满足 . 因此 如 果 (9.3.6) 中 的 系数 apa 由 
(9.3.10) 给 出 , 则 在 新 变量 下 系统 (9.3.7) 中 就 没有 二 次 项 . 
令 wrw" 的 系数 相等 , 对 p + 4 = 3, 我 们 得 到 


(9.3.10) 


Coq = Cpa ~ iwapalp—9—1+.…, (9.3.11) 


其 中 省 略 号 表示 仅 依赖 于 ap 的 项 , 对 于 它们 p +4 = 2 (我 们 已 经 通过 (9.3.10) R 
得 ). 在 这 种 情形 下 , 对 满足 条 件 (9.3.9) 的 p 和 4 我 们 也 可 以 求 得 apa, 使 得 在 新 变 
BEE RM Cs。 ERE: 
om = Oot, 
ip 一 1 一 9) 
其 中 省 略 号 与 上 面 的 意义 相同 . 
只 有 一 个 “水 已 的 " 单项 式 是 第 一 个 共振 项 (Ca +…)w?w* (p = 2,4= 1). 由 
于 Ch 与 az KK, 我 们 可 以 在 (9.3.6) PS an =0. 
对 (p+ q) 的 更 大 值 , 表达 式 (9.3.11) 仍 成 立 , 此 时 省 略 号 表示 仅 依赖 于 apy 的 
项 ,对 于 它们 , p +g < p+4. 因此 , 继续 上 面相 同 的 方法 , 我 们 可 以 明确 地 求 得 适当 
的 变量 变换 以 消去 所 有 (p+ 9) 为 偶数 的 单项 式 , 以 及 所 有 (p + 9) 为 奇数 的 非 共振 
单项 式 . 最 后 , 只 有 形 如 (Coria bow wee 的 共振 单项 式 还 保留 . 显然 , 这 个 过 
程 可 以 扩展 到 (p + a) 的 任何 值 . 
最 后 , 方程 (9.3.7) 取 形 式 


th = iww + Chu?" + + Chrow tw + olw?) (9.3.12) 


代入 w = u + iv EARS (9.3.3), 其 中 Ly = Re Chri, % = Im Oj 419° 

系统 (9.3.5) 或 (9.3.4) 是 第 二 临界 情形 的 规范 形 . AM L, 称 为 Lyapunov 量 . 
由 上 面 的 过 程 看 到 为 了 计算 Ly, 需要 知道 方程 (9.3.1) 直到 p+ 4 = 2Q + 1 阶 的 
Taylor 展开 . 
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Üt L=- = Le = 0, Ly 40. 这 时 规范 形 是 
$= Ler™t! + yp(r,0)), 
ê= w(1 + wr,0)), 

其 中 当 r 一 0 时 和 少 趋 于 零 . 通过 时 间 变 换 
dt — (1 + 9(r,0)) dt, 
我 们 得 到 新 系统 
r 2 oie ; (9.3.13) 


称 它 为 轨道 规范 形 . 

如 果 Ls < 0, 则 当 t 一 +00 时 轨 线 盘旋 趋 于 O, 如 图 9.3.1 所 示 . 这 时 的 平衡 态 
称 为 稳定 复杂 焦点 或 稳定 弱 焦 点 .我 们 注意 到 与 稳定 粗 焦 点 相反 , 这 里 轨 线 收敛 于 
O 不 是 指数 式 . 事实 上 , 从 研究 系统 (9.3.13) 得 知 


rata, (9.3.14) 

O mw wt, (9.3.15) 
其 中 任何 轨 线 是 + ~ 0-2 形 . 它 不 是 对 数 螺 线 , 特别 地 当 r 一 0 时 它 的 长 度 趋 于 
EN 


如 果 L。 > 0, 原点 是 不 稳定 平衡 态 , 因为 从 靠近 它 处 出 发 的 轨 线 当时 间 增加 时 
盘旋 离开 对 二 维系 统 (9.3.1) 点 O 称 为 不 稳定 复杂 (5) MUR. 


4<0 


图 9.31 RO 中 的 稳定 (Le < 0) 弱 焦 点 . 当 La > 0 时 , SURREAL HAr ER IE DLA ABIR. 


回 到 原来 的 高 阶 系统 { 见 (9.1.1) 一 (9.1.3)], 我 们 注意 到 如 果 第 一 个 非 零 Lyapunov 
量 是 负数 , 则 轨 线 的 性 态 与 稳定 粗 焦点 附近 的 性 态 定性 地 相同 , 如 图 9.3.2(a) 所 示 . 
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如 果 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 是 正 的 , 是 所 有 非 临界 特征 指数 (7, ,7n) 位 于 


复 平面 虚 轴 的 左边 , 则 平衡 态 是 复杂 鞍 - 焦点 , 如 图 9.3.2(b) 所 示 . 它 的 稳定 流 形 是 
不 稳定 流 形 与 中 心 流 形 Wo 重合 . ARE W 上 也 不 在 WC 上 的 轨 线 通过 平 


衡 态 附近 . 


ji 
/一 


&. 
ee 


wt 


© 


@ 
Ra 中 两 个 相反 情形 的 描述 . (a) 当 Le < 0 时 平衡 态 在 稳定 性 边界 上 保持 它 的 稳定 性 


图 9.3.2 
(b) 当 L > 0 时 稳定 平衡 坊 变 成 WC 上 的 不 稳定 焦点 , 从 大 范围 看 , Be - 焦点 稳定 流 形 W 是 


we. 
Bautin [24] 第 一 个 借助 系统 (9.3.1) 的 系数 推导 了 表达 第 一 个 Lyapunov 量 的 公 


R. 如 果 我 们 把 系统 写 为 
& = az + by+ Pry) + Palau) +, 


cz + dy + Qalz, y) +Qa(z,y) + 


ù 
HP ad- bc > 0,a+d = 0, UR 

Pa(z,y) = a27? 十 allzy + ao2y", 

Qalz,y) = b0? + buzy + boay”, 
Pa(z,y) = amz? + a2127y + araty? + aosy’, 
Qa(z,y) = baoz? + baiz*y + bizzy? 十 boat 
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则 有 公式 
L= -zs loela, + anbos + aoabr1) + ab(b?, + a2ob11 + a11b20)] 
+@(a11a02 + 2aoabo2) — 2ac(bB 一 azoaoz) — 2ab(aZy — b2obo2) 
—b?(2a20b20 + b11b20) + (be — 2a?)(b11bo2 — 411420) 
—(a? + be)[3(chos — baso) + 2a(azı + b12) + (cara ~ ba1b)]}, 


JEP w? = ad — be. 

为 了 在 高 维 情形 计算 Li, 我 们 必须 首先 推导 在 中 心 流 形 上 具有 直到 三 次 项 精度 
的 系统 , 然后 利用 上 面 的 公式 计算 Ly. 在 L 为 零 的 情形 , 计算 第 二 个 Lyapunov fit 
Lo, 要 求 再 构造 直到 下 一 个 奇 次 项 , 即 五 次 项 , 等 等 精度 的 中 心 流 形 . 

我 们 指出 , 利用 (9.3.13) 中 r - 变量 的 尺度 化 , 可 以 使 得 L 的 绝对 值 等 于 1. 同 
时 , 显然 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 符号 (以 及 指标 数 ) 不 被 变量 与 时 间 的 非 奇 异 变 
换 所 改变 . 这 个 符号 决定 所 给 平衡 态 是 否 稳定 ， 而 指标 数 则 决定 轨 线 收敛 于 零 的 速 
BE [ 见 (9.3.14)]. 

所 有 Lyapunov 量 为 零 时 轨 线 的 性 态 仅 在 解析 情形 才 可 描述 


定理 9.3 ”如 果 所 有 的 Lyapunov 量 都 等 于 符 , 则 相应 的 解析 系统 有 解 术 不 变 (中 
心 ) 流 形 , 它 被 围绕 原点 的 闭 轨 线 所 充满, 如 图 9.3.3 所 示 .在 中 心 流 形 上 系统 有 下 
面 形式 的 全 纯 积分 
zi 


273 
U= B+ +V), 


其 中 函数 V 从 三 次 项 开始 . 


回忆 平衡 态 邻 域内 的 所 有 轨 线 是 闭 时 , 这 种 平衡 态 称 为 中 心 , 中 心 在 Lyapunov 
意义 下 稳定 但 不 渐 近 稳定 . 来 自 相当 广泛 的 一 类 具有 中 心 的 系统 是 


å = -wra 
ża = wz: + f(z), 


其 中 /(0) = f'(0) = 0. 容易 看 出 , 系统 (9.3.16) 具有 第 一 积分 (能 量 积分 ) 


va Set [nou 


(9.3.16) 


在 Ce 情形 , 如 果 所 有 的 Lyapunov WAF, 那么 原点 不 一 定 是 中 心 . 例如 , 系 
统 
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图 9.3.3 ” 当 解 析 系 统 中 所 有 的 Lyapunov 量 都 为 零 时 , 在 Wo 上 的 平衡 态 是 中 心 . 在 Ra PEN 
扩展 邻 城 被 不 变 柱 面 所 叶 化 - 


的 平衡 态 渐 近 稳定 . 相反 , 对 系统 


2 [D 

-ur gin (2 
tal" sin(}), r#0, 
0, r=0, 


6=w, 


原点 的 小 邻 城内 包含 无 穷 多 个 极限 环 


第 10 章 “周期 轨 线 的 稳定 性 边界 上 的 动 
DARES 


10.1 Poincaré 映射 的 简化 . Lyapunov 函数 


不 像 平衡 态 情形 , 周期 轨 线 的 稳定 性 边界 可 有 两 种 不 同类 型 : 
(1) 周期 轨 线 在 稳定 性 边界 上 存在 . 它 的 乘 子 中 至 少 有 一 个 在 单位 圆 上 
(2) 周期 软 线 在 稳定 性 边界 上 消失 . 


这 一 章 我 们 将 集中 讨论 第 一 类 稳定 性 边界 . 由 于 在 这 种 情形 下 周期 轨 线 在 临 

界 时 刻 得 到 保持 , 我 们 可 以 构造 一 个 小 截面, 将 我 们 的 问题 化 为 对 Poincare 映 射 的 研 
究 . 在 截面 上 的 某 些 适当 的 坐标 下 Poincare 映射 可 写 为 形式 

B= Bat amih (10.1.1) 

ğ= Ay + f(r,y), 


JEP z = (zi 2m) m Æ 0y = (bry Yn), f Mg BF CHR, r> 1, BENS 
它们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 矩阵 B 的 特征 方程 
det(B — pI) =0 
有 mm 个 根 p1,… ,pw 它们 的 绝对 值 都 等 于 1. 矩阵 4 的 特征 方程 
det(A- pI) =0 
TRC FAE SFS (t1.5 节 ), 或 同 宿 回路 , 或 蓝天 突变 (12 和 13 章 ) 的 结 


合 
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的 根 pm+1,… ,pn+m 严格 位 于 单位 贺 
在 这 一 章 , 我 们 只 限于 考虑 下 面 的 三 个 主要 情形 : 
(1) 只 有 一 个 乘 子 在 单位 圆 上 且 等 于 1 (m 
(2) 只 有 一 个 乘 子 在 单位 贺 上 且 等 于 -1 (m - 
(3) 有 一 对 (ASE) 乘 子 在 单位 圆 上 (m = 2, p12 =e**,0 < w < n). 


Lp 


如 果 答 阵 e s) 相应 的 特征 方程 


Alp) = P" + bpt? + -H bmn = 0 
给 定 , 则 第 一 和 第 二 临界 情形 分 别 由 条 件 A(1) = 0 和 A(-1) = 0 或 者 
1+ bi ++ bmin =0 


和 
(IMHn tbi (-1) "8 + 十 bmtn 一 0 


确定 . 另外 我 们 必须 确保 特征 方程 的 其 它 根 位 于 单位 圆 内 . 

为 了 推导 对 应 于 第 三 个 情形 的 条 件 , 我 们 作 变量 变换 p = (1 + 入)/(1 - A). 位 于 
单位 圆 内 的 p 值 对 应 于 在 开 的 左 半 平 面 中 的 和 值 . 在 单位 加 上 的 p 对 应 于 在 虚 轴 上 
的 和 因此 当 多 项 式 


A (4) (LAJH 三 aoAmtm a, AMH- be amin (10.1.2) 
恰 有 两 个 纯 虚 根 , 并 且 其 余 的 位 于 虚 轴 的 左边 , 这 时 我 们 有 第 三 临界 情形 . 对 系数 a 
相应 的 条 件 在 第 9 章 ( 当 oo = 1) 已 经 给 出 . 一 般 地 , 这 个 条 件 是 
An-1=0, aoan >0, aA, >0, k=1,---,n-2, 

其 中 Ay 是 多 项 式 (10.1.2) 的 Routh-Hurwitz FAK. 

对 三 维系 统 ( 即 二 维 Poincaré 映射 ), 特征 方程 是 

p+ bip+b2=0, 

稳定 性 边界 的 确定 如 下 : 


。 第 一 临界 情形 (p = 1) 
by +b, =-1, bz| <1. (10.1.3) 


。 第 二 临界 情形 (p = -1) 
bi = b+, [bol <2. (10.1.4) 
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。 第 三 临界 情形 (p = e+) 
bg=1, |b] <2. (10.1.5) 
为 了 推导 最 后 一 个 条 件 , 我 们 将 p = ew 代入 特征 方程 得 到 
e+ he + bp =0, 
或 者 
cos 2u + by cosw + by =0 
sin Qu +b; sinw = 0. 
我 们 求 得 by = —2cosw, bz = — cos 2w + 2coszw, 由 此 得 到 (10.1.5). 
如 果 系 统 是 由 Rs 中 的 微分 方程 表示 , 那么 周期 轨 线 的 乘 子 之 积 必须 是 正 的 , 即 
ba > 0. 在 (bbz) -平面 上 由 (10.1.3) — (10.1.5) 得 到 三 维系 统 周期 轨 线 的 稳定 性 
区 域 是 由 梯形 组 成 , 与 之 相对 照 的 是 . 任意 二 维 映射 不 动 点 的 稳定 区 域 是 三 角形 , 如 
图 10.1.1 所 示 . 二 重 乘 子 m = pz = 1 和 m = pz = —1 的 情形 分 别 对 应 于 三 角形 的 
两 个 顶点 A 和 B，m = lpa = -1 的 情形 对 应 于 顶点 C. 


bb 
图 101.1 二 维 微分 辐 胚 的 稳定 性 区 域 
如 在 第 5 章 证 明 的 , 临界 不 动 点 O(0,0) 位 于 由 方程 y = © (x) 定义 的 不 变 Cr 


- 光滑 中 心 流 形 We 上 , 其 中 © 以 及 它 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 . 此 外 下 面 的 约 化 定 
理 成 立 : 


在 不 动 点 O 的 邻 域内 , 存在 C 类 的 变量 变换 使 得 在 新 变量 下 Poincaré Be 
射 取 标准 形式 
Bz + g(z), (10.1.6) 
[A + F(z, vly, (10.1.7) 


其 中 g(z) = G(x, (2) € Cn F(z, y) € C™1, F(0,0) = 0. 
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在 这 新 变量 下 中 心 流 形 WO 由 y = 0 定义 , 强 稳定 流 形 W 由 z =0 定义 . 

约 化 定理 允许 我 们 在 不 动 点 附近 研究 与 y- 变量 无 关 的 临界 变量 z 的 动力 学 . 由 
于 对 y- 子 空间 , 动力 学 相对 简单 : 因为 z- 变量 按 范 数 很 小 , (10.1.3) 中 的 函数 F 也 
很 小 , 因此 下 面 的 估计 

tall < pllyl 

成 立 , 其 中 1 > p > max|p;| (j = m 十 1,… m+n). 这 意味 着 每 条 轨 线 都 以 指数 式 
收敛 于 中 心 流 形 . 

因此 , 原 映射 (10.1.1) 的 不 动 点 的 稳定 性 等 价 于 在 中 心 流 形 上 映射 (10.1.6) 的 
不 动 点 的 稳定 性 , 对 此 我 们 形式 地 令 述 如 下 ; 


定理 10.1 ”如 果 不 动 点 O 在 中 心 流 形 WC 上 Lyapunov 稳定 , 则 对 原 映射 
(10.1.1) 它 也 是 稳定 的 . 如 果 不 动 点 在 中 心 流 形 上 渐 近 稳定 , 则 原 系统 的 不 动 点 也 渐 
近 稳 定 . 如 果 不 动 点 在 中 心 流 形 WO 上 不 稳定 , 则 对 原 映射 它 也 不 稳定 . 

研究 临界 不 动 点 的 稳定 性 的 基本 工具 是 Lyapunov 函数 . 

定义 10.1 ”定义 在 O 的 某 邻 域 D 内 的 连续 函数 V(x) 称 为 系统 (10.1.6) 的 
Lyapunov 函数 , 如 果 下 面 的 条 件 满足 : 


(1) V(0) = 0. (10.1.8) 
(2) V(z) >0, MR a £0. (10.1.9) 
(3) V(z) < V(z)， 对 z #0. (10.1.10) 


定理 10.2 ”如 果 存 在 满足 条 件 (10.1.8) 一 (10.1.10) 的 函数 V(x), 那么 不 动 点 
Lyapunov 稳定 . 进一步 , 如 果 不 等 式 (10.1.10) 对 所 有 z #0 严格 成 立 , 则 D 内 所 有 
正 半 轨 线 都 趋 于 O, 即 点 O 渐 近 稳定 . 


我 们 略 去 它 的 证 明 , 因为 它 与 平衡 态 稳定 性 的 定理 9.2 的 证 明 相同 . 


10.2 ”第 一 临界 情形 
只 有 一 个 乘 子 (+1) 在 单位 圆 上 的 情形 , Poincaré 映射 有 形式 


B=z+9(z) 


(10.2.1) 
g=(A+F(,y)ly, 


其 中 z 是 数量 , 以 及 
9(0) = 9(0) = 0， F(0,0)=0. 
中 心 流 形 WC 是 一 维 , 故 在 WO 上 这 个 映射 可 写 为 形式 


天 = 工 十 g(z) = 工 二 12z2 十 jaz3 十 … (10.2.2) 
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函数 g(z) 在 O 的 Taylor 展开 中 的 系数 12,… ,lx 称 为 Lyapunov $. 
我 们 研究 这 个 映射 的 轨 线 性 态 ， 设 k 是 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 指标 , 即 
l=: = lan =0, ly $0. 于 是 映射 (10.2.2) PER 


ž= z + ląz*(1 + o(1)). (10.2.3) 


如 果 上 是 偶数 ,k= 2p, 则 不 动 点 O 不 稳定 . 轨 线 在 点 O 附近 的 性 态 由 图 10.2.1(a) 
中 的 Lamerey 图 刻画 ， 若 i > 0, 则 对 O 左边 的 点 zo 的 正 半 轨 线 {z0 当 
j 一 +00 时 趋 于 O. 对 O 右边 的 任何 点 zo 存在 J > 0 使 得 zy 跑 出 O 的 邻 域 . 若 
Ik < 0 (用 映射 z 一 -z 将 这 种 情形 化 为 上 一 情形 ), 则 从 正 z 出 发 的 轨 线 当 j 一 +00 
时 趋 于 O, 但 从 负 z 这 边 点 O 是 不 稳定 的 , 见 图 10.2.1(b). 


ce 


w 四 
图 10.2.1 (a) 情形 by > 0 和 (b) 情形 lap < 0 的 Lamerey 图 
如 果 上 是 奇数 , k = 2p +1, 则 映射 有 形式 
到 一 工 十 jap+lZ2p+i(1 + o(1)). (10.2.4) 
HE lapri < 0, MÆ x #0 H |2| = |zl(1 一 iaprilz?(1 + 0(1))) < |z). 这 意味 着 |z| 是 
Lyapunov 函数 , 故 不 动 点 O 渐 近 稳定 , 如 图 10.2.2(a) 所 示 . 反之 , 车 lapi > 0, 则 


| 下 > |z|, O 不 稳定 , 如 图 10.2.2(b) Bim. 
原 映射 (10.2.1) 的 轨 线 性 态 如 下 : 


情形 1 lp = ++» = lapi = Oy lap # 0. 


强 稳定 流 形 W* : z = 0 将 O BRU HAA RRAR MEM. HK 
域 , 所 有 轨 线 沿 着 主 方向 y = 0 趋 于 O [因为 y - 坐标 以 指数 式 递减 而 由 (10.2.3) 
z- 坐标 递减 慢 于 几何 级 数 : |z| > (1 -- s)lzj]， 在 鞍点 区 域 , 所 有 轨 线 除了 在 射线 


+ 364 - 第 10 章 周期 轨 线 的 稳定 性 边界 上 的 动力 系统 性 态 


z 


全 ) 
图 10.2.2 在 原点 的 不 动 点 (a) 当 lapsi < 0 时 稳定 , (b) 当 lapsi > 0 时 排斥 . 


WE:{y = 0,2 > 0} 上 的 那些 都 经 有 限 次 迭代 后 离开 O 的 邻 域 ( 见 图 10.2.3). 在 WE 
中 的 轨 线 当 j — -oo 时 趋 于 O. 因此 , WE 是 0 的 局 部 不 稳定 流 形 . ?如同 微 分 广 
程 情形 对 应 的 临界 平衡 态 , 所 考虑 的 不 动 点 O HHR - 结 点 : p= 1( 即 lo x 0) 时 为 
简单 鞍 - 结 点 , la = 0 时 为 复杂 (或 退化 ) 鞍 - 结 点 . 


图 10.2.3 ”二 维 映 射 的 鞍 - 结 点 迭代 - 


现在 我 们 可 以 描述 对 应 Poincaré 映射 不 动 点 O 的 周期 轨 线 L 的 小 邻 域内 轨 线 

的 性 态 . 在 二 维 情形 , 轨 线 性 态 如 图 10.2.4 所 示 , 在 高 维 情形 如 图 10.2.5 所 示 . 强 稳 

EREN WE (在 截面 上 从 WE 的 点 出 发 的 轨 线 的 并 ) 将 的 邻 域 划分 为 结 点 

区 域 和 鞍点 区 域 . 在 结 点 区 域 , 所 有 轨 线 当 + 一 +00 时 盘旋 趋 于 L, 故 L 在 这 个 区 
2 注意 这 是 一 个 带 边 ( 它 是 0) HUE. 
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域 是 轨道 稳定 . 在 鞍点 区 域 , 每 一 条 轨 线 经 过 有 限时 间 都 离开 L 的 邻 域 , 除了 在 局 
部 不 稳定 流 形 Wis.(L) EH t— 一 cc 时 趋 于 L 的 轨 线 . 这 样 的 周期 轨 线 也 称 为 鞍 一 
结 点 周期 轨 线 . 对 平面 情形 , 术语 半 稳定 极限 环 或 者 p- 重 ( 当 b = 0 时 为 二 重 ) 极 限 
环 更 加 典型 . 


>0 
lags 
ð 5 
w 他 


图 10.2.4 R? AR - 结 点 周期 轨道 ; (a) 当 lap > 0 时 , 环 ERA ARE, 在 区 域外 稳定 
(b) 当 lap < 0 时 , 环 对 内 部 点 吸引 , 对 外 部 轨 线 排斥 . 


图 10.2.5 ”Rs pitik - 结 点 周期 轨道 . 它 的 强 稳定 不 变 流 形 将 周期 轨道 邻 域 分 成 两 个 区 域 : 结 点 
区 域 和 鞍点 区 域 . 在 结 点 区 域 周期 轨道 稳定 . 轨道 的 不 稳定 流 形 we 同 胚 于 半 柱 面 . 我 们 将 多 次 
需要 这 个 图 像 


情形 2 l=- = lap = O, laps < 0. 

这 时 不 动 点 渐 近 稳 定 ， 所 有 不 属于 非 主流 形 We: z = 0 的 轨 线 沿 着 主 方向 
y = 0 进入 O, 如 图 10.2.6(a) 所 示 . 对 应 于 临界 不 动 点 的 极限 环 邻 域内 轨 线 的 性 态 
如 图 10.2.7(a) 所 示 . 高 维 图 像 看 上 去 像 粗 稳定 周期 轨 线 , 但 在 临界 情形 没有 指数 式 
收敛 于 L 的 轨 线 . 
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情形 3 12=…=1zp =0, api > 0. 


这 样 的 临界 不 动 点 称 为 复杂 (退化 ) 鞍点 . EMBER WO: y = 0, 不 稳定 
流 形 Ww" 的 方程 是 z = 0, 如 图 10.2.6(b) 所 示 . 这 里 , 在 临界 情形 , 轨 线 定性 地 与 粗 
不 稳定 环 附近 的 相同 , 如 图 10.2.7(b) 所 示 . 


w" jy 


© 


图 10.2.6 ”几何 上 临界 结 点 lapi < 0 (a) 和 相 稳 定 结 点 之 问 没有 什么 区 别 . 但 是 关于 在 原点 附近 
轨 线 的 收敛 率 可 作出 定量 比较 . 类 似 的 观察 也 可 以 应 用 到 粗 鞍 点 不 动 点 和 tp+，> 0 时 的 临界 蓄 
点 (b). 


如 果 所 有 的 Lyapunov 量 都 等 于 零 且 映射 是 解析 的 , 则 中 心 流 形 也 解析 , 并 由 不 


-367 
sc 
eg 
w o 
图 10.2.7 (a) 如果 lappi < 0, 分 支 极限 环 稳定 . (b) 如 果 12p+， > 0, 分 支 极限 排斥 
M 

! + ™ 

he hs ot | da 
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图 10.2.8 POWE WO 被 不 动 点 所 充满. 
动 点 组 成 (图 10.2.8). 注意 到 如 果 映 射 有 形式 
z=2+9(z,y), (10.2.5) 


了 = Ay + f(z,y), 


则 第 一 个 非 零 Lyapunov UE 9(z, 6(z)) 的 Taylor 展开 式 中 的 第 一 个 非 零 系数 , 其 
中 y= 9(z) 是 方程 


Ay + f(y) =0 (10.2.6) 
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的 解 . 因此 如 果 所 有 的 Lyapunov 量 都 等 于 零 , 则 由 f 的 解析 性 得 知 
F(z, 9(z)) =0. (10.2.7) 


从 (10.2.5) 一 (10.2.7) 我 们 可 以 得 知 解析 曲线 y = %(z) 整个 地 由 不 动 点 组 成 ， 
它 是 不 变 (中 心 ) 流 形 . 


稳定 不 变 叶 层 的 叶片 通过 每 个 不 动 点 M e WO ( 见 第 5 章 ). 显然 每 个 叶片 是 点 
M 的 稳定 流 形 Wiz, 在 叶片 上 的 轨 线 当 j +00 时 指数 式 收敛 于 M. 

在 非 解析 情形 , 当 所 有 Lyapunov 量 为 零 时 , 对 映射 的 动力 学 很 难 作出 任何 一 般 
的 阐述 (这 时 的 不 动 点 称 为 完全 退化 ,或 者 无 穷 退 化 ).? 例如 , 对 映射 


Per 
+ 位 , 2#0, 


0, z=0, 


它 是 稳定 的 但 不 渐 近 稳定 . 

最 后 , 我 们 强调 无 穷 退 化 的 不 动 点 是 非常 普通 的 . 事实 上 , ( 见 Gonchenko 等 人 
的 综合 性 文章 [62]) 在 维 数 为 3 或 更 高 的 光滑 动力 系统 空间 中 存在 称 为 Newhouse 
区 域 的 区 域 , 其 中 具有 无 淄 退 化 周期 轨 线 的 系统 处 处 秽 密 . 注意 , 这 些 区 域 在 具有 单 
个 非 退 化 (二 次 ) 同 宿 切 触 的 任何 系统 附近 都 存在 , 这 是 在 几乎 所 知道 的 任何 一 个 具 
有 复杂 (混沌) 性 态 模型 中 特有 的 现象 . 概括 地 说 , 我 们 可 得 出 结论 , 具有 复杂 性 态 的 
动力 学 模型 在 参数 空间 内 都 具有 这 样 的 区 域 , 其 中 系统 任意 小 的 扰动 可 以 产生 无 穷 
退化 的 周期 轨道 (可 能 有 非常 长 的 局 期 ). 


10.3 ”第 二 临界 情形 
在 这 种 情形 下 Poincaré 映 射 的 标准 形式 是 
~z + glz), (10.3.1) 
+ f(z, wly, 
3 更 确切 SOR bo = 0, cr - 光滑 映射 的 不 动 点 称 为 是 完全 退化 . 如 果 1 的 整个 


MEHR, Cm - PMR AEH AIBN. 
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其 中 z 是 数量 变量 , 4 的 所 有 特征 值 严格 位 于 单位 贺 内 , 函数 1 和 9 满足 
9(0) = 9'(0) = 0, f(0,0) = 0. 
考虑 中 心 流 形 WC LORH TO: 


五 = -r +a? + ast? 十.… (10.3.2) 
RF p 等 于 -1. 因此 共振 关系 是 
pap. 


由 于 z 的 偶 次 宕 不 是 共振 项 , 因此 对 应 的 直到 任何 有 限 次 的 项 可 用 有 限 个 光滑 的 变 
量变 换 消去 ( 见 3.13 节 ). 最 后 , 映射 化 为 规范 形 


6= -EUH + +P + (10.3.3) 
其 中 系数 5 是 Lyapunov fit. 第 一 个 系数 由 公式 
h =aj+as 


给 出 . 
映射 TO 的 轨 线 的 动力 学 依赖 于 第 一 个 非 零 Lyapunov ft. 如 果 W A 0 且 对 所 
有 前 面 的 了 < 大 有 Ly = 0, 则 映射 取 形式 


Ẹ= —€(1+l€ +--+). (10.3.4) 


由 此 得 知 , 车 le < 0, 则 在 原点 的 不 动 点 O 渐 近 稳定 (因为 对 € 4 0 71 |E) < |6|, BP 
| 和 | 是 Lyapunov 函数 ). 若 le > 0, 则 点 O 不 稳定 . 图 10.3.1 (a) 和 (b) 分 别 显示 负 的 
和 正 的 i 相应 的 Lamerey H. 

观察 映射 (10.3.4) 的 第 二 次 迭代 


EET N a + ， (10.3.5) 


它 与 上 一 节 考虑 的 映射 有 相同 的 形式 (情形 2 和 3). 

对 原 映射 (10.3.1), 当 <0 时 , 不 动 点 O 是 渐 近 稳定 的 , 当 hs > 0 时 , 不 动 点 
O 是 鞍点 . 在 后 一 情形 O 的 稳定 和 不 稳定 流 形 分 别 是 We WS. 借助 于 微分 方 
程 系统 的 Poincaré 映射 , 对 应 的 周期 轨 线 LY, < 0 时 稳定 , ls > 0 时 是 鞍点 的 . 
注意 在 鞍点 情形 , 周期 轨 线 邻 域内 的 二 维 不 稳定 流 形 WOL) Möbius H. 

如 果 所 有 的 Lyapunov 量 都 等 于 零 且 系统 是 解析 的 ， 则 中 心 流 形 也 解析 , 其 上 的 
所 有 点 除了 O 以 外 都 是 周期 为 2 的 周期 点 . 这 意味 着 对 微分 方程 系统 存在 不 可 定 
向 的 中 心 流 形 , 它 是 中 线 为 环 LÉ Möbius 带 , 且 被 周期 接近 于 L 周期 的 2 倍 的 周 
期 轨道 所 充满 ( 见 图 10.3.2). 
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图 10.3.1 Lamerey WÉR: (a) Ix < 0 时 原点 稳定 . (b) 4 > 0 时 原点 不 稳定 . 


图 10.3.2 ”车 所 有 的 Lyapunov 量 都 等 于 零 , 则 解析 系统 的 原始 周期 轨道 的 中 心 流 形 是 Mobius 
带 , 它 被 二 重 周期 的 周期 轨道 稠密 地 充满 


如 果 映 射 是 Czrf 类 , 其 中 1 < r < oo, 且 如 果 所 有 Lyapunov 量 h,- ,都 等 
FẸ, 则 不 动 点 O 是 完全 退化 的 , BOY r= co 时 为 无 穷 退 化 的 . 
我 们 现在 来 叙述 对 没有 被 化 为 标准 形式 的 映射 的 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 算 
法 . 首先 将 映射 写 为 形式 
z= -z +g(z,9), 
T= Ay + f(z,y), wa) 


其 中 
F(0,0) =0, f"(0,0) =0, 9g(0,0) =0, g'(0,0) =0, 
然后 考虑 它 的 第 二 次 奈 代 
E=2+G(z,y), 
5= Ay + flz,y), 
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其 中 
(x,y) = —g(z,y) + 9(-2 + glz, y), Ay + f(z, y)), 
flz,y) = Af (zy) + f(-z + glz, y), Ay + f(2,9)). 
由 隐 函 数 方程 
My+ fizy) =0 
H y 表示 为 y = O(a). 于 是 所 求 的 Lyapunov 量 等 于 函数 5(z,V(z)) 的 Taylor 展开 
Hz, V2) = pz??? 二 


中 第 一 个 系数 的 一 半 ， 


10.4 ”第 三 临界 情形 . 弱 共 振 


假设 周期 轨道 的 两 个 乘 子 是 共 辆 复数 且 在 单位 圆 上 . 在 这 种 情形 下 Poincaré We 
射 取 形 式 


By = zi cosw — za sinw + 91(21,22), 
2 = Tı sinw + x2. cosw + g2(z1,22), (10.4.1) 
9 = (A+ f(z1,22,y))v, 


其 中 0<w < m 且 4 的 所 有 特征 值 位 于 单位 圆 内 . 这 里 的 中 心 流 形 是 二 维 的 , 在 它 
上 面 映射 由 (10.4.1) 前 面 两 个 方程 
By = z; cosw — za sinw + 9i(z1,72); (10.42) 
£2 = z; sinw + Ta 008w + 92(21, 22) 
定义 , 其 中 gi,2 以 及 它们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 
在 原点 的 不 动 点 的 乘 子 是 (P = e, pa = e). 如同 在 平衡 态 具有 一 对 纯 虚 特 
征 指数 的 情形 ( 见 9.3 节 ), 存在 共振 类 : 


m= E (p2 = pi =A A). (10.4.3) 
因此 , 可 以 期 望 下 面 的 项 将 出 现在 规范 形 的 右 端 : 
(opti — Oya) 3 +PP, ious 


(Lpza + Opzi) (23 + 23)”. 
我 们 称 共振 关系 式 (10.4.4) 是 平凡 的 . 此 外 , 如 果 w 是 与 2r 可 通 约 的 , 即 
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其 中 M 和 N 是 没有 公约 数 的 正 整 数 , 于 是 存在 另外 非 平凡 的 共振 关系 式 . HRE 
们 , 我 们 把 共振 关系 写 为 具有 未 知 数 p 和 4 的 关系 式 : 


P = oe}, 


或 者 
ered =1. (10.4.5) 
对 (10.4.5) 两 边 取 对 数 , 得 
iw(p-q- 1) = Zril, 
其 中 ! 是 整数 . 将 w = 2rM/N 代入 , 我 们 得 到 
M(p-4-1)= Ni. (10.4.6) 


AEE 1, 当 且 仅 当 
p=q+Ns+1 (10.4.7) 


时 , 等 式 (10.4.6) 满足 , 其 中 se Z. 在 (10.4.7) 中 我 们 将 假定 s > 0. 否则 , 对 负 的 s 
将 (10.4.7) 写 为 形式 
q=p+Ns-1, (10.4.8) 


现在 这 里 的 s 是正 的 . 注意 , 在 (10.4.7) 中 令 s =0 给 出 p=a+ 1, 它 对 应 于 平凡 共 
i. 
因此 , 在 w 与 2r 是 可 通 约 的 情形 , 带 有 项 (10.4.4) 的 规范 形 具有 由 s > 0 的 关 
系 (10.4.7) 和 (10.4.8) 确定 的 其 它 项 . 
为 了 构造 规范 形 , 我 们 按照 9.3 节 给 出 的 相同 方法 并 引入 复 变量 使 得 线性 部 分 
变 成 对 角形 . 设 


z= 71+iz2, 
将 (10.4.2) 写 为 
z+ J CpqzP "4. (10.4.9) 
Pa 
下 面 我 们 应 用 变换 "e 
z=w+) anwu" (10.4.10) 
py 
使 得 在 新 变量 下 映射 
wae (Ewu) (10.4.11) 
Pa 


有 尽 可 能 多 的 零 系数 Cp 
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将 (10.4.10) 代入 (10.4.9) 并 合并 同类 项 ww: 的 系数 , 我 们 得 到 下 面 联系 Cpa 
和 0s。 的 关系 式 : 对 p+q=2 为 
Cha + apale 0-0-9 — 1) = e Cp, (10.4.12) 
对 p+g>2 为 
Cha + apale 0-0-9 — 1) = e-™ Cpa + Spq( ese), (10.4.13) 
其 中 Spa(ast) 是 仅 依赖 于 an 的 某 多 项 式 , 指标 s 和 满足 s+t< p+q. 因此 我 们 
可 以 从 p+g= 2 开始 计算 系数 apa. 此 外 , 若 
e-a- +1, 
则 若 令 区 
eC pg + 
om Soe 
对 应 的 系数 CF, 可 去 除 . 当 p = q + 1, 或 者 如 果 关 系 式 (10.4.7) 一 (10.4.8) 之 一 成 立 ， 
则 
ee) m], 
因此 , 一 般 Ch, 不 能 被 去 除 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 令 ap, 
Cpa = pg + Spa cent) 
与 Coq MURA, 这 里 Spo 是 (10.4.13) 中 的 多 项 式 . 
关于 w 与 2r 是 否 可 通 约 对 某 些 进一步 的 计算 是 方便 的 , 在 非 共振 情形 , 其 中 
w/2r 为 无 理 数 , 这 很 简单, 因为 在 那里 只 出 现 平凡 共振 . 因此 , 对 任意 给 定 的 整数 p 
(不 超过 (r - 1)/2, 其 中 r 是 映射 的 光滑 性 次 数 ), 多 项 式 变换 将 映射 化 为 形式 
D= wll + Clw? +--+ Crei plo”) + olw???) (10.4.14) 


在 极 坐标 w = Rere F, 映射 (10.4.14) 取 形式 


, 于 是 共振 系数 Cf 通过 


R=R+ R+- + LpR®H + of RP*1), 


(10.4.15) 
F=ptw+MUR+ +R? + o(R?), 
其 中 Ly 和 Or 的 值 由 Cj 541 表示 , j < 大 例如 
Li=a, M = Bi, 
PI st m=- 好 (10.4.16) 


这 里 Chay, San + ibe- 
值 Li #4 Lyapunov $. 
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定理 10.3” 设 Le 是 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 (X i< kH Le #0, Li = 0). W 
当 Le < 0 时 不 动 点 O 渐 近 稳定 , 当 L > 0 时 它 不 稳定 . 


证 明 ”由 (10.4.15) 我 人 有 
R= R(1 + LR + of R*)). (10.4.17) 


由 此 得 知 , 如 果 Ly < 0, 则 R< R, BI V(R, g) = R 是 Lyapunov 函数 , 因此 不 动 点 
渐 近 稳定 . 在 情形 L > 0 我 们 有 


R= RU — Ly R* + of R*)). 
因此 È> R. 故 R EBAY Lyapunov 函数 , 从 而 得 知 不 动 点 不 稳定 , 证 明 完 毕 


注 ”由 公式 (10.4.16) 得 知 , 在 一 般 情 形 不 动 点 的 稳定 性 由 量 Re C2, = Li 确 
SE. 若 Re Ch, < 0 则 不 动 点 稳定 . RZ, 当 Re Cy, > 0 时 不 动 点 不 稳定 . 


我 们 可 以 用 下 面 的 公式 计算 Ch: 


Ch = non 


a t+Cue™, 


=} iw gle ae 
二 em ie 


其 中 Cpa 是 (10.4.9) 中 的 系数 . 因此 , 第 一 个 Lyapunov 量 是 


cos 3w 一 3cos2uw + 2 cos 
Lr = Renn) a 
sin 3w — 3sin2w + 2sinw 


Hin C2001. ad 


-lcm ~ FIC)? + Re Cas -cosw + Im Cn -sinw 


根据 Lyapunov 量 的 符号 , 所 考虑 的 不 动 点 O 称 为 稳定 复杂 (B) 焦点 或 者 不 
稳定 复杂 (B) 焦点 . 

车 L < 0, 则 对 原来 的 高 维 映射 (10.4.1), 不 动 点 也 是 稳定 焦点 . 此 外 , 它 的 主 
流 形 与 中 心 流 形 WC RA. 这 意味 着 所 有 的 正 半 轨 线 , 除了 在 非 主流 形 W ”上 的 轨 
线 , 都 沿 着 在 O 切 于 WO 的 螺 线 趋 于 O. 对 应 于 不 动 点 O 的 周期 轨道 也 渐 近 稳定 . 
附近 轨 线 都 围绕 周期 轨 线 卷 绕 地 趋 于 它 , 如 图 10.4.1 所 示 . 

在 Lyapunov 量 Li 是 正 的 情形 , 原 映射 的 不 动 点 是 弱 鞍 - 焦点 . 它 的 稳定 和 不 
稳定 流 形 分 别 是 We MWO, 如 图 10.4.2 所 示 . 


在 共振 情形 , 这 时 w = ax , 存在 两 类 非 平凡 共振 关系 (10.4.7) 和 (10.4.8) 以 
及 平凡 共振 . 对 相应 的 值 p i 4, AR (10.4.12) 和 (10.4.13) 中 的 系数 ap WF, M 


10.4 ”第 三 临界 情形 . BHR +375 + 


co 


Wi 。 轨 线 卷 绕 着 周期 轨道 趋 于 它 - 
La \ 


图 10.4.2 一 个 迁 代 的 鞍 - 焦点 


项 式 ww"? 在 标准 变换 (10.4.10) 下 仍 存在 . 因此 , 映射 (10.4.2) 变 成 下 面 的 规范 形 


w= entM/N ( +E Ow + Op we iP Pt Ne 
ai poe 
+= Comma me) + ollu?) 
420321 (10.4.18) 
= eM/N (» (: +E Cyst) Fe etna 


pai s21 p21 
Fm ECronesa) +ollwi?”**), 
人 生 

其 中 和 式 到 过 所 有 指标 , 因此 对 某 正 整数 P, 单项 式 次 数 不 超 过 (2P +1), P 可 选择 
任意 大 , 但 不 得 超过 >, 是 系统 的 光滑 次 数 - 

由 依赖 值 N 的 公式 (10.4.18) 得 知 , 下 面 三 种 情形 之 一 会 发 生 : 

(1) N = 3: 盏 = e?/3(w + Caw?) + ollwl?). 
2(w + CsluPw + Cag") + olll). 
EMIN (w + Calw žw) + olw?) 
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我 们 看 到 在 强 共振 值 v = 等 和 w= 的 情形 , 规范 形 的 主要 阶 与 其 它 w 
的 规范 形 是 不 同 的 . 在 下 一 节 我 们 将 考虑 强 共振 , 但 现在 我 们 先 讨论 弱 共 振 的 情形 : 
w= ——, N25. 

在 给 定 的 情形 , 映射 (10.4.18) 可 写 为 


面 = EmiM/N (ef + Toh) 十 Coys") +o(|w|™-*), (10.4.19) 


p31 
其 中 的 和 式 取 遍 所 有 满足 2p +1< N 一 1 的 p. 在 极 坐标 下 有 


R= R+ LR +--+ LpRPH +0(RN~?), 
(10.4.20) 
P= ptw+ MR +--+ NRP + of RN), 
这 里 P 是 小 于 (N/2— 1) 的 最 大 整数 
公式 (10.4.20) 类 似 于 非 共振 情形 的 公式 (10.4.14), 差别 仅仅 是 在 弱 共 振 情形 只 
有 有 限 个 Lyapunov 量 Li,- ,Lp 有 定义 (例如 , 当 N = 5 ML, 有 定义 ). 若 这些 
Lyapunov 量 中 至 少 有 一 个 非 零 , 则 定理 10.3 成 立 , 即 依赖 于 第 一 个 非 零 Lyapunov 
量 的 符号 , 不 动 点 或 者 是 稳定 复杂 焦点 , 或 者 是 不 稳定 复杂 焦点 (高 维 情形 中 的 复杂 
BE -焦点 ) 


10.5” 强 共振 
回忆 强 共振 对 应 于 频率 值 w = 等 和 w= 5 对 前 一 情形 , 映射 的 规范 形 是 
w= /w+ Cow?) + of|w)?). (10.5.1) 


我 们 将 仅 考虑 Cia + 0 的 情形 . 设 C = (Cial, ce = D. WER w = weel 将 
这 映射 化 为 
w= 2/3 (w+ w?) + of|w)*). (10.5.2) 

定义 10.2 m- 出 形 是 同 胚 于 从 一 点 (SEAL) 出 发 的 m 条 射线 的 并 的 
集合 . 

定义 10.3 ”如 果 平 面 中 不 动 点 的 稳定 流 形 W 和 不 稳定 流 形 W* 是 顶点 在 不 
动 点 的 m - 扇形 , 使 得 在 We 的 任何 两 个 相 邻 射线 之 间 存 在 W， 的 一 条 射线 , 且 反 
之 亦 然 , 则 称 这 种 不 动 点 为 具有 2m 条 分 界线 的 鞍点 

定理 10.4 RY (10.5.2) 的 不 动 点 是 不 稳定 的 , 且 它 是 具有 6 条 分 界线 的 鞍 
点 , 如 图 10.5.1 Bras. 


10.5 Æ 共 R “arr: 


ZN 


图 10.5.1 具有 6 条 分 界线 的 鞍点 


证 明 ” 较 方便 的 不 是 考虑 映射 (10.5.2) 本 身 , 而 是 考虑 它 的 三 次 选 代 , 我 们 有 


= /9(y + w? +--+) = iww? +--+), 
(10.5.3) 
Ü= wtw? t, 
其 中 省 略 号 表示 三 阶 和 更 高 阶 项 . 
考虑 微分 方程 
w=, (10.5.4) 


沿 着 此 方程 的 轨 线 在 时 间 t = 3 的 移 位 映射 具有 (10.5.3) 的 形式 . 为 证 明 这 一 点 , 将 
(10.5.4) 写 为 


we = wo +f w7?ds. (10.5.5) 
应 用 这 个 公式 允许 我 们 将 (10.5.4) 的 解 作为 逐次 通 近 wf”: 
wh") = wo + i : (w )?ds (10.5.6) 
的 极限 . 对 第 一 次 近似 , 我 们 有 
wl? = wo + tug. 


对 第 二 次 近似 , 我 们 有 


a, 
uP = wo + tug? + Pugu + Ped 
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不 难看 到 所 有 的 近似 直到 包括 二 阶 项 都 相同 , 因此 我 们 有 


wh” = wo + tw§? + olw’). 


从 而 , 方程 (10.5.4) 的 解 有 相同 形式 由 此 得 知 , 沿 着 系统 (10.5.4) 的 轨 线 在 时 间 
t= 3 的 移 位 映射 具有 (10.5.3) 的 形式 
系统 (10.5.3) 可 以 积分 . 为 此 我 们 引入 极 坐标 w= Re. 于 是 得 到 
dpe a em, 
R+iRp = Re, 
或 者 
R= Rcos3y, 
= —Rsin3y. 
时 间 变换 Rat 一 dt 后 , 系统 化 为 形式 


(10.5.7) 


注意 到 函数 


H = 到 sin3yp 


是 (10.5.7) 的 首次 积分 ,我们 平凡 地 得 到 , 函数 万 的 等 位 线 是 系统 (10.5.7) 的 积分 
曲线 . 由 方程 sin3p = 0 给 出 的 等 位 线 H = 0 包含 平衡 态 , 且 是 由 射线 


p= (n= 0-45) 
定义 的 6 - RITE. 在 具有 偶数 n 的 射线 上 的 运动 方程 是 
R=R, 


FAILS t 一 +o0 时 R 沿 着 这 些 射线 无 限 地 增加 . 在 具有 奇数 n 的 射线 上 运动 方程 
是 


= >R, 
BB t+ -oo 时 RATE. 因此 射线 
2m 
DL 
是 平衡 态 的 不 稳定 分 界线 , 而 射线 
_ "(2n+1) 
3 


一般 来 讲 ,我 们 必须 证 明 逐 次 逼近 收敛 ,这 很 容易 验证 : 如 果 时 间 + 的 区 间 有 限 , 又 lwo| 充分 
小 , 我 们 可 以 应 用 Banach 压缩 映射 原理 


10.5 强 共 f +379 


图 10.5.2 ”具有 6 条 分 界线 的 共振 不 动 点 . 每 对 分 界线 之 间 的 交角 是 r/3. 


则 是 稳定 分 界线 (n = 0,1,2). 其 余 轨 线 有 双 曲 线形 状 , 1 t — +00 和 t+ 一 -oo 时 它 
们 的 渐 近 线 分 别 是 不 稳定 和 稳定 的 分 界线 , 如 图 10.5.2 所 示 . 

显然 , 对 沿 着 系统 (10.5.4) 轨 线 的 移 位 映射 , 其 不 动 点 也 有 相同 的 6 条 分 界线 ， 
就 是 说 定理 10.4 对 这 个 特殊 情形 成 立 . 为 了 考虑 一 般 情形 , 回忆 在 3.14 节 , 对 不 动 
点 附近 的 任意 映射 , 映射 的 某 些 和 迭代 可 以 用 沿 着 某 自治 微分 方程 系统 轨 线 的 移 位 映 
射 近似 到 任意 高 阶 项 .: 对 映射 (10.5.3) 这 样 的 系统 具有 形式 


w= w? + olw u"), (10.5.8) 


其 中 g = ollwl?). 为 了 求 函数 g, 我 们 可 以 将 (10.5.8) 的 右 端 写 为 具有 待定 系数 的 
Taylor 展开 , 然后 借助 于 g 的 Taylor 系数 用 逐次 通 近 法 求 时 间 移 位 映射 的 Taylor 展 
FE. 比较 上 面 移 位 映射 和 原 映射 (10.5.3) 中 的 相似 项 , 我 们 得 到 一 个 方程 组 , 从 它 可 
找到 g 中 所 要 求 的 Taylor 系数 . 这 个 方程 组 的 可 解 性 由 定理 3.23 保证 . 

映射 (10.5.3) 的 确切 表示 由 非 自 治 系统 


w= w? + g(w,w*) + 9(w,w*,t) (10.5.9) 


的 移 位 映射 给 出 , 其 中 5 是 t 的 周期 函数 , 周期 = 3, 此 外 依赖 于 t 的 项 可 以 使 其 
任意 小 (到 ollw|") Br, r 是 系统 的 光滑 次 数 ). 
在 极 坐 标 上 面 系统 可 以 写 为 
R= Rcos3p + gi (R, ẹ) + (Ret), 
p= —Rsin3¢ + 92(R, 9) + a(R, ¢,t), 


5 我 们 可 以 取 任意 的 非 自治 的 时 间 周 期 系统 , 使 得 考虑 的 映射 是 这 个 系统 的 Poincaré 映射 此 
后 , 3.14 节 描 述 的 规范 化 程序 就 可 应 用 - 


(10.5.10) 
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其 中 四 = O(R®), 92 = O(R?) 且 
hr =0(R"), G2 =0( RK"). (10.5.11) 
去 掉 非 自治 项 , 我 们 得 到 
R= Rcos3p + g(R,y), 


(10.5.12) 
$ = —Rsin3y + (R, p). 
引入 新 时 间 变量 
dr = Rat, (10.5.13) 
这 个 系统 取 下 面 的 形式 , 它 的 主要 项 与 (10.5.7) 的 相同 : 
R= Rcos3p + O(R?), (10.5.14) 


= —sin3y + O(R). 


当 p 的 值 不 同时 , 我 们 暂时 不 等 同 对 应 于 R= 0 的 点 . 因此 , 系统 (10.5.14) 的 相 空 
间 变 成 半 柱 面 . 在 不 变 圆周 R = 0 上 存在 由 方程 sin 3p = 0 确定 的 6 个 平衡 态 


(R=oep=wn 三 > (n=0,--- ,5). (10.5.15) 


n 为 偶数 的 平衡 态 在 圆周 上 稳定 , n 为 奇数 的 不 稳定 . 如 果 我 们 选择 小 = > 0, 则 从 区 
间 y € (r(2n — 1)/3,r(2n + 1)/3) 出 发 的 任何 轨 线 ( 异 于 y = 2rn/3) 的 正 半 轨 线 在 
有 限时 间 内 进入 点 2rn/3 的 e 邻 域 ; 负 半 轨 线 进入 点 r(2n 1)/3 或 者 点 r(2n+1)/3 
之 一 的 e BML. 由 于 关于 初始 值 的 连续 依赖 性 , 系统 (10.5.14) 从 R 充分 小 的 地 方 出 
发 的 轨 线 具有 相同 的 性 质 . 

我 们 证 明 对 非 自治 系统 (10.5.10) 的 轨 线 这 同样 成 立 . 首先 , 我 们 更 谨慎 地 考虑 
由 (10.5.13) 给 出 的 时 间 尺 度 化 .这 个 公式 的 意义 是 参数 化 (10.5.12) 的 轨 线 的 老 时 
a] t JÈ (R,p) 的 函数 , 而 参数 化 (10.5.14) 轨 线 的 新 时 间 由 


tnR9 = 人 ECS (10.5.16) 


定义 ,其 中 R (s; R, p) 是 系统 (10.5.14) 在 s = 0 从 点 (Ry) 出 发 的 轨 线 ， 
由 于 (10.5.14) 中 的 RIE R BOY, 故 对 有 限 r, 比 R/R 有 界 异 于 零 , 而 对 任意 
小 RR 它 为 无 穷 . 我 们 看 到 = 也 是 尺 阶 的 . 因此 由 公式 (10.5.16) 对 有 界 的 7 得 到 


H-0(5). #=0(5): #-0(7) (10.5.17) 
1 


此 外 , 容易 证 明 
(10.5.18) 


LE AU | 
Or R(T Rg) 
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由 于 这 个 导数 不 为 零 , 可 得 知 公式 (10.5.16) 也 定义 了 r 为 上 + 和 (R, yp) 的 函数 . 因此 ， 
公式 (10.5.13) 可 写 为 形式 
Fe Rs Toe, (10.5.19) 
Je" R= O(R?) M ọ = O(R) 由 (10.5.12) 给 出 . 
现在 我 们 考虑 系统 (10.5.10), 并 作 如 在 自治 系统 (10.5.12) 中 相同 的 时 间 变换 . 
即 新 时 间 变 量 r 由 (10.5.16) 定义 , 其 中 Re 是 (10.5.14) 的 解 . 所 得 系统 可 写 为 形式 


R= (Roma + po (R, e) + ROR gtr, Re) Mr Bp), 
g A (10.5.20) 
b= (-snae + pont) + os(R etlr Bp) ) XR), 
其 中 r 
b ETEN 
a at OR top” 
XL RAM $ h (10.5.10) 定义 . 这 些 RAM p REF (10.5.19) 中 的 那些 , 区 别 在 于 它 
们 分 别 含有 阶 为 o(R") 和 of RT) 的 项 ga 和 Go. 因此 对 有 界 的 r ( 见 (10.5.17) 和 
(10.5.18)) 有 


1 


* = 1 + o(R"-?). (10.5.21) 


1 EJI öt 
qa (onh + 95%) 
Or 
由 此 , 我 们 得 知 非 自治 系统 (10.5.20) 在 R = 0 有 确切 的 定义 , 此 时 恰 如 在 自治 系统 
(10.5.14), 它 取 形式 


ġ = 一 sin3p. 
从 而 , 非 自治 系统 (10.5.20) 在 R = 0 有 相同 的 平衡 点 , 此 外 , 所 有 满足 从 小 R 开始 
的 轨 线 在 有 限时 间 内 进入 这 些 平衡 点 之 一 的 小 邻 城 . 
因此 , 为 了 研究 在 小 R 下 的 系统 (10.5.20), 仍 需 要 考虑 平衡 态 小 邻 域内 委 线 的 
性 态 . 
对 某 kn, 系统 (10.5.20) 在 平衡 态 (R= 0,0 = T) 的 线性 部 分 等 于 系统 (10.5.14) 
的 线性 部 分 : 
k= R(-1)", 
o =9(-1)"*19 + ka R. 
它 的 特征 指数 是 (-1D” 和 9-1). 由 此 得 知 , 对 自治 系统 (10.5.14), 所 有 的 平衡 


SREBRA BAME n 的 平衡 态 有 不 稳定 分 界线 p= T + A 稳定 分 
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NAREN R= 0 LAB TOD p< Mm cy <D, 具有 奇 


Hen HERAT p= T a 的 稳定 分 界线 , TEM R= 0 上 的 拱 形 


-D < < a spa TAD panene 

现在 我 们 在 半 柱 面 上 构造 系统 (10.5.14) 的 相 图 , 如 图 10.5.3 所 示 . 于 是 , 将 贺 
M R=0 黏合 成 一 点 , 所 得 系统 (10.5.8) 的 平衡 态 w = 0 是 具有 6 条 分 界线 的 鞍点 ， 
如 图 10.5.3(a) 所 示 . 


w 
图 10.5.3 (a) 柱 面 的 截面 (b) 半 柱 面 上 轨 线 的 性 态 . 


为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 必须 对 非 自治 系统 E 5.9) 得 到 相同 结果 . 就 是 说 , 我 
们 必须 证 明 系 统 (10.5.20) HFR (R= 0,2 = 的 稳定 和 不 稳定 分 界线 的 存 
在 性 (和 唯一 性 ). 由 问题 的 对 称 性 ， om 点 ,例如 n = 1 的 平衡 点 

由 5.2 节 和 5.3 节 的 结果 , 为 了 证 明 非 自治 系统 的 鞍点 平衡 态 的 稳定 分 界线 的 
存在 性 和 唯一 性 , 只 需 验证 在 平衡 态 的 小 邻 域内 , 对 所 有 正 时 间 非 线性 项 以 及 它们 的 
所 有 导数 保持 很 小 . 因此 我 们 必须 验证 (10.5.20) 右 端的 函数 312R, p, tR, p,7))/R 
和 (4 - 1) 以 及 它们 的 导数 都 很 小 , 只 要 对 某 小 5 


o<R<5 |p- HE (10.5.22) 
事实 上 , 由 (10.5.20) 立刻 得 知 , 对 某 充 分 小 的 = > 0, 在 平衡 态 的 小 邻 域内 有 


R(r) < eR(O). 
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因此 , 只 要 验证 在 满足 
es 天 T>0 (10.5.23) 


的 这 部 分 平衡 态 邻 域内 的 非 线 性 项 保持 小 就 足够 了 . 事实 上 , 如 果 非 线性 项 在 那里 
是 小 的 , 则 在 由 (10.5.22) 和 (10.5.23) 定义 的 集合 外 面 , 可 以 改变 系统 使 得 对 所 有 
(RR,w,7) 它 变 成 大 范围 二 分 (详情 见 5.2 节 ). 由 5.3 节 的 结果 得 知 , 对 这 个 改变 的 系 
统 稳定 不 变 流 形 存在 且 唯 一 . 在 这 个 流 形 上 的 任何 正 半 轨 线 应 满足 (10.5.23). 因此 所 
得 不 变 流 形 位 于 系统 没有 被 改变 的 区 域 . 所 以 , 这 个 流 形 与 平衡 态 的 小 邻 域 (10.5.22) 
之 交 是 原 系统 的 所 寻求 的 局 部 不 变 流 形 . 

由 于 函数 页 ,> 和 它们 关于 时 间 的 导数 至 少 是 o(Rr 2?) Bh ( 见 (10.5.11)), 只 需 证 
BA (10.5.20) 和 (10.5.21) 中 的 函数 ttr, R, o) 的 导数 增长 不 快 于 R 的 某 个 负 宕 次 : 当 
光滑 次 数 > 足够 地 大 时 , 这 可 给 出 (10.5.20) 右 端的 非 线性 项 所 需要 的 微小 性 ， 现 
在 注意 系统 (10.5.14) 在 平衡 态 的 线性 化 的 谱 有 界 ， 它 的 下 界 是 A = -1 因此 , 在 
3 一 7 $0, 对 小 = > 0, 关于 系统 (10.5.14) 的 解 R* 我 们 有 下 面 估计 ; 

Rea-atr- < R'(s — 7; R, g) < Reatee- 
和 
ORT 
IR, p)" 

将 这 个 估计 代入 定义 tr, R, p) 的 公式 (10.5.16), 并 利用 (10.5.18) 和 (10.5.23), 我 们 
最 后 得 到 估计 


= O(cw+oc-9)， 


ot 1 
aay - (are) 
其 中 = 一 0 时 o > 0 趋 于 零 . 如 上 面 解释 的 , 这 个 估计 对 建立 非 自治 系统 (10.5.20) 
的 平衡 态 的 局 部 稳定 不 变 流 形 的 存在 唯一 性 已 经 足够 了 . 
从 而 , 我 们 建立 了 不 变 流 形 , BM (p, R,7) 空间 中 形 如 


p= F + ir) 


的 曲面 的 存在 唯一 性 ， 它 们 整个 由 系统 (10.5.20) 的 解 (p(7), R(7)) 组 成 ( 见 图 
10.5.3(b)). 对 奇数 n 这 些 是 稳定 流 形 : 7 增长 时 在 每 个 流 形 上 RAFE. 对 侦 
Bn, 它们 是 不 稳定 流 形 . 

由 于 系统 (10.5.20) 的 解 是 改变 时 间 变量 后 系统 (10.5.10) 的 解 , 我 们 已 经 证 明 系 
统 (10.5.10) 的 平衡 态 (R= 0,9 = T) 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 存在 唯一 性 由 
构造 , 这 些 流 形 是 系统 (10.5.10) 的 加 线 的 集合 , 这 些 轨 线 都 是 在 上 = 0 时 从 由 


y= = + fa(R,0) (10.5.24) 


唯一 确定 的 曲线 Cy 出 发 的 . 由 于 系统 (10.5.10) 的 右 端 关于 t 是 周期 的 , 在 上 = 0 
从 曲线 Ln 的 像 Z。 (在 沿 着 系统 的 轨 线 的 一 个 周期 的 映射 下 ) 上 的 点 开始 的 轨 线 也 
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组 成 不 变 流 形 . 由 唯一 性 , 这 必须 是 同一 个 不 变 流 形 , 因此 Ly = Ly. 但 是 这 个 映射 
在 系统 (10.5.10) 的 一 个 周期 上 是 映射 (10.5.3). 因此 , 我 们 建立 了 所 给 映射 的 不 动 点 
w=0 的 6 个 不 变 流 形 Co,… ,Cs 的 存在 性 (三 个 稳定 三 个 不 稳定 ), 由 此 得 定理 的 
论断 . 


E ”在 高 维 情形 , 那里 除了 中 心 坐标 还 存在 稳定 坐标 , 不 稳定 集合 由 三 条 曲线 
组 成 , 而 稳定 集 是 由 一 东 沿 着 非 主流 形 We 相交 的 三 个 半 平面 组 成, 三 维 例子 如 图 
10.5.4 所 示 . 


Miosa Re 中 共振 I 不 动 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 拓扑. 


现在 我 们 详细 阐述 共 振 w = F 这 时 这 个 映射 的 规范 形 是 
w =e (w + Ch |wl?w + Chgw™) + o(hwl3). (10.5.25) 


我 们 将 假设 Cho # 0. 于 是 经 变换 w — co/4CW 后 , 其 中 Cha = Cel, 这 个 映射 化 
为 形式 
w= e"/2(w + (L+ iN)w w +w?) + olw), (10.5.26) 


He L+in=Ch, VE. 

定理 10.5 在 L<0 且 以 +92 > 1 的 情形 下 , 不 动 点 渐 近 稳定 . 在 工 > 0 且 
12492 > 1 的 情形 下 , 不 动 点 不 稳定 , 当 L+ < 1 时 , 它 是 具有 8 条 分 界线 的 鞍 
点 . 


我 们 将 仅 对 映射 (10.5.26) 的 四 次 选 代 


DO =w+ aL + iO) |wl?w +w?) + olw?) (10.5.27) 
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与 某 自治 系统 的 时 间 移 位 映射 重合 的 情形 证 明定 理 (一 般 情形 的 处 理 基本 上 与 上 一 
个 定理 的 方法 相同 ). 
将 自治 系统 写 为 形式 
w = Bijw w+ Bow"? + O(|w/*), (10.5.28) 
其 中 B, 和 By 还 未 确定 . 将 (10.5.28) 重 写 为 
w= wot [CBs + Baa2+olulo)a 
并 由 逐次 通 近 法 构造 它 的 解 . 第 一 步 我 们 有 
wy = wo + (Bilwol?wo + Bawd?)t + O(|wol*). 
容易 看 到 所 有 的 近似 有 相同 形式 , 因此 方程 (10.5.28) 的 解 有 相同 形式 . 如 果 我 们 令 
t= 4, 可 得 知 映射 (10.5.27) 直到 三 次 项 与 沿 着 任何 形 如 
w= (L+iN)wlw + ws + gliw, w) (10.5.29) 
的 系统 的 轨 线 的 移 位 映射 重合 , 其 中 9 从 四 次 项 开始 . 如 上 , 对 其 个 9 我 们 假设 映 
射 (10.5.27) 与 沿 着 系统 (10.5.29) 的 轨 线 的 时 间 t = 4 移 位 恰好 重合 , 引入 极 坐标 
w = Ree, 我 们 得 到 
R= R?(L + cos4y) + O(R*), 
p= RI(Q -sin4y) + O(R’), 
或 者 经 过 时 间 变 换 Redt 一 dt 后 化 为 : 
R= R(L + cos 4¢) + O(R?), 
ġ =2-sin4y + O(R). 
不 失 一 般 性 , 假设 9 > 0, 因为 变换 y 一 -yp 不 改变 系统 的 形式 但 改变 A 的 符号 . 
FE L= 0 Bt, (10.5.30) 的 截断 系统 
R= Recos4p， 
p=2—sindy 


(10.5.30) 


有 首次 积分 

H = Re(n 一 sin4p). 
注意 到 当 L < 0, 9 > 1 时 对 充分 小 RR 函数 H 是 原 系统 (10.5.30) 的 Lyapunov 函数 、 
事实 上 , 由 于 > 1 显然 对 尺 > 0 有 H> 0. 我 们 验证 H <0, BM H_R+ Hp <0. 
后 面 的 不 等 式 可 以 重 写 为 


4F4(Q -sin4p)(E+eosap) 一 4R4Q — sin 4p) cos 4y + O(R®) < 0 
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或 者 
4R*(Q — sin4p)L + O(RS) < 0, 
如 果 工 <0 且 9 >1 这 显然 对 所 有 充分 小 的 RR 满足 
存在 Lyapunov 函数 意味 着 不 动 点 渐 近 稳定 , 即 在 这 种 情形 下 定理 成 立 ， 我 们 
可 以 对 扩大 的 参数 区 域 : OF +L? > 1,L < 0 构造 Lyapunov 函数 .为 此 考虑 函数 
V = RA(6—sin4y), 并 证 明 对 适当 选取 的 8 它 是 Lyapunov 函数 . 事实 上 , 我 们 需要 
在 R>0 有 V>0, 即 


B>1, (10.5.31) 
UR V <0, 即 风度 + Vig <0. 后 一 个 不 等 式 可 重 写 为 形式 
4R4(B — sin4y)(L + cos 4y) — 4R*(Q -sin4p)jcos4p 二 OUR5) < 0. 
为 了 对 足够 小 的 R 满足 这 个 不 等 式 , 只 需 对 所 有 o 有 
(8 ~ sin 4y)(L + cos 4y) — (一 sin4p)cos4p < 0, 
或 者 
BL — Lsin4y + (B — N) cos4p < 0. 
这 等 价 于 (由 于 AL < 0) 
L? + (8-0)? < PL. (10.5.32) 
容易 验证 满足 (10.5.31) 和 (10.5.32) 的 8 M 1? +07 > 1 永远 存在 : 当 > 1 
时 , 我 们 可 以 令 8 = 0; 当 |L| > 1 时 , 任何 充分 大 的 数 可 以 取 作 p; 在 任何 其 它 情形 ， 
mo p=". 
如 果 工 > 0, 则 函数 V 是 由 (10.5.30) 将 时 间 改 变 方向 得 到 的 系统 的 Lyapunov 
函数 . 因此 , 系统 (10.5.29) 的 平衡 态 , 从 而 , 映射 (10.5.27) 的 不 动 点 在 这 里 是 完全 不 
稳定 的 . 


最 后 让 我 们 考虑 L? +0? < 1 的 情形 . 如 同 我 们 对 共振 = 所 做 的 , 假设 系统 是 
定义 在 半 柱 面 上 . 于 是 它 有 8 个 平衡 态 


(R=0,¢= $n), =0 7)， 


其 中 yn 满足 方程 
N- sins =0. (10.5.33) 
在 平衡 态 系统 的 线性 部 分 有 形式 
R= R(L + cos4pn)， 
p= —(Acos4yn)y + kn R. 


图 10.5.5 。 半 柱 面 的 截面 . 


图 10.5.6 ”每 个 迭代 将 稳定 (不 稳定 ) 流 形 贞 r/2 角度 


线性 化 矩阵 的 行列 式 等 于 
A = -4cos4pn(L + cos 4n). 


从 (10.5.33) 得 知 | cos 4pn| = (1 — 9)/?, 因此 , | cos4pn| > |L]. 由 此 , 值 cos4p 和 
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(L + cos4yn) 有 相同 的 符号 , 且 行 列 式 A 是 负 的 . 因此 , 我 们 得 到 所 有 的 平衡 态 如 
在 2r/3 的 情形 都 是 鞍点 . 系统 (10.5.30) 在 半 柱 面 上 的 相 图 如 图 10.5.5 所 示 . 如 果 
我 们 将 所 有 R= 0 的 点 等 同 , 所 得 结果 为 具有 8 条 分 界线 的 鞍点 , 如 图 10.5.6 MR. 


10.6 ”稳定 性 边界 上 通过 的 强 共振 


我 们 已 经 在 上 面 几 节 看 到 , 强 共 振 临 界 不 动 点 的 定性 性 态 与 非 共振 或 者 纶 共振 
的 有 着 本 质 的 不 同 . 因此 自然 要 问 , 当 频率 变 化 时 在 强 共振 点 上 将 发 生 什么 ? 特别 
地 , 在 共振 w = 2r/3 的 情形 , 不 动 点 一 般 是 具有 6 条 分 界线 的 鞍点 , 但 是 当 引入 任 
意 小 去 谐 时 , 这 个 点 就 变 成 弱 焦 点 (稳定 或 不 稳定 , 依赖 于 第 一 个 Lyapunov 量 的 符 
号 ). 我 们 要 回答 的 问题 是 在 临界 时 刻 前 后 动力 学 是 如 何 发 展 的 ? 

在 稳定 性 边界 上 , 对 w 接近 于 27/3, 不 动 点 附近 的 映射 可 写 为 下 面 的 形式 


ü = etl2r/3+e(w 十 "2 十 Cl 十) (10.6.1) 


其 中 参数 e 测量 与 共振 的 偏差 ; 映射 右 端 的 系数 特别 是 C% 都 假设 连续 依赖 于 <. 我 
们 用 Te 记 映 射 (10.6.1). 

EH 10.6 BW Re Ch, < 1. 则 对 任何 小 e £0, 点 O(w = 0) WE. 此 外, 映射 
Te 有 周期 3 的 鞍点 周期 轨 线 (O1,O2,03), 它 与 点 O 相距 Ole). 每 一 点 O: 的 两 条 
不 稳定 分 界线 之 一 趋 于 O, 另 一 条 不 稳定 分 界线 离开 原点 的 邻 域 . 周期 轨 线 的 稳定 
分 界线 组 成 点 O 的 吸引 盆 的 边界 ( 见 图 10.6.1) 


因此 , 当 参 数 趋 于 强 共 振 时 , 鞍点 环 从 原点 邻 域 的 外 面 连续 地 收缩 到 点 O. 在 确 
切 的 共振 时 刻 它 崩 塌 到 O 使 得 后 者 变 成 不 稳定 . 通过 共振 , 环 与 点 O 的 距离 重新 改 
变 , 当 e 进一步 变化 时 环 离开 O 的 (小 ) BR. Re Cy, > 1 的 情形 相同 , 但 要 应 用 于 
BRM Tot; 此 时 点 O 对 e £0 是 完全 不 稳定 的 . 

我 们 跳 过 定理 10.6 的 证 明 , 因为 它 是 研究 强 共振 临界 点 分 支 的 更 一 般 问题 的 一 
部 分 (IL Arnold [20] 以 及 Guckenheimer 和 Holmes [64]), 这 超出 了 本 书 的 范围 . 我 
们 在 这 里 代 之 以 考虑 一 个 模型 例子 . 

考虑 映射 (10.6.1) HERE 


B= iw + (1 +e + ew? + (3Cpe +4+2e 3 )w w+ (10.6.2) 
其 中 省 略 号 表示 |w| 的 四 次 和 更 高 次 的 项 . 可 以 证 明 映 射 (10.6.2) 与 某 个 形 如 
w = iew + (1 + an(e)w? + (Ch 一 1+aa(e))hoPuw 二 fo ,t) (10.6.3) 


的 微分 方程 在 时 间 t = 3 的 移 位 映射 重合 , 其 中 oa(e) 和 aale) 是 = 一 OME F EN 
某 函 数 , 函数 f 以 四 阶 小 项 开始 (更 多 细节 见 上 一 节 )- 
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图 10.6.1 e 变化 时 相 图 的 变化 . 对 正 的 和 负 的 e, 不 动 点 稳定 . 当 = 改变 符号 时 原点 附近 的 旋转 
方向 改变 . 


ewet sreli tan (e))/3 


为 确定 起 见 , 假设 。> 0 (e < 0 论断 类 似 ) PER w 一 A — 和 
t> É. 于 是 方程 (10.6.3) 可 以 写 为 


t = iw + w”? +e(Ch(0) — Dlwl?w + ole) (10.6.4) 
(回忆 Ch, 也 是 e 的 函数 , 但 Ch (0) 只 是 常数 ). 去 掉 ofe) 项 并 考虑 截断 方程 


ty = iw + w? + (Cy, (0) — 1)lw Pw. (10.6.5) 
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在 极 坐标 w = Reie F, 它 写 为 


R= R?cos3p + eLR?, 


(10.6.6) 
B=1— Rsin3y + QR. 
在 直角 坐标 w= z + iy F, (10.6.6) 取 形式 
é=-y+2?—y +e(Le—Qy)(z? +°), 
(10.6.7) 


ý= z — 2ry + e(Nz + Ly)(2? +y?), 
其 中 Cp (0) — 1 = L + iN (回忆 在 考虑 的 情形 下 我 人 有 Re Ch, <1, BL <0). 
在 e = 0, 系统 除了 原点 O 外 ,还 有 三 个 平生 态 01(0,1),0。 ea 3) 和 


os (92,5). tem, Hk y = Foy = Vie y= -Vie = 1 ORLA 


0205, 0102 和 0:103, 它们 在 e = 0 关于 系统 (10.6.7) 不 变 . 此 外 , 函数 
E= (v-3) 0- v+ nyt v+, 
或 者 在 极 坐标 下 a 
HSE _ Rsingy— 3 


是 系统 在 < = 0 的 首次 积分 . 等 位 集合 H = 0 如 图 10.6.2 所 示 . 因此 点 O 是 中 心 ， 
01,02, Os 是 鞍点 . 糙 点 的 分 界线 是 不 变 直线 . 此 外 , 点 Or 的 不 稳定 分 界线 与 点 O2 
的 稳定 分 界线 重合 , 等 等 , 如 图 所 示 . 因此 , 它们 一 起 构成 分 界线 连接 


图 1062 ”在 e=0 时, 不 动 点 是 中 心 . 鞍点 不 动 点 组 成 异 宿 环 . 
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Me £0 时 函数 (# + 5) 是 在 原点 的 平衡 态 的 Lyapunov 函数 
H = HgR + Hig = 3eLR4(1 + O(R)) <0, 


因此 原点 渐 近 稳定 ， 对 所 有 小 <, 平衡 态 Oi,Oa,Os 仍 保持 为 鞍点 ， 它 们 的 分 界线 
性 态 的 三 个 变 式 仍 是 可 能 的 : (1) 保持 分 界线 连接 ; (2) 分 裂 为 向 外 分 散 的 不 稳定 分 
支 ( 见 图 10.6.3(a)); 或 者 (3) 分 裂 为 向 内 收敛 的 不 稳定 分 支 (图 10.6.3(b)). 让 我 们 
证 明 第 三 个 可 能 性 的 出 现 . 事实 上 , 由 (10.6.7) 看 出 , 对 < 4 O 系统 右 端的 散 度 为 负 
(div = 5 + 3 = 3eL(z? + y?)). 因此 , 沿 着 系统 的 轨 线 , 对 正 时 间 的 每 个 移 位 以 后 ， 
平面 上 任何 区 域 的 面积 都 必须 减少 . 另 一 方面 , 从 图 10.6.2 和 图 10.6.3(a) 我 们 看 到 
如 果 连 接 保持 , 或 者 它 向 外 分 裂 , 则 可 找到 区 域 , 它 的 面积 经 小 的 正 时 间 移 位 不 减少 
( 见 图 , Se > So). 因此 对 所 有 小 的 ©, 分 界线 连接 必须 分 裂 且 都 向 内 收敛， 


图 10.6.3 。 异 宿 连接 破裂 的 两 种 方式 . 讨论 见 正文 


显然 ， 当 t too 时 , 向 内 收敛 的 不 稳定 分 界线 原则 上 或 者 趋 于 点 O, 如 图 
10.6.1 所 示 , 或 者 趋 于 某 围绕 原点 的 周期 轨 线 , 如 图 10.6.4 所 示 . 但 是 , 在 后 一 情形 ， 
当 沿 着 系统 轨 线 移 位 时 , 由 这 条 轨 线 围绕 的 面积 不 减少 , 这 与 散 度 为 负 了 矛盾 . 这 意味 
着 分 界线 必须 趋 于 原点 . 

鞍点 平衡 态 是 移 位 映射 的 鞍点 不 动 点 , 相应 地 , 它们 的 分 界线 是 不 变 流 形 . 回 到 
原来 的 ( 非 尺度 化 ) 的 变量 , 我 们 得 知 不 动 点 必须 位 于 距离 原点 某 个 。 Br. 如 果 映 射 
(10.6.1) HEKRA (10.6.2) 是 简化 系统 (10.6.5) 的 移 位 映射 , 则 上 面 的 定理 可 由 我 
们 的 论述 得 到 , 因为 三 次 迭代 的 不 动 点 Oi,Oa,Os 对 应 于 原 映射 的 周期 3 环 . 

但 是 , 一 般 地 , 对 所 有 © BRAT (10.6.2) 可 能 不 是 沿 着 自治 系统 轨 线 的 移 位 映射 . 
因此 , 为 了 证 明 如 图 10.6.1 显示 的 情况 会 发 生 , 我 们 需要 验证 (我 们 不 进行 ) 非 自 治 系 
统 (10.6.4) 的 移 位 映射 的 鞍点 不 动 点 的 整个 不 变 流 形 完全 充分 接近 截断 系统 (10.6.5) 
的 分 界线 . 
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图 10.6.4 ”围绕 原点 不 出 现 周期 轨道 的 几何 解释 由 于 时 间 移 位 映射 的 面积 当时 间 增加 时 缩小 
围绕 原点 的 极限 环 不 可 能 存在 ， 


的 情形 , 情况 更 加 微妙 . 考虑 由 


w= eH w + w? + Ch (e)lw Pw) + olw?) (10.6.8) 


定义 的 映射 族 Te, 它 在 = = 0 时 通过 共振 . 设 C3 (0) = L+ iN. 
定理 10.7 设 工 <0. 则 


(D 如 果 工 < -1 则 对 所 有 小 e, 不 动 点 O (w = 0) WARE, 它 吸 引 不 依赖 于 < 
的 某 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 ; 

(2) 如 果 L? 4.02 < 1, 则 对 任何 小 天 0, 点 O 渐 近 稳定 . 此 外 , BUN Te 有 周期 
4 的 与 点 O 有 O(V 同 ) 阶 距离 的 鞍点 环 (0;, 02,03,04). 每 个 O; 的 两 条 不 稳定 分 
界线 之 一 趋 于 O, 另外 的 离开 原点 的 邻 域 . 鞍点 环 的 稳定 分 界线 构成 点 O 的 吸引 贫 
的 边界 ( 见 图 10.6.5); 以 及 

(3) MUR 0 > L> -1 和 LHA? > 1, 则 对 所 有 小 = 点 O 渐 近 稳定 , 并 当 eM > 0 
时 吸引 大 小 不 依赖 于 的 小 邻 域内 的 所 有 轨 线 . 当 ef < 0 时 , 从 点 O 分 支出 两 条 周 
期 4 轨 线 : 一 条 是 由 点 (O:, O2, Os, O4) 组 成 的 鞍点 , 另 一 条 是 由 (04 04,05, 04) 组 
成 的 稳定 环 , 如 图 10.6.6 所 示 . 点 O 的 一 条 不 稳定 分 界线 趋 于 0, 另 一 条 趋 于 O4 
0; 的 稳定 分 界线 将 点 O HRT (01, O, O5, 04) 的 分 开 . 

代替 这 个 定理 的 证 明 , 我 们 仅 考虑 简化 方程 系统 的 动力 学 . 映射 (10.6.8) 的 四 次 
和 迭代 有 形式 


DO = etie (w+ 4Cp (€) [wl w) + w (et + eM) +e) + 0f\w)?). 
这 个 映射 与 某 个 形 如 


wy = iew + (1+ an(e))w + (L+ iN + an(e))|wl?w + glw,w*,t) 
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的 非 自治 系统 在 时 间 t = 4 的 移 位 映射 重合 , 其 中 g = olw). 通过 用 VE| 和 lel 分 
别 对 w 和 时 间 t 尺度 化 , 并 令 = 一 0 取 极限 , 我 们 得 到 简化 系统 


t = idw + (L+i2)|w)?w + (10.6.9) 


s<0 


© 


图 10.6.5 4 e 变化 时 相 图 的 改变 (这 里 LA +07 <1). 
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其 中 5 = 41 = signe. 
在 直角 坐标 下 这 个 方程 写 为 形式 


& = —by + (La — Ny)(1? +4?) +23 — 3zy?, 
ý = öz + (Le + My)(2? + y?) — 3r?y +y’. 
在 极 坐标 下 对 应 的 系统 是 


(10.6.10) 


R= R?(L + cos4y), 


= 6+ RA- sin4p). (106.11) 


从 (10.6.11) 立刻 得 知 当 工 < -1 时 R <O, 因此 系统 (10.6.11) 的 所 有 轨 线 都 趋 于 原 
点 , 这 就 确认 了 上 面 定理 的 论断 - 

为 了 研究 对 应 于 情形 0 > L> -1 的 系统 , 我 们 指出 系统 右 端的 散 度 为 负 且 等 
F AL (x? +y?) < 0 ( 见 (10.6.10)). 由 此 (对 系统 (10.6.5) 重复 相应 的 论述 ) 得 知 系统 
(10.6.10) 既 没 有 闭 轨 线 也 没有 分 界线 连接 .如 同 对 平衡 态 , 它们 可 容易 地 由 极 坐标 
方程 得 到 ( 见 (10.6.11)). 

M 12 +07 > 1 时 , 若 Q5 > 0, 则 系统 仅 有 一 个 平衡 态 (在 原点 ). 这 个 平衡 态 稳 
定 且 吸引 系统 的 所 有 轨 线 . 为 证 明 这 点 只 需 验证 函数 


V = RA(6 — sin 4p) + 285R? (10.6.12) 


Xt O > 0 和 5= 1 FE Lyapunov 函数 ,其 中 是 在 上 一 节 构 造 Lyapunov 函数 时 由 关 
系 式 (10.5.25) 一 (10.5.26) 定义 的 值 . Q < 0, 5 = -1 的 情况 可 通过 变量 变换 y 一 -y 
化 为 已 给 情形 . 当 05 < 0 时 除了 零 平衡 态 外 , 系统 还 有 8 个 另外 的 平衡 态 , 即 四 个 
BEST O1, O2, Os, Os 和 四 个 稳定 平衡 态 Of 03,05, 04. 后 者 的 坐标 由 关系 式 


4p=-L, än tpm 1- R?=—— + 
cos 4p =—L, sin dp 1-7, FR TETES 


确定 , 鞍点 的 坐标 由 
cos 4p=—-L, sindp=6V1~1?, R= awe 


确定 . 
点 O 稳定 , 函数 (2R? - SR sin 3p) 对 小 的 R AE Lyapunov 函数 . 显然, 鞍点 的 
稳定 分 界线 当 t 一 -oo 时 趋 于 无 穷 . 否则 , 它们 必须 趋 于 完全 不 稳定 周期 轨 线 或 者 
完全 不 稳定 平衡 态 , 但 这 不 存在 . 另 一 个 可 能 性 是 一 个 鞍点 的 稳定 分 界线 可 能 与 

一 个 鞍点 的 不 稳定 分 界线 重合 , 从 而 形成 如 图 10.6.2 所 示 的 但 有 四 个 鞍点 的 分 界线 
环 , 但 这 个 假说 与 负 散 度 的 条 件 矛 盾 . 不 稳定 分 界线 当 + 一 +oo 时 不 可 能 趋 于 无 穷 . 
为 证 明 这 点 , 验证 当 及 充分 大 时 对 (10.6.12) 中 的 函数 V AV <o. 因此 , 当 上 增加 
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S} 


o4 


图 10.6.6 ZÆ -1< 1b < 0,07 +07 > 1 的 情形 下 , H en < 0 时 的 相 图 . 通过 鞍 - 结 点 分 支 同时 出 
现 四 对 不 动 点 ， 


时 系统 的 所 有 轨 线 对 充分 大 的 C 必须 进入 某 闭 曲线 V = C 的 内 部 , 并 以 后 永远 在 
那里 . 相同 性 态 应 用 到 鞍点 分 界线 , 从 而 , 对 点 O 的 不 稳定 分 界线 仅 有 的 选择 是 一 
条 趋 于 O, 另 一 条 趋 于 Oj, 如 图 10.6.6 所 示 . 
TEP +O? <1, 系统 有 5 个 平衡 态 : 在 原点 的 稳定 平凡 平衡 态 以 及 其 它 4 个 对 
= 1 H ô = -1 是 鞍点 的 Cu, O2, Os, Os. 平衡 态 的 坐标 由 关系 式 


cos 4p=-L, sin 4p = 81-2, Ro eG 


求 得 . 如 同 在 上 一 情形 , 鞍点 的 稳定 分 界线 当 t 一 -oo 时 发 散 到 无 穷 . 为 了 证 明 点 
O: 的 不 稳定 分 界线 有 如 图 10.6.7 所 示 的 性 态 : 一 条 当 t 一 +00 时 趋 于 无 穷 , 第 二 
条 趋 于 原点 , 我 们 必须 证 明 它们 一 起 不 能 同时 趋 于 无 穷 . 为 此 , 对 大 的 R 考虑 系统 
(10.6.11). 引入 新 变量 z = R-? 并 作 时 间 变换 dt 一 zdt. 我 们 得 到 


z= -22(L + cos 49), 
$= ôz +N- sin 4p. 


(10.6.13) 


值 * = 0 对 应 于 R= +00. 系统 (10.6.13) 在 z = 0 有 由 关系 式 9 = sin dy 确定 
的 8 个 平衡 态 : 4 个 平衡 态 稳定 , 其 它 的 完全 不 稳定 , 鞍点 0; 的 稳定 分 界线 出 自在 
t= -oo 的 完全 不 稳定 平衡 态 , 从 每 一 个 出 来 两 条 分 界线 (因为 4 个 不 稳定 平衡 态 有 
8 条 分 界线 ). 从 图 10.6.7 现在 看 到 只 有 4 条 不 稳定 分 界线 当 t 一 +00 时 进入 在 无 穷 
远 稳 定 平衡 态 , 余下 的 必须 位 于 平面 的 有 限 部 分 内 , 因此 必须 趋 于 点 O. 


oo 


图 10.6.7 AERA EEA PR A R SURKEA. 
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我 们 已 经 在 10.4 WAR, 在 弱 共 振 o = ZM, > 5 的 情形 , 临界 不 动 点 的 稳 
定性 一 般 由 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 符号 确定 . 同样 情况 也 适用 于 具有 一 对 纯 虚 


特征 指数 的 平衡 春 的 临界 情形 但 是 , 它们 之 间 存 在 本 质 的 差别 , 就 是 说 对 共振 不 动 
点 , 只 有 不 超过 一 二 ~ 的 有 限 个 Lyapunov 量 有 定义 . 当 所 有 的 Lyapunov 量 都 等 于 


零 时 ， 不 动 点 小 仿 的 结构 问题 是 困难 的 ， 所 以 我 们 在 这 里 没有 研究 它 . 代 之 以 考虑 
下 面 两 个 例子 . 
第 一 个 例子 类 似 于 强 共振 . 考虑 映射 


面 = PMN (wt) (10.7.1) 
可 以 看 到 映射 (10.7.1) 的 N 次 选 代 与 沿 着 系统 
ù= (ww (10.7.2) 
的 轨 线 在 时 间 t= N 的 移 位 映射 直到 N 次 项 都 重合 . 在 极 坐标 下 这 个 系统 有 形式 
R= RN-icos Nọ, 
p= 一 RN-2sin Nọ. 


函数 
H=R sin Nọ 
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BRTRRMAKESD. BH 的 等 位 线 的 平凡 重 构 显示 , 在 原点 的 平衡 态 是 有 
2N 条 分 界线 的 鞍点 . 对 原 映射 (10.7.1) 的 不 动 点 也 同样 成 立 . 

事实 上 , 共振 不 动 点 并 不 仅 限 于 鞍点 和 稳定 (完全 不 稳定 ) 点 . 其 它 结构 的 例子 
由 映射 


w= MIN y + WNT (10.7.3) 


给 出 , 它 的 N KER, 直到 (N +1) 次 项 , 是 沿 着 系统 
w=wXt? (10.7.4) 


的 轨 线 的 移 位 映射 . 这 个 系统 在 极 坐标 下 为 


R= RN+lcos Ny, 
p= R" sin Nọ. 
它 有 首次 积分 g 
nase Ne 
RY 
积分 曲线 由 公式 


R=C(sin Nọ)“ 
给 出 . 我 们 现在 可 以 构造 相 图 (对 N = 3 见 图 10.7.1). 存在 2N 条 起 着 分 界线 作用 
的 (稳定 和 不 稳定 ) 不 变 射线 , 它们 将 相 平面 划分 为 2N TRUE (PA), 在 
每 个 扇形 域 的 内 部 , 任何 轨 线 都 是 双向 渐 近 于 平衡 态 , 即 + 一 boo 时 都 趋 于 O， 可 
以 验证 原 映射 (10.7.3) 的 不 动 点 邻 域 有 类 似 结构 . 


图 10.7.1 n= 2 时 的 不 动 点 . SRS ER AA S. 


Alls 通 往 稳定 性 边界 的 局 部 分 支 


对 临界 情形 的 研究 产生 许多 问题 : 为 什么 平衡 态 或 者 周期 轨道 的 稳定 性 在 稳定 
性 边界 的 某 些 情形 能 够 保持 , 而 在 另外 一 些 情形 则 不 能 ? 离开 稳定 性 边界 将 会 发 生 
什么 ? 

回答 这 些 问题 要 用 到 分 支 理论 . 在 这 一 章 . 我 们 仅 考虑 局 部 分 支 , 即 这 种 分 支出 
现在 临界 平衡 态 附近 , 以 及 在 Poincaré 映射 的 不 动 点 附近 . 我 们 局 限于 研究 最 简单 
但 却 关键 的 分 支 , 它们 与 上 面 两 章 讨论 的 临界 情形 有 直接 的 联系 . 

研究 分 支 问题 的 工具 箱 由 三 部 分 组 成 : 中 心 流 形 定理 , 约 化 定理 以 及 规范 形 方 
法 

任何 一 个 分 支 的 研究 必须 包含 选择 控制 分 支 的 独立 参数 .选择 参数 要 用 到 基于 
横 截 性 概念 的 光滑 映射 的 奇 点 理论 思想 . 在 简单 情形 , 控制 参数 的 选取 通常 与 常识 
一 致 对 更 复杂 分 支 的 参数 的 适当 选择 是 一 个 非 平凡 的 问题 . 


11.1 分支 曲 面 与 模 截 族 


由 某 个 参数 集 控制 的 实际 动力 系统 的 数学 模型 通常 是 一 个 微分 方程 系统 . 显然 ， 
对 由 理论 理想 化 分 析 所 得 的 实际 系统 , 即 对 模型 的 任何 阐述 必须 对 参数 难以 控制 的 
小 变化 不 太 敏 感 . 因此 , 一 个 标准 要 求 是 我 们 不 仅 要 考虑 一 个 单独 的 系统 , 而 且 还 必 
须 了 解 所 有 邻近 的 系统 发 生 了 什么 . 这 个 工作 对 粗 (结构 稳定 ) 平衡 态 和 周期 轨道 是 
满意 的 : 在 这 种 情形 下 , 系统 右 端 的 微小 扰动 不 改变 系统 的 定性 结构 . 相 比 之 下 , 对 
在 稳定 性 边界 上 的 系统 , 其 接近 系统 的 分 析 可 能 成 为 一 个 实际 问题 . 

考虑 微分 方程 族 

ż= X(z,8), 
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其 中 z e R", 以 及 e= (si,… ,cp) 是 参数 集 . 假设 对 某 个 = = eo, 系统 有 临界 平衡 
态 , 或 者 有 临界 周期 轨道 , 即 它 位 于 稳定 性 区 域 的 边界 Mm 上 . 一 般 地 , m 是 点 eo 邻 
域内 的 (p 一 1) 维 光滑 曲面 , 且 由 下 面 形式 的 方程 定义 


Se) =0, 01.1.1) 


其 中 
,_ (2% æ & 
= (22... 2) po (11.4.2) 
由 于 & 至 少 关于 一 个 参数 的 导数 不 等 于 零 , 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假设 
pad #0. (11.1.3) 
到 


显然 这 个 条 件 对 系统 右 端的 小 扰动 不 会 被 破坏 . 此 外 , 如 果 它 不 满足 , 在 所 考虑 的 
情形 下 这 可 对 族 X(z,e) 进行 小 变换 来 达到 ， 当 不 等 式 (11.1.2) 成 立时 我 们 就 说 族 
X(z,e) 关于 Mm 是 处 在 一 般 位 置 . 
如 果 我 们 令 
u= Blen ,Ep), (11.1.4) 


则 曲面 ot 简单 地 由 

p=0 
EM. 
进一步, 在 参数 空间 中 co 附近 的 任何 点 可 通过 坐标 e1,… ,sp-: 和 唯一 确定 ， 
Ay 00 /dey #0, 因此 ep 由 (11.1.4) 唯一 确定 . 如 果 我 们 从 (11.1.1) WH ep, 即 M 
表示 为 形式 


Ep = PED": Ep-1)s 
则 我 们 可 定义 
HE Ep = lEn ep- 
因此 
Ep= H+ P(E Ep1). 


数量 u 称 为 控制 参数 . 它 测量 从 参数 空间 的 点 到 曲面 M 的 距离, 而 e1,… sepa 给 
出 这 点 到 曲面 的 投影 , 如 图 11.1.1 所 示 . 
在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 将 考虑 写 为 下 面 形式 的 单 参数 族 


z= X(z,€1(u),--- ,ep(p)), 
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图 11.1.1 在 与 分 支 曲面 on BAR ATP EIS SH 


其 中 es(p) 是 光滑 函数 , Delu) = 4.， 这 样 的 族 在 曲线 
本 (0 二 ep() 


与 曲面 M 横 截 (无 切 ) 相交 的 意义 下 是 横 截 的 . 由 于 这 样 的 模 截 曲线 可 以 通过 任何 
充分 接近 于 e 的 点 定义 , 显然 为 了 研究 所 有 接近 于 之 = X(z,eo) 的 系统 只 要 分 析 横 
截 族 就 够 了 , 按照 Andronov 设置 (8.4 节 ), 这 包括 求 使 得 在 其 中 轨 线 定性 相似 的 / 
的 区 间 , 以 及 探究 在 对 应 于 这 些 区 间 边 界 的 pe 的 分 支 值 时 会 发 生 什 么 . 

一 个 理想 的 情形 (这 在 有 时 候 是 可 能 的 ) 是 所 有 接近 的 模 截 族 都 定性 地 相同 
(Arnold [20| 称 这 样 的 族 为 通 有 族 ). 研究 了 一 个 模 截 族 中 的 分 支 , 对 所 有 邻近 的 族 就 
可 以 有 一 个 完全 的 描述 . 

对 具有 额外 退化 的 系统 ( 例如 平衡 态 具有 零 特征 指数 以 及 第 一 个 Lyapunov fit 
为 零 ), 稳定 性 区 域 的 边界 在 点 co 可 能 失去 光滑 性 ， 也 可 能 存在 这 样 的 情况 , 那里 
边界 是 光滑 的 但 附近 不 同 的 单 参数 族 的 分 支 不 同 ( 即 不 存在 通 有 的 单 参数 族 , 例如 ， 
平衡 态 具有 一 对 纯 虚 特征 指数 以 及 第 一 个 Lyapunov 量 为 零 的 情形 ). 在 这 种 情形 下 
分 析 步骤 如 下 ， 考 虑 在 某 些 附加 条 件 下 选取 较 低 维 (小 于 fp - 1)) 的 曲面 mi, 使 
得 该 曲面 通过 点 eo 且 是 稳定 性 边界 的 一 部 分 .在 上 面 的 例子 中 这 个 条 件 是 第 一 个 
Lyapunov 量 是 零 . 如 果 加 上 (k 一 1) 个 附加 条 件 , 则 曲面 9 将 是 (p— k) 维 的 ， 且 由 


下 面 形 式 的 系统 
(6) =0, 
4 (11.1.5) 
(ec) =0 
EL 
工 为 了 满足 这 个 等 式 , 我 们 可 以 任意 选择 1(p),… ,ep-1(p), 但 cpl) 必须 满足 (11.1.4). 


11.1 SAS s: 


设 导数 矩阵 
bait 3 
De: Dep 
Der Dep 


的 秩 是 k, 即 它 有 最 大 秩 ,? 其 中 我 们 假设 p > k. 此 时 k 个 参数 可 用 其 他 参数 表示 ， 
即 


ep = palen Ept) es Epes = Galen Ep). 


我 们 引入 控制 参数 (对 上 = 2 见 图 11.1.2) 


图 11.1.2 余 维 2 分支 曲面 mY 是 三 参数 族 中 的 曲线 


a = Ep — Pie ,Ep-k) 
: (11.1.6) 


Hk Z Ep—kt1 — P(E, +Ep~k)- 


如 果 (11.1.5) 对 (ep-_k+1,… ,Ep) 不 可 解 , 我 们 仍 可 定义 


hi = Gilen ,ep), 
(11.1.7) 


Be = rl, ,Ep) 
现在 考虑 与 OY 模 截 的 上 参数 向 量 场 族 , 它 可 表示 为 形式 


(w,er(u),-+- Epl), 
2 于 是 我 们 说 族 关于 m 是 在 一 般 位 置 
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其 中 上 = (yay + ,px), si(p) 是 满足 (11.1.6) 或 (11.1.7) 的 某 些 光滑 函数 . 

这 样 的 情形 今后 就 称 为 余 维 上 分支， 曲面 OY 称 为 余 维 k 分支 曲 面 ( 余 维 数 
等 于 控制 参数 的 个 数 ) 

研究 k - 参数 族 的 步骤 类 似 于 单 参数 情形 : 首先 将 参数 /空间 分 成 轨 线性 态 
拓扑 等 价 的 区 域 , 并 在 这 些 区 域 的 每 一 个 中 研究 系统 . 其 次 描述 这 些 区 域 的 边界 (分 
支 集 ), 最 后 研究 在 分 支 参数 值 发 生 什么 . 我 们 将 在 下 面 看 到 在 最 简单 的 情形 (例如 ， 
平衡 态 有 一 个 零 特征 指数 或 一 对 纯 虚 特征 指数 , 或 者 周期 轨道 有 一 个 乘 子 等 于 1 或 
一 1), 除了 退化 情形 以 外 , 我 们 几乎 总 可 以 确切 地 选择 适当 的 余 维 分 支 曲面 并 完全 地 
分 析 横 截 族 . 此 外 , 所 有 这 些 族 其 实 就 是 通 有 族 . 

应 该 指出 , 构造 通 有 族 仅 在 这 些 简单 情形 且 只 有 在 少数 特殊 情形 下 才 可 实现 . 例 
如 , 有 限 个 参数 的 通 有 族 对 具有 一 对 复 乘 子 ct 的 周期 轨道 分 支 就 不 能 构造 . 尽管 
如 此 , 这 个 问题 在 单 参数 和 双 参 数 族 的 框架 下 允许 有 非常 合理 的 描述 . 在 上 面 的 例 
子 中 , 不 变 环 面 的 产生 可 被 完全 解释 并 在 单 参数 族 中 得 到 理解 , 但 是 共振 周期 轨道 
的 分 支 研究 则 要 求 至 少 是 双 参 数 ， 因 此 , 相同 的 分 支 现象 可 作为 余 维 1 或 余 维 2 分 
支 处 理 , 这 依赖 于 我 们 关注 动力 学 的 什么 样 的 细节 .这 个 不 确定 性 对 动力 系统 的 分 
支 理论 是 十 分 典型 的 . 

此 外 , 在 更 复杂 的 情形 下 , 完全 描述 或 者 证 明 所 考虑 的 族 是 通 有 的 , 这 样 的 问题 
甚至 还 没有 提出 . 但 是 , 一 般 方法 仍 是 相同 的 : 分 支 系统 被 考虑 为 某 有 限 余 维 光滑 分 
支 曲面 上 的 点 . 于 是 , 横 截 族 被 构造 出 来 , 以 及 由 研究 这 个 具体 的 横 截 族 所 得 到 的 定 
性 结果 必须 证 明 对 所 有 邻近 族 也 成 立 . 


11.2 ”具有 一 个 零 指数 的 平衡 态 分 支 


考虑 关于 变量 与 参数 是 Cr (r > 2) 类 的 微分 方程 族 , 原点 是 具有 一 个 零 特征 指 
数 的 平衡 态 , 其 它 特征 指数 假设 具有 负 实 部 . 于 是 在 原点 附近 系统 可 以 写 为 形式 


29m), (11.2.1) 
y= Ay + f(z,y,6), 


其 中 z eR’, ye R", 和 矩阵 4 的 特征 值 位 于 虚 轴 的 左边 , / 和 9 是 Cr - 光滑 函数 , 它 
们 以 及 它们 关于 z 和 y 的 一 阶 导 数 在 = = 0,y = 0 和 。 = 0 时 等 于 零 . 
由 约 化 定理 5.5, 存在 Cr-: - 坐标 变换 将 族 (11.2.1) 化 为 形式 


主 = G(z,£), 


(11.2.2) 
ý= [A+F(z,y,e)ly, 
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其 中 下 是 C"-! 函数, G 是 Cr 函数 使 得 


F(0,0,0) =0, 
G(0,0) =0, (11.2.3) 
G2(0.0) = 0. 


由 (11.2.2) 得 知 为 了 研究 原来 系统 的 分 支 , 只 需 考虑 系统 在 中 心 流 形 上 的 限制 
ż=G(z,e). (11.2.4) 

从 (11.2.3) 得 知 , TE e = 0 函数 G 有 形式 
G(z,0) = bx? + oz”). (12.2.5) 


首先 考虑 第 一 个 Lyapunov fit b 不 等 于 零 的 情形 . 按照 上 一 节 的 精神 , 我 们 先 推导 
< = 0 附近 稳定 性 区 域 的 边界 M 的 方程. 接 下 来 求 使 得 ome 是 余 维 1 光滑 曲面 的 条 
件 . 最 后 我 们 选择 控制 参数 并 研究 横 截 族 . 

对 小 的 e, 集合 M 是 由 系统 (11.2.4) 有 一 个 零 特征 指数 的 平衡 态 的 条 件 定义 
当 e £0 时 平衡 态 一 般 不 在 原点 . 定义 的 条 件 简单 地 证 存在 z* 使 得 


G(z*,e) = 0, (11.2.6) 
G,(2",€) = 0. (11.2.7) 


回忆 lp = GY, (0,0)/2 4 0, 因此 , 利用 隐 函 数 定理 对 所 有 小 的 = 由 公式 (11.2.7), 
z* 可 唯一 确定 . 因此 , 我 们 可 以 将 (11.2.6) 重 写 为 


Glz*(e),e) = 0. (11.2.8) 
记 Dle) = G((e),e). 由 于 GL 是 C 函数 可 得 知 z(e) € C7, 因此 (6) € 
Cr- Bih e, 方程 Oe) = 0 确定 余 维 1 的 C"-!- 光滑 曲面 只 要 

#2 (ero) ee 
或 者 
iaeo. 
后 面 的 不 等 式 可 写 为 
G+ 
或 者 由 于 G2(0,0) = 0, ak 
G'{0,0) #0. (11.2.9) 
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从 而 , 我 们 将 假设 (11.2.9) 满足 , > 即 族 在 一 般 位 置 . 现在 我 们 引入 控制 参数 


k= G(r"(e),e), (11.2.10) 
并 考虑 模 截 于 M 的 任意 单 参 数 族 
z= G(z,e(p)) (11.2.11) 
(其 中 e(p) 是 满足 (11.2.10) 的 某 Cr-: - 光滑 函数 ). 
4>0 
\ j 
\ ， \ į \ of 
\ / \ / = 
\ / beard 
ON for t 5 Sal 


(0) <0 () a0 (© #>0 
图 11.21 。 当 作为 控制 参数 ,的 函数 Oz, = i > 0 时 ,方程 (11.2.11) 的 一 维 相 图 

将 原点 移 到 点 z*(e(p)), 即 作 变量 变换 z = z* +E. 于 是 (11.2.11) 写 为 

€= Glo" + &el) = Gla.) + Opla eue + EE + ole?) 
由 (11.2.7) 和 (11.2.10), 我 们 得 到 

€= p+ hg? + Glen), (11.2.12) 
其 中 G 关 于 上 是 Cr 的 ,关于 4 是 C"! 的 , 且 
G(0,u) =0, Ge(0,1) =0, Gee(0,0) =0. 

BL FF GEO CO) 它 不 依赖 于 y, 但 依赖 于 模 夫 族 (11.2.11) 的 选择 .由 


于 这 个 依赖 性 是 连续 的 , 对 所 有 接近 的 横 截 族 , 量 ja 是 接近 的 且 有 相同 符号 . 注意 ， 
情形 ly < 0 可 通过 变换 一 -< 和 /一 -化 为 情形 bo > 0， 因 此 , 我 们 将 假设 
12 > 0, 但 也 给 出 两 种 情形 对 应 的 图 . 

对 方程 (11.2.12) 容易 研究 . 注意 到 E = 0 是 右 端的 极 小 点 ， 对 应 的 /是 极 小 值 . 
因此 当 p > 0 时 , 对 所 有 小 &, È 为 正 , 从 而 所 有 轨 线 经 有 限时 间 都 必须 离开 原点 的 


TM G HEF gep), 其 中 y = ole) 是 系统 (11.2.1) 的 中 心 流 形 方程 ， 由 于 
fay) (01040) = 0, 条件 (11.2.9) 等 价 于 g4 (0,0,0) # 0. 
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邻 域 . 当 js < 0 时 方程 右 端 在 两 点 02(&-(p) < 0) 和 OE) > 0) 等 于 零 . iE 
区 间 (E(u), £+ (u)) 内 为 负 , 在 它 外 面 为 正 ; 因此 点 O02(€- (1)) 是 稳定 平衡 态 , 而 点 
O(t (H) 是 不 稳定 平衡 态 , 如 图 11.2.1(a) 所 示 . 情形 la < 0 对 应 的 情景 如 图 11.2.3 
所 示 . 


(12>0 bs<0 


图 11.2.2 在 (a) ba >0 和 (b) lz <0 的 情形 下 平衡 态 的 坐标 关于 u 的 依赖 性 , 又 和 加 图 分 别 表 
示 不 稳定 和 稳定 分 村 


h<0 


@ 6<0 @ s0 @ #>0 


图 11.2.3 ”与 图 121 相同 ,但 jz <0. 


当 p 增加 时 两 个 平衡 态 相 互 靠 近 地 移动 , 并 在 u= 0 合并 . 图 11.2.2 显示 平衡 
态 的 坐标 关于 u 的 依赖 性 . 可 以 推 得 下 面 的 平衡 态 的 渐 近 表达 式 : 


& ~ +tVlpl/l (11.2.13) 


为 了 证 明 这 点 , 我 们 在 (11.2.12) 中 用 VIA 进行 上 - 坐标 和 时 间 变 量 的 尺度 化 :一 
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EJ [al M t — t/ Via. 于 是 (11.2.12) 取 形式 


A =p+4(VIale) + GV ») 
vi 
或 者 
i= -1 +n + Sew), (11.2.14) 


FG = ole) FI Gg = o0), S w+ ont SHEN 和 它 关 于 5 MAE 
$. 因此 , 由 隐 务 数 定理 , RIDR (11.2.14) 的 右 端 在 了 点 


入 =41I/VE+… 


等 于 零 , 回 到 原来 的 坐标 , 这 就 给 出 (11.2.13). 

M la < 0 时 , p 变化 时 的 相 图 改变 如 图 11.2.3 所 示 , 不 动 点 的 坐标 关于 / 的 依 
吉 性 如 图 11.2.2(b) Bras. 

二 维 与 更 高 维系 统 的 相 图 分 别 如 图 11.2.4 一 图 11.2.7 所 示 . 其 中 , 当 lax <0 时 
存在 两 个 粗 平衡 态 : 稳定 结 点 与 鞍点 , 当 ba 增加 时 它们 彼此 靠近 . 在 4 = 0 它们 合 
并 形成 鞍 - 结 点 , 当 lau 变 成 正 时 它 消失 . 所 有 轨 线 从 原点 邻 域 离开 . 

接 下 来 考虑 情形 ja = 0. 设 是 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 指标 数 , MHE e = 0, 
(11.2.4) 中 函数 G(z,e) 有 形式 


G(z,0) = lz + ofz*) 


(假设 系统 的 光滑 次 数 不 小 于 k). 我 们 证 明 , 如 果 参 数 © 的 个 数 p 等 于 或 大 于 (k-1), 
则 参数 空间 中 对 应 于 具有 一 个 零 特征 指数 以 及 12,… Ln 为 零 值 的 非 粗 平衡 态 的 
存在 性 的 点 集 , 一 般 组 成 余 维 (一 1) 的 光滑 曲面 W, 使 得 任何 一 个 与 mw 横 截 的 族 
可 以 表示 为 下 面 的 形式 


t= pm tee + peat? + eat + olz"). (11.2.15) 


事实 上 , 使 得 系统 存在 具有 一 个 零 指数 和 零 Lyapunov 量 52，… , 1%-: 的 平衡 态 z* 的 
条 件 由 


G(a*,e) = Gi, (2,2) = Gia (2",€) =- = GV(z",e)=0 (11.2.16) 
给 出 . 由 于 
Seun =k #0, 


对 小 的 e, 2° 的 值 由 方程 
GY-Y(2*,2) =0 (11.2.17) 


= 407 - 


SONS 


124 ”满足 > 0 RR - 结 点 平衡 态 的 平面 分 支 . 


唯一 确定 . 设 = = z*(e) 是 (11.2.17) 的 解 , 显然 z* 是 CH- 光滑 函数 将 a° (e) 
代入 (11.2.16) 的 余下 方程, 我 们 得 到 曲面 W 的 下 面 方程 : 
Gla" (€),£) =0, Guz°(e),) = 0, -+ , GA"), €) = 0. 
如 果 系 统 是 在 一 般 位 置 , 这 个 曲面 是 光滑 的 , BARIERE 
9G(z*(€),€) ace 
Be: 
i (11.2.18) 


Get 全 
Oe, 


co 


11.2 ”具有 一 个 零 指数 的 平 街 态 分 支 


(@ #<0 


人 #0 
图 11.2.7 HER (u -u z -z) 净 la < 0 的 情形 化 为 图 11.2.4 中 的 情形 . 


的 秩 等 于 (k - 1)( 见 上 一 节 ; 立刻 得 知 参数 个 数 p 应 该 不 小 于 (k - 1). 由 于 
OG) (x*(e),€) - (33% Se) 
ar) 


Ge aT Be; + Babe, 
= 860.0) 5 ium i<j 
a ea <j<k-1, 
这 是 矩阵 ac ac 
Ber ae 
aig 


(2=0.e=0) 
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有 最 大 秩 的 充分 条 件 . 我 们 将 假设 这 个 条 件 满足 . 因此 , 我 们 可 以 引入 大 一 1 个 控制 
Bur oe 

m = G(z*(€),€), 

m = Gs(r"(e),e), 


me = Dale) e/i -Dh (11210) 


pk-1 = G*-D (2° (e),€)/(k ~ 2), 
使 得 与 e 横 截 的 (k 一 1) - 参数 族 可 以 写 为 
#=G(z,e(u)), (11.2.20) 


其 中 e(u) 是 满足 (11.2.19) 的 某 类 C+ - 函数 这 样 的 efu) 由 于 矩阵 (11.2.18) 
的 秩 的 最 大 性 而 存在 : ©, 中 的 某 (k - 1) 个 可 由 (11.2.19) 用 1,… yea 和 其 它 € 
唯一 确定 . 

如 果 将 原点 移 到 z”( 即 如 果 令 z= € + z"), 则 方程 (11.2.20) 化 为 形式 


€= G(r" +&e(u)) 


= Gla", elu) + Garelet + EEE + oer, 
利用 (11.2.17) 和 (11.2.19), 我 们 得 到 
= py te + meg? + et + OE n). (1.2.21) 


函数 G 关于 上 是 Cr - 光滑 , 关于 u 是 CM - 光滑 . 它 关 于 & 直到 (k - 1) 阶 的 
导数 是 C"-*+1 - 光滑 , 关于 y 也 是 . 此 外 ， 
G(0,n) = Ĝ4(0, u) = -+ = GH- (0, u) = 0, 
G(0,0) =0. 
最 后 , W € 改 回 到 z, 我 们 得 到 (11.2.15). 
我 们 将 仅 详细 考虑 小 余 维 (k = 3,4) 分 支 . 当 ly #0 时 , 族 (11.2.21) 取 形式 

è= pm + pma + l3? + G(r, y). (11.2.23) 
回忆 在 m = pa = 0, 如 果 ly < 0, 点 O(z = 0) 稳定 , 或 者 如 果 l > 0, 它 不 稳定 ( 见 
9.2 节 ). 我 们 也 注意 到 情形 ls > 0 可 用 变量 变换 上 一 -种 一 -m 和 u — -u 化 
为 情形 as < 0. 


容易 看 到 , 对 小 的 几 方程 (11.2.23) 在 原点 附近 至 多 可 有 三 个 平衡 态 . 事实 上 ， 
如 果 右 端 有 例如 四 个 根 (包括 重 次 ), 则 它 的 一 阶 导数 必须 至 少 有 三 个 根 , 它 的 二 阶 


(11.2.22) 
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导数 必须 有 两 个 根 , 三 阶 导数 必须 至 少 有 一 个 根 . 但 
在 原点 附近 不 可 能 为 零 . 


三 阶 导数 等 于 (Gls + o(1)), 因此 


显然 对 于 只 有 两 个 平衡 态 的 参数 值 是 分 支点 , 因为 右 端的 一 个 根 这 时 必须 是 重 
根 ( 见 3 < 0 时 的 图 11.2.8(c) 和 (d), 以 及 la > 0 时 的 图 11.2.9 (c) 和 (d)). 这 个 根 
对 应 于 半 稳 定 平衡 态 , 它 在 参数 的 任意 小 变化 下 或 者 消失 , 或 者 分 型 为 两 个 平衡 态 . 


<o 
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图 11.28 ba= 0 ly <0 的 情形 . 


如 果 _ 
p + Hat + laz? + G(x, 4) 


pa +3132? + G(x, u) 
则 点 z 是 二 重 根 . 为 了 求解 系统 (11.2.24), 用 vual 
在 新 变量 下 系统 (11.2.24) 变 成 


M + z+ laz? + Ĝ(z V/m], 4)/ (pa Vipal) = 0, 


=0, 
(11.2.24) 
=0, 


= Hm. 
尺度 化 z, 并 令 M DT 


(11.2.25) 


+1 + 3ls2? + Gs(zVipal, lpal = 0, 


其 中 土 表示 m 的 符号 . 由 于 G = ol(z?), 可 得 知 (11.2.25) 中 具有 台 和 G 的 项 当 
pr 一 0 和 pa 一 0 时 变 成 无 穷 小 . 由 (11.2.25) 的 第 二 个 方程 看 出 , pa 的 符号 必须 与 
ly 的 相反 , 在 极限 ja = ja = 0 时 , 系统 (11.2.25) 化 为 形式 


M+2-|ls\z3 =0, 
—1 + 3{ls|z? =0. 
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>0 


了 (© peLi @ KEL} 
图 1129 b=0, ls > 0 的 情形 . 


对 z 求解 上 面 这 个 系统 , 得 


+ 
= fig Mode 
SF FH BCE BRT NOY ja, 得 知 在 (11.2.25) 中 
yy ope ees 
3V3la| 人 
恢复 非 尺度 化 的 变量 , 我 们 得 到 分 支 曲线 (图 11.2.10) 的 下 面 方程 : 
1 = ayta +s mals <0. (11.2.26) 


我 们 将 以 L- 记 ls < 0 时 的 这 条 曲线 ( 见 图 11.2.10(a)), 以 L+ 记 ls > 0 时 的 这 条 
曲线 ( 见 图 11.2.10(b)). 点 (jn = 0, ua = 0) SPAR AIT, LA LE M LF ie 
之 . 两 个 分 支 彼 此 在 原点 与 ua 轴 接 触 . 

由 于 分 支 集 的 这 个 特殊 形状 , 这 个 分 支 称 为 尖 分 支 . 曲线 LE 将 原点 邻 域 划分 
为 两 部 分 : 横 内 区 域 Ds ( 它 包含 ls < 0 时 的 正 po 半 轴 , 或 ls > 0 时 的 负 半 轴 ), 以 
及 横 外 区 域 Di. 容易 验证 在 曲线 LE 上 的 每 一 点 , 双 参 数 族 (11.2.23) 满足 一 般 性 条 
件 (11.2.9). 

容易 证 明 如 果 ls < 0, 则 : 


(1) 在 模 内 部 Ds 中 , 方程 (11.2.17) 有 三 个 平衡 态 : 两 个 稳定 点 (O! 和 03) 和 
一 个 不 稳定 点 (0a), 如 图 11.2.8 (a) 所 示 . 


11.2 RAPER TSAR -a3 


m 


Ds 
D, D, 
m 


pa 


w to © Po 
图 142.10 在 (a) HIE ts < 0 和 (b) 情形 4 > 0 的 分 支 开 折 . 


(2) 在 模 外 部 Dy 中 , 方程 (11.2.17) 只 有 一 个 稳定 平衡 态 , 如 图 11.2.8 (b) 所 示 . 

(3) 对 p € Ly, 方程 (11.2.17) 有 一 个 稳定 平衡 态 O， 以 及 一 个 半 稳定 平衡 态 
02,3, 它 是 Os 和 O, 合并 的 结果 , 它 的 第 一 个 Lyapunov 量 为 负 , 如 图 11.2.8 (d) 所 
示 . 以 及 

(4) 对 p © Ly, 方程 (11.2.17) 有 一 个 稳定 平衡 态 Os 和 一 个 鞍 - 结 点 Ora, E 
的 第 一 个 Lyapunov 量 为 负 , 如 图 11.2.8(c) 所 示 . 


如 果 ts > 0, WU: 


(1) 在 区 域 Ds 内 , 方程 (11.2.17) 有 三 个 平衡 态 : 两 个 不 稳定 点 (01 和 Os) 和 
一 个 稳定 点 (Oz), 如 图 11.2.9(a) 所 示 . 

(2) 在 栅 外 部 Di 中 , 方程 (11.2.17) 只 有 一 个 不 稳定 平衡 态 , 如 图 11.2.9(b) 所 
示 . 

(3) 对 p © L}, HE (11.2.17) 有 一 个 不 稳定 平衡 态 O, 以 及 一 个 半 稳定 平衡 态 
Oza, 其 第 一 个 Lyapunov 量 为 正 , 如 图 11.2.9(c) 所 示 . 以 及 

(4) 对 u € 大 ,方程 (11.2.17) 有 一 个 不 稳定 平衡 态 Os 和 一 个 半 稳定 平衡 态 
O12, 如 图 11.2.9(d) 所 示 . 

二 维 情形 的 分 支 在 ja < 0 和 la > 0 的 情形 下 分 别 如 图 11.2.11 和 11.2.12 所 示 . 

在 情形 la > 0, 中 心平 衡 态 对 u € Dy 是 稳定 的 . 对 la < 0, 稳定 性 区 域 的 特征 变 
得 不 大 平凡 : 即 它 变 成 多 叶 (SLT 11.2.13). 应 该 注意 这 时 的 稳定 性 边界 在 原点 不 光 
W. 

接 下 来 假设 h = l = 0 而 Ly # 0. 则 横 截 族 取 形式 


= pm + por + paT? +laz* + of2*). (11.2.27) 


HA P 
DA 


© sei 
@ HL} 
图 11.2.12 ”对 应 图 11.210 (b) 中 分 支 图 的 相 图 . 
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图 11.2.14 “燕尾 状 " 分 支 曲面 . 见 正文 中 说 明 . 


参数 空间 在 这 里 被 划分 成 三 个 区 域 : 在 原点 相连 接 的 Do, Da 和 Da. * u € Da 
时 方程 (11.2.27) 有 4 个 粗 平 衡 态 , 2 个 稳定 , A 2 个 不 稳定 ; 当 je Do 时 , 方程 有 2 
个 粗 平衡 点 , 1 个 稳定 , 另 1 个 不 稳定 ; 当 ke Do 时 , 根本 就 不 存在 平衡 态 . 

分 隔 这 些 区 域 的 分 支 曲面 称 为 燕尾 ( 当 Le > 0 时 见 图 11.2.14 中 对 应 的 图 像 ). 
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它 有 一 条 自 交 线 
m= -fE + oD p= ols”) 
对 应 方程 (11.2.27) 的 一 对 半 稳 定 平衡 态 的 存在 性 , 以 及 两 个 尖 边 


局 2 
m= jp, t005) m= + ollus") 
12 


TU 


对 应 存在 三 重 平衡 态 , 它 的 第 三 个 Lyapunov HY u > 0 时 为 正 , pa < 0 时 为 负 . 在 
分 支 曲 面 上 , 不 在 自 交 线 和 尖 边 上 的 其 它 参数 值 对 应 于 一 个 半 稳定 平衡 态 

对 任何 k 关于 12 = … = hn = O, la A O 的 情形 可 作 类 似 的 分 析 . 它 简单 地 化 
为 对 方程 

O= p ++ peT? + lya + G(x, u) (11.2.28) 

的 根 的 分 析 . 严格 地 讲 , 后 面 的 问题 与 奇 点 理论 有 关 , 我 们 就 不 详细 去 考虑 了 ,由 于 
(11.2.28) HIY k 阶 导数 当 z 较 小 时 不 为 零 , 这 个 方程 的 根 的 个 数 不 会 超过 k ( 包 
括 重 次 ), 即 原来 的 平衡 态 不 可 能 分 支出 多 于 上 个 平衡 态 . 

空间 Un，… ,pw-1) 中 的 分 支 集 对 应 于 不 同 退化 次 数 的 平衡 态 . 分 支 曲面 的 自 
交 对 应 于 出 现 两 个 或 更 少 的 结构 不 稳定 平衡 态 . 为 了 求 分 支 曲面 , 作 坐标 和 参数 的 
尺度 化 是 有 用 的 . 特别 地 , 令 


a 
Mr u 
b=, Me gha 


则 经 变换 z ~ 5z 后 , 方程 (11.2.28) 化 为 形式 


ka 
0= SMa tht t, (11.2.29) 


a 


其 中 的 省 略 号 表示 5 一 0 时 趋 于 零 的 项 . z 和 M,- ,Mk-: 不 再 是 小 量 , 且 
k1 
MY- oy, 
X 
可 以 证 明 对 方程 (11.2.29) 的 分 析 等 价 于 对 截断 方程 


kl 
0= M +h (11.2.30) 
气 


的 分 析 (回复 到 非 尺度 化 的 变量 , 这 意味 着 方程 (11.2.25) 的 分 支 集 的 结构 和 相 图 与 
多 项 式 族 二 = pn +… + eae? + 有 zt 对 应 的 相同 ). 
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设 (Mi, ,Mi_1) 是 (11.2.30) 的 分 支点 , 即 它 对 应 于 一 个 或 多 个 重 根 的 存在 
性 . 在 这 一 点 族 (11.2.30) 关于 所 给 分 支 是 在 一 般 位 置 上 . 应 用 隐 函 数 定理 容易 对 方 
程 (11.2.29) 进 行 验证 , 当 5 充 分 小 时 对 应 于 相同 分 支 的 曲线 {Mi(6)= 
M; +o hirea 有 定义 . 因此 , 分 支 集 是 由 具有 渐 近 表达 式 


pi ~ MPR (11.2.31) 


的 曲线 组 成 . 我 们 可 以 争取 做 到 更 深入 一 些 , 即 对 任何 余 维 s 分 支 , 至 少 一 个 M; 的 
值 对 i > s+ 1 是 非 零 的 . 由 此 得 知 对 应 于 余 维 s 分 支 的 分 支 集 是 由 曲面 (在 上 = 0 
相连 接 ) 

Hy = Pilha Hea) G =l) (11.2.32) 


组 成 , 其 中 vj 满足 关系 


mt 
Wn ec E or) (11.2.33) 


ft) 
(其 中 , C 是 与 和 j 无 关 的 公共 常数 ). 因此 , 例如 燕尾 整个 地 位 于 “ 锥 ” 
lm] < CUlualws + iusi?) 
内 , 其 上 的 尖 边 和 自 交 线 (它们 是 余 维 2 曲线 ) 满足 不 等 式 
Iml < Chual?, lual < Clusa 


还 得 注意 , 在 实践 中 经 常 可 能 发 生 , 中 心 流 形 上 方程 的 控制 参数 按 一 般 方式 得 不 到 . 
例如 , 如 果 系 统 关于 对 称 变换 z 一 -r 不 变 , 则 中 心 流 形 方程 容许 有 相同 的 对 称 . 因 
此 , 在 中 心 流 形 上 系统 的 右 端 将 不 包含 z 的 侦 次 项 . 于 是 相应 的 横 截 族 可 表示 为 形 
式 
ż= pr + laz? + o(z°). 

如 果 a #0, 一 个 参数 p 就 够 了 ， 坐 标 关于 / 的 依赖 性 在 l < 0 的 情形 下 如 图 
11.2.15 所 示 . 当 p 变 成 正 的 时 , 平凡 平衡 态 失去 它 的 稳定 性 , 生成 两 个 新 的 稳定 平 
WE. 这 样 的 分 支 称 为 叉 分 支 . 

在 应 用 中 经 常会 遇 到 其 它 的 机 构 , 它们 的 平衡 态 在 分 支点 不 会 消失 是 预先 知道 
的 . 如 果 平衡 态 位 于 原点 , 则 模 截 族 有 形式 


z= pr+l2r? + o(2”). 


如 果 lo #0, 分 支 将 以 下 面 方式 呈现 ( 见 图 11.2.16): 当 y 一 -0 时 , 不 稳定 平衡 态 趋 
于 在 原点 的 稳定 平衡 态 ; 当 / 穿 过 零 时 平凡 平衡 态 变 成 不 稳定 的 , 而 非 平凡 平衡 态 
变 成 稳定 的 , 即 发 生 所 谓 稳定 性 的 改变 . 这 样 的 分 支 称 为 超 临界 分 支 . 
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2) 


图 11.2.15 ”在 叉 分 支 (对 称 系统 中 是 典型 的 ) 与 参数 上 相对 的 平衡 态 坐 标 . 


ww ro, 


0 1<0 


图 11.2.16 BSCR. 平衡 态 不 消失 , 但 改变 了 它们 的 稳定 性 


11.3 RARF +1 的 周期 轨道 分 支 


考虑 Cr - 映射 族 (r > 2), 它 在 零 参数 值 有 乘 子 等 于 +1 的 不 动 点 , 其 余 的 乘 子 
假设 在 单位 圆 内 . 在 这 种 情形 下 不 动 点 附近 的 映射 可 写 为 形式 


Z= z+ g(2,y,£), (11.3.1) 
J= Ay + f(2,y,£), 


其 中 re R1,y eR", 矩阵 A 的 特征 值 位 于 单位 国内 , 了 和 9 是 C" - 光滑 函数 , 它们 
以 及 它们 关于 z 和 y 的 一 阶 导数 在 z = 0,y = 0,6 = 0 METS. 
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用 我 们 重复 多 次 的 约 化 定理 , 存在 Co - 坐标 变换 将 族 (11.3.1) 化 为 形式 
z=2+G(z,2), 
g= [4+ Fle, y E)lu 
其 中 G 是 Cr - 函数 , F 是 C"-! - 函数 ,使 得 
F(0,0,0) =0, 
G(0,0) =0, (11.3.3) 
G,(0,0) = 0. 


由 于 在 y 变量 上 的 动力 学 是 平凡 的 一 一 它们 指数 式 地 收敛 于 原点 , 因此 我 们 只 需 
考虑 系统 (11.3.2) 在 中 心 流 形 上 的 限制 


B=2+G(z,e) (11.3.4) 


的 分 支 . 由 (11.3.3), 函数 G 在 = = 0 关于 z 至 少 是 二 阶 小 量 . 如 果 是 第 一 个 非 零 
Lyapunov 量 的 指标 数 , MITE < = 0 函数 G 有 形式 


G(z,0) = lex* + o(z*), (11.3.5) 


TEP Uy £0. 在 最 典型 的 情形 k= 2, G(x, 0) = az? 十 ofz?). 

由 于 当 z 和 e 较 小 时 G,(z,e) 较 小 , (11.3.4) 的 右 端 是 z 的 单调 增加 函数 , 映 
射 (11.3.4) 的 不 动 点 由 条 件 G(z,e) = 0 求 得 , 它们 的 稳定 性 由 导数 G, (z,e) 的 符号 
确定 . 如 果 在 不 动 点 这 个 导数 为 正 , 则 不 动 点 不 稳定 ; 如 果 导 数 为 负 , 则 不 动 点 稳定 
换 句 话说 , 我 们 有 与 微分 方程 族 


(11.3.2) 


z= G(z,e) 
完全 类 似 的 系统 , 即 具 有 单位 乘 子 的 不 动 点 与 具有 零 特 征 指数 的 平衡 态 以 相同 方式 
分 支 

因此 , 我 们 现在 可 以 简单 地 应 用 上 一 节 的 结果 . 从 而 , 如 果 族 (11.3.4) 在 一 般 位 
‘at (RUSSIA (11.2.18) 的 秩 是 最 大 的 ; 如 果 la # 0, 这 个 条 件 化 为 不 等 式 (11.2.9)), 那 
ARF FAT MRT AVE Lyapunov 量 l2,- shen 的 不 动 点 存在 性 的 参数 集 形成 
一 个 通过 。=0 的 余 维 (k 一 1) 的 CO) - 光滑 曲面 on’. 与 9 横 截 的 映射 族 可 
写 为 


B= 2+G(e,p) =2+ pr + paT ++ + pe-12"7? + lya" + o(a") (11.3.6) 


(为 达到 这 个 形式 我 们 必须 将 原点 移 到 点 z", 在 这 点 导数 COMO WE. 由 于 G 关于 
z 的 大 阶 导数 不 为 零 , 点 r 是 唯一 确定 的 且 -e-d 光滑 依赖 于 参数 ). 
我 们 已 经 在 上 一 节 强调 过 , 函数 G 的 零点 的 研究 等 价 于 多 项 式 


pat pete peaa? +t 
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的 零点 的 研究 . 我 们 不 准备 进一步 讨论 它 的 一 般 情形 , 下 面 仅 考虑 低 维 分 支 . 
1. la #0. 一 维 映射 的 模 截 族 在 这 种 情形 下 取 形 式 


天 一 工 十 上 十 1az2 十 ofz2). (11.3.7) 
10 
1>0 4 
+ 加 
@ p<0 (0) #0 
i120 
© 


图 11.3.1 ”在 情形 (2 > 0 时 的 Lamerey 阶梯 图 
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<0 ya 
= o z 
@ #<0 @) p=0 


© > 


图 11.3.2 ”在 情形 la < 0 时 的 Lamerey 阶梯 图 


情形 ly > 0 和 已 <0 的 Lamerey 图 分 别 如 图 11.3.1 和 图 11.3.2 所 示 . 当 lay < 0 时 
存在 两 个 不 动 点 : z+ = +. +olvD; 在 j=0 时 , 只 存在 一 个 结构 不 稳定 点 ; 当 
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lan > 0 时 不 存在 不 动 点 . 所 有 雪线 经 过 有 限 次 QA 阶 的 ) 迁 代 都 路 出 原点 邻 域 


@ <0 


四 o © #0 


图 11.3.3 ”在 情形 (2 > 0 时 的 鞍 - 结 点 不 动 点 分 支 . 注意 到 鞍 - 结 点 的 幻影 ((c) 中 ) 附近 点 的 选 
代 变 得 更 加 密集 (水 平方 向 的 膨胀 率 刚好 大 于 1). 


不 动 点 坐标 关于 上 的 依赖 性 如 图 11.2.2 所 示 

当 维 数 高 于 1 时 , 对 不 同 的 /原始 映射 (11.3.1) 的 相 图 如 图 11.3.3 和 图 11.3.4 
所 示 . 

当 映 射 (11.3.1) 是 某 个 常 微 分 方程 系统 周期 轨道 附近 的 Poincaré 映射 时 , 所 考 
虑 的 不 动 点 对 应 鞍 - 结 点 周期 轨道 (在 u = 0). 此 时 的 相 图 如 图 11.3.5 一 图 11.3.7 
Bim 
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图 11.3.4 ”在 情形 la < 0 时 的 鞍 - 结 点 不 动 点 分 支 . 


O © 
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图 11.3.5 ”在 情形 la > 0 时 的 平面 鞍 - 结 点 极限 环 分 支 . 半 稳定 环 (b) 对 外 部 区 域 吸引 , 对 内 部 
区 域 排斥 


11.3 AARF +1 的 周期 轨道 分 支 + 425 


O 0O © 


@ “<0 Ono (© 10 


图 11.3.6 ”在 情形 ja < 0 时 的 平面 鞍 - 结 点 极限 环 分 支 . 在 变换 p 一 -上 下 这 与 图 11.3.5 相同 . 
向 前 路 径 的 特征 是 从 轨 线 的 收 第 中 出 现 鞍 - 结 点 环 . 


图 11.3.7 R pek- 结 点 周期 轨道 分 支 的 情景 (a) 中 的 稳定 周期 轨道 与 鞍点 周期 轨道 当 py = 0 
时 重合 , 在 (b) PENR - 结 点 周期 轨道, 然后 在 (c) 中 消失 . (c) PE - 结 点 轨道 的 不 稳定 流 形 同 
胚 于 半 柱 面 . 跟随 (o) 的 路 径 轨 线 在 * 虚 * Bk - 结 点 周期 轨道 ( 即 (b) PER - 结 点 轨道 的 幻影 ) 附 
近 沿 着 横 截 方 向 慢 下 来 , 故 它 的 局 部 线 眉 类 似 于 压缩 的 弹簧 - 


2. la = 0, la £0. 模 截 族 在 这 时 取 形式 


ž= 2+ ph +p + laz? + 0(z%). (11.3.8) 
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分 支 如 图 11.3.8 (ls < 0) 和 图 11.3.9 (la > 0) 所 示 . 对 应 于 鞍 - 结 点 型 的 不 动 点 [ 即 
方程 G(z,y) = 0 的 重 根 ] 的 分 支 曲 线 Lt 由 方程 


2 
am + 42 + o(48) =0 


定义 . 在 区 域 D3 中 , BUN (11.3.8) 有 三 个 粗 不 动 点 : 如 果 ls < 0 则 两 个 稳定 , 一 个 不 
稳定 , WR h > 0 则 两 个 不 稳定 , 一 个 稳定 . EKR Di 中 存在 单个 粗 不 动 点 : ls < 0 
时 稳定 , 反之 则 不 稳定 . 图 11.3.10 和 图 11.3.11 显示 穿越 Lı 和 La 时 , 对 la 的 两 个 
符号 的 Lamerey 图 . 图 11.3.12 和 图 11.3.13 表示 相应 的 二 维 情形 . 


h<0 


m 


与 


图 11.3.8 ”在 情形 ja = 0 和 ls > 0 时 的 分 支 图 . 


4>0 


图 11.3.9 在 情形 ia =0 M la <0 时 的 分 支 图 
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图 11.3.10 ”对 应 于 图 11.3.8 中 分 支 图 的 不 动 点 分 支 
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图 11.3.11 ”对 应 于 图 11.3.9 中 开 折 的 不 动 点 分 支 - 
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图 11.3.12 EWE la = 0 和 ta < 0 时 的 平面 不 动 点 分 支 
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图 11.3.13 ”在 情形 ls = 0 和 !s > 0 时 的 平面 不 动 点 分 支 
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下 面 考虑 Cr (r > 3) MOM, 它 在 零 参数 值 有 乘 子 等 于 (1) 的 不 动 点 . 由 于 
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余下 的 乘 子 假设 在 单位 圆 内 , 映射 在 不 动 点 附近 取 形式 


z 


z+ G(z,y,£), 
= (A+F(z,y,))y, 


其 中 ze R',y eR", SPE A 的 特征 值 位 于 单位 圆 内 , G 是 Cr - 函数 以 及 书 是 Cr? 
- 函数 , 满足 


(11.4.1) 


F(0,0,0) = 0, 
G(0,0) =0, (11.4.2) 
G,(0,0) = 
考虑 在 中 心 流 形 上 的 映射 
=-2+G(z,e). (11.4.3) 


由 于 映射 (11.4.3) 右 端的 导数 不 为 零 (CHE z = 0,e = 0 时 等 于 -1), 对 所 有 小 < 不 
动 点 保持 ( 且 仍 是 单 的 ). 不 失 一 般 性 假设 不 动 点 位 于 原点 , 即 


Ge=0. (11.4.4) 


在 10.6 节 已 经 证 明 当 e = 0 时 G 的 Taylor 展开 式 中 z HAMKI. 因 

此 , 可 以 用 多 项 式 变换 将 它们 消去 直到 任意 阶 . 显然 , 对 小 #0 这 些 项 仍 保持 非 共 

振 , 即 对 所 有 小 © 可 以 用 系数 光滑 依赖 于 < 的 多 项 式 变换 将 它们 也 消去 直到 任意 阶 . 
一 般 地 , 第 一 个 Lyapunov fit h RAP, WRK G 在 e = 0 时 从 三 次 项 开始 


G(x,0) = ~hz? + of"). 
于 是 , 对 所 有 小 = 消去 2? 项 后 , 映射 可 化 为 形式 
ž = —2(1+lo(e) 十 hz2) 十 oz2)， (11.4.5) 


JEP lo dh e 的 Co - 光滑 函数 , lo(0) = 0. 

不 动 点 的 稳定 性 区 域 边界 M 由 条 件 ute) = 0 确定 , 只 要 向 量 ( 23， ee) 
不 为 零 . 它 是 余 维 1 的 Cr-: - 光滑 曲面 ,选择 ofe) femiemiencn TIERA 
族 有 形式 


B=-2(l+p+he)+G(z,n), (11.4.6) 
其 中 G = ofz3). 它 是 z 的 Cr - 光滑 函数 , /的 C- 光滑 函数 , 使 得 
G(0,n) = 6 (0, u) = G2. (0, u) = G224(0,0) = 0. (1.4.7) 


对 所 有 z 和 充分 小 的 pu, BRAT (11.4.6) 有 唯一 不 动 点 . 这 个 点 (在 原点 ) Si p < 0 
时 稳定 , y > 0 时 不 稳定 , 对 a £0, 它 不 产生 分 支 . 除了 这 个 不 动 点 , 映射 (11.4.6) 可 
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有 周期 2 点 . 因此 为 了 确定 分 支 我 们 应 该 考虑 这 个 映射 的 二 次 和 迭代 . 那里 不 可 能 存 
在 周期 大 于 2 的 其 它 周期 点 , 因为 (11.4.6) 的 二 次 迭代 是 单调 增加 的 一 维 映射 一 一 
这 样 的 映射 的 周期 轨道 是 不 动 点 . 


二 次 迭代 由 
B= (1 +24 + p? +22?) +Ĝ(z, u) (11.4.8) 
给 出 , 其 中 A E r 
GO, u) = 6,0, u) = G20, u) = GZ_(0,0) = 0. (11.4.9) 
二 次 渤 代 的 非 零 不 动 点 由 方程 


a 2 Ge 由 _ 
p+ +hat+ Sh =0 


求 得 . 这 个 方程 类 似 于 出 现 鞍 - 结 点 分 支 的 不 动 点 的 坐标 方程 ( 见 (11.2.12)). 因此 ， 
我 们 可 以 验证 uh > 0 时 方程 没有 实 根 , pl < 0 时 有 两 个 相反 符号 的 根 , 即 


a* (u) = fejm. 


如 同 对 映射 (11.4.7), M (z+,z-) 组 成 周期 2 轨道 . 它 的 乘 子 由 微分 (11.4.8) KN 
得 到 , 且 等 于 


p=1+ 2+ 62? + o(u) + o(z?) = 1 — 4p + o(u). 


由 于 在 周期 2 点 的 存在 性 区 域 , y 的 符号 与 h 的 符号 相反 , 可 得 知 h > 0 时 乘 子 大 
于 1, 周期 2 点 不 稳定 . 相应 地 , ha < 0 时 乘 子 小 于 1, 周期 2 点 稳定 . 综 上 所 述 我 们 
得 到 : 


(1) HL < 0, 则 对 p< O, 在 原点 的 不 动 点 稳定 , 它 吸引 任何 小 邻 域内 的 一 切 轨 线 . 
M p > 0 时 不 动 点 变 成 不 稳定 , 从 这 点 分 支出 稳定 的 周期 2 点 , 对 应 的 Lamerey 
图 如 图 11.4.1 所 示 . 
(2) 3# h > 0, URE u < 0, 存在 在 原点 的 稳定 不 动 点 O 以 及 界定 O 的 吸引 盆 的 不 
稳定 周期 2 轨道 . 在 p = 0, 周期 2 轨道 与 O 合并 , 后 者 变 成 不 稳定 , 当 p> 0 
时 所 有 轨 线 除了 O 以 外 都 离开 原点 邻 域 , 见 图 11.4.2. 
下 面 考虑 原 映射 (11.4.1). 为 了 看 得 清楚 起 见 我 们 限制 在 二 维 情形 . 这 时 这 个 映 
射 写 为 形式 
B= -2(1+p +h?) +o(27), 
(py + oly), 


其 中 |y()| < 1. 如 果 我 们 考虑 三 维 流 的 Poincaré 映射 , 则 它 可 定向 (保持 方向 ). 因 
it, 周期 轨道 乘 子 的 积 必须 为 正 , 即 Y < 0 
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图 11.4.1 在 情形 h <0 时 的 Lamerey 螺 线 的 变化 . 


如 果 <0, 点 O 对 jp <0 稳定 ( 结 点 (-)). 当 / 变 成 正 时 , 点 O 失去 稳定 性 
T (=), 这 意味 着 从 原点 分 支出 稳定 的 周期 2 轨道 . 相 图 如 图 11.4.3 所 


”如 果 4 > 0, 则 对 所 有 充分 小 的 负 jp, 存在 鞍点 (+,+) 型 的 周期 2 轨道 (01,03). 
它 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 将 不 动 点 O RIRI. 当 u 趋 于 零 时 周期 2 轨 
道 趋 于 O 并 在 u = 0 PHATE. 当 p> 0 时 , 点 O 变 成 鞍点 (一 ,一 )( 见 图 11.4.4). 


434 第 11 章 ” 通 往 稳定 性 边界 的 局 部 分 支 


@ Ac0 &) #0 


© > 


图 11.4.2 ZEW h > 0 时 的 Lamerey 螺 线 的 变化 . 不 稳定 周期 2 FIERAR. 


在 自治 微分 方程 系统 的 周期 轨道 情形 , 这 个 分 支 值得 注意 的 特征 是 , 与 Poincaré 
映射 的 不 动 点 O 对 应 的 周期 轨道 L 的 中 心 流 形 是 M5bius H. 周期 轨道 本 身 是 
Mobius 带 的 中 线 , 因此 从 L 分 支出 的 新 轨道 必须 围绕 L 两 次 , 如 图 11.4.5 所 示 . 
很 显然 新 轨道 的 周期 接近 于 LAMKE. 因此 这 个 分 支 称 为 信 周 期 分 支 对 以 了 
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四 a> 


图 11.4.3 ”原点 最 初 是 稳定 结 点 (—). 在 (b) 中 CO; 和 Os 的 每 一 点 都 是 周期 2 点 . 它们 构成 当 原 
点 变 成 鞍点 (~, —) 时 从 它 分 支出 的 稳定 周期 2 环 . 


为 周期 的 非 自 治 系统 , Poincaré 映射 的 周期 2 点 对 应 于 倍 周期 的 两 条 周期 轨道, 使 
得 以 相 移 位 r 由 一 条 变 到 另 一 条 . 

接 下 来 我 们 集中 研究 当 第 一 个 Lyapunov 量 等 于 零 时 出 现 的 分 支 . 这 里 , 经 去 掉 
二 次 和 四 次 项 后 (映射 的 光滑 次 数 r 假设 不 小 于 5), 映射 可 以 写 为 形式 


z= -z(1 + bole) +h (e)z? + bz*) + o(2"), 
其 中 lo(0) = h (0) = 0,12 # 0. EREE F m 由 方程 


l(e)=h(e)=0 
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图 11.4.4 WE h > 0. 在 原点 的 检定 结 点 (—) 被 周期 2 鞍点 环 (+, +) 所 围绕 . RAHAB 
时 , 后 者 变 成 不 稳定 . 


图 11.4.5 ” 信 周 其 分 支 的 拓扑 . 平凡 周期 轨道 L 的 不 稳定 流 形 (黑色 ) 是 Mobius 长 条 , 它 的 边界 
是 一 条 刚 分 支出 来 的 周期 2 稳定 轨道 . 的 稳定 流 形 表 示 为 白色 . (承蒙 B.Krauskopf 允许 ) 


定义 , 并 且 当 假设 一 般 性 条 件 


ĝe: ðe; 
秩 | on on | (4? 
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成 立时 , 它 是 余 维 2 的 C- - 光滑 曲面 . 因此 , 横 截 族 依赖 于 两 个 参数 : 
E=—2(1+ po + pr + ler*) + ofz5). (11.4.10) 
其 中 , 如 上 , 不 动 点 是 唯一 的 . 当 po < 0 时 它 稳定 , po > 0 时 不 稳定 . 对 所 有 其 它 小 


的 po #0, 它 不 产生 分 支 . 
为 了 求 周期 2 点 , 我 们 考虑 映射 的 二 次 选 代 


B= 2(1+ po)? + m (1 + po)(2 + 24o + p8)z? + loz? + o(2*). (11.4.11) 
这 个 映射 的 不 动 点 除 2 = 0 以 外 是 方程 
Quo + på + p(1 + Ho)(2 + 2po + uB)x? + 2laz* + o(z*) = 0 (11.4.12) 
的 根 . 重 根 必须 满足 由 微分 (11.4.12) 得 到 的 另外 方程 
pa (1+ po)(2+ 2po + 48) + daz? + o(z°) = 0. (11.4.13) 
关于 z 求解 系统 (11.4.12) — (11.4.13), 我 们 求 得 在 (jo, 41) - 参数 平面 上 包含 重 根 
的 曲线 由 半 抛 物 线 Şi 
m= Fe + oui), mila <0 (11.4.14) 
组 成 . 对 映射 (11.4.10), 这 条 曲线 对 应 出 现 鞍 - 结 点 型 的 周期 2 轨 线 (z+, 27). Be - 
结 点 的 坐标 由 (11.4.12) 和 (11.4.13) R: z+ = + |e + o(/|mal). 将 (11.4.11) 
的 右 端 在 z+ 展开 为 Taylor 级 数 , 我 们 可 以 验证 Lyapunov 量 不 为 零 , 即 这 个 点 是 简 
PAB; - 结 点 . 
除了 直线 po = 0 和 直线 (11.4.14) 以 外 , 分 支 开 折 不 包含 其 它 东西 ( 见 图 11.4.6). 
这 些 曲线 将 原点 邻 域 分 成 三 个 区 域 Do, D 和 Da. 对 应 每 个 区 域 的 Lamerey 图 如 图 
11.4.7(la < 0) 和 图 11.4.8(la > 0) 所 示 . 在 Do 内 不 存在 周期 2 轨 线 , 在 Di 内 存在 
一 条 周期 2 AR, 在 Da 内 存在 两 条 这 样 的 轨 线 . 当 从 D 移动 到 Do 时 两 条 周期 2 
轨道 重合 并 消失 . 
最 后 示意 性 地 考虑 当 几 个 Lyapunov 量 同时 为 零 时 的 一 般 情形 的 分 支 . 设 上 是 


在 < = 0 时 第 一 个 非 零 Lyapunov 量 的 指标 数 . 于 是 消去 直到 2k 阶 的 z HAKE, 
映射 可 以 化 为 形式 


B=-2 人 Fue tnar) + o(z2*+1), (11.4.15) 
ed 

HEP h JÈ e by COD - 光滑 函数 (i = 0,… ,一 1). 假设 映射 的 光滑 次 数 ” 不 小 
于 (2k +1) 以 及 lo(0) = -+ = 及 -1(0) = 0, l # 0. 
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图 11.4.6 分 支 开 折 (a) ta <0 M (b) la > 0. 


显然 , 在 一 般 位 置 的 情形 (EERE 


Br ep 
Ol .Ol 
Ber Em A 
的 秩 等 于 K), 分 支 曲面 
IM: ole) =o = taal) =0 


是 通过 点 。 = 0 以 及 对 应 于 具有 乘 子 -1 和 前 面 (k ~ 1) 个 Lyapunov 量 为 零 的 不 动 
点 的 余 维 k 的 C-O- -光滑 曲面 .“ 

我 们 选择 量 Li(e) 作为 控制 参数 uo,- wen. 于 是 任何 一 个 与 2 横 截 的 族 在 
这 种 情形 下 可 表示 为 形式 


B= -a(l + jo + paz? +--+ oO) +) + (z, y), (11.4.16) 
其 中 G = ofa) 是 z 的 Cr - 光滑 函数 , 是 u 的 Cr - 光滑 函数 ， 且 满 足 
Ĝ(0, u) = (0,p) = -+ = Ĝ™ (0, u) = 0 #1 O+ (0,0) = 0. 


平面 po = 0 对 应 于 在 原点 的 不 动 点 失去 其 稳定 性 . 在 jo #0 不 动 点 不 出 现 其 
它 分 支 . 为 了 研究 周期 2 轨 线 , 我 们 需要 研究 映射 的 二 次 先 代 


kl ka 
g=2(1+ Hs laa | (1+ a% + la” 
sr) (ne x 


= 
= 2(1 + 2fo +20? + +++ + Ptr) + Aya) 十 ofZ2k+i)， 
7 ES, 稳定 性 区 域 的 边界 是 由 条 件 lole) = 0 WE, 且 是 余 维 1 的 光滑 曲面 只 要 向 量 


(e. F 器 ) EP, 而 不 管 任何 Lyapunov 量 是 否 为 零 - 
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图 11.4.7 分支 图 11.4.6 (a) 中 对 ta < 0 情形 的 映射 , 围绕 原点 顺 时 针 方向 移动 . (c) 中 的 两 个 周 
期 2 环 在 分 隔 Da 和 Do 的 边界 上 合并 且 在 Do 内 消失 . 周期 2 的 半 稳 定 环 显示 在 (d) 中 


其 中 每 一 个 六 由 po,… ,An 唯一 表示 : 
fi = m + pilho, + spi). (11.4.18) 
我 们 并 不 需要 函数 w 的 具体 形式 . 只 需 注意 


= (us) G=0 i) (11.4.19) 
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图 11.4.8 ”对 应 于 分 支 图 11.4.6 (b) 中 的 映射 . 在 Da 和 Do 之 间 的 边界 上 周期 2 半 - 稳定 环 是 
KE (a) 中 
就 够 了 . 映射 (11.4.17) 的 非 零 不 动 点 是 方程 
fig + fin? +--+ fig rz?) + hz + of2) =0 (11.4.20) 


的 根 . 它们 对 应 于 映射 (11.4.16) 的 周期 2 轨道 . 此 外 , 每 条 轨道 是 由 一 个 正 根 和 一 
个 负 根 组 成 . 因此 , 我 们 可 以 仅 考虑 正 根 , 即 如 果 令 u = z?, 则 我 们 的 问题 化 为 对 方 
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程 
flo + hut + riu"? + hu + o(u*) =0 (11.4.21) 


正 根 的 分 支 分 析 . 这 种 根 的 类 似 分 支 我 们 已 经 在 11.2 节 研 究 过 (其 差别 是 uw*-! 的 
因子 不 是 零 一 一 但 这 由 平移 原点 总 可 以 办 到 ; 除了 这 个 我 们 没有 单独 讨论 过 正 根 的 
性 态 ). 如 在 11.2 节 , 通过 验证 方程 左 端的 & 阶 导数 不 为 零 , 我 们 就 可 以 证 明 当 > 和 
都 小 时 方程 (11.4.21) 不 可 能 有 多 于 k 个 的 根 . 

因此 , 具有 一 个 乘 子 等 于 -1 以 及 (k 一 1) 个 零 Lyapunov 量 的 不 动 点 的 分 支 不 
可 能 产生 多 于 人 个 周期 2 轨道 . 此 外 , 容易 指定 确切 的 参数 值 使 得 方程 (11.4.21) 有 
从 0 到 此 范围 内 指定 个 数 的 正 根 . 由 此 得 知 在 映射 (11.4.16) 的 参数 空间 内 存在 区 
域 , 其 中 这 个 族 具有 任何 指定 个 数 (从 0 到 月 的 周期 2 轨道. 

为 了 了 解 周期 2 轨道 的 分 支 曲面 的 结构 , 我 们 必须 构造 方程 (11.4.21) 的 重 根 曲 
T M, 然后 选择 对 应 正 重 根 的 部 分 mt+. 曲面 Oot 由 方程 组 

加 十 各 二 二 各 -Tu 二 二 ou) 一 0 


(11.4.22) 
fay + 2ftgu +++ + (k — Dk-1u 2 + kyu? + o(u*-?) = 0 


定义 . 由 (11.4.22) 得 知 重 根 u = 0 对 应 于 令 值 fo 和 Ar WF. 因此 , 由 fo = fr =0 
定义 的 直线 构成 M 中 mh 的 边界 . 映射 (11.4.16) 的 周期 2 轨道 的 分 支 图 与 m+ 重 
合 . 相应 地 , 曲面 m+ 和 平面 yo = 0 的 并 , 其 上 不 动 点 失去 它 的 稳定 性 , 这 给 出 映射 
(11.4.16) 的 完全 分 支 图 . 

现在 我 们 来 更 详细 地 考虑 集合 Mh 的 构造 问题 ( 对 = 3, le < 0 的 情形 , 映射 
(11.4.16) 的 分 支 图 的 例子 见 图 11.4.9). 注意 , 曲面 m 包含 对 应 于 存在 k 重 根 的 直 
BRL. 这 条 直线 由 下 面 方程 组 确定 (它们 要 求 在 某 点 u, 方程 (11.4.21) 的 左边 及 它 的 
前 (k 一 1) 阶 导数 必须 为 零 ). 


图 11.4.9 ”三 参数 族 中 的 分 支 集 的 结构 . 说 明 见 正文 . 
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0 = ĝo + ĝnu +--+ fe + hut + o(u*), 


O = fy +2fau +-+ + (k—Ufie ut? + blauk? + o(uk), 


ka 
O= fut J Cy + Cu + o(uk), 


jm 


0 = r-i + Alan + ofu), 
其 中 C; 是 二 项 式 因子 . 从 下 到 上 关于 Arı 逐个 求解 这 个 系统 , 我 们 求 得 曲线 工 可 
渐 近 地 表示 为 形式 
fis ~ (hr) te, (11.4.23) 
其 中 as 是 某 非 零 系数 . 此 外 , k 重 根 位 于 点 


如 (11.4.24) 


土 . 
点 4=0 将 曲线 工分 为 两 个 分 校 : [+ : finale < OM L- : fr-ils > 0. 由 方程 
(11.4.24) 得 知 在 L+ 上 u* > 0, 即 只 有 L 的 这 个 分 枝 对 应 于 k 重 周期 2 轨道 . 
通过 将 原点 移 到 点 u = ut, 方程 (11.4.21) 化 为 


bo tout- + veau"? + lyu" + ofu") = 0, 


JEP v AE A MAREEK. 因此 , 由 11.2 节 得 知 在 与 直线 工 横 截 的 每 个 截面 firi = 常 
数 上 , 曲面 om 有 相同 结构 , 它 是 HAE) 多 项 式 yy tna t+ +ve-auh? put 
的 重 根 曲面 , 此 曲面 是 在 截面 与 曲线 的 交点 (这 个 点 的 坐标 由 (11.4.23) 求 得 ) 附 
近 组 建成 的 . 

正如 11.2 节 解释 的 , 这 个 曲面 是 由 许多 对 应 二 重 根 的 余 维 1 光滑 叶片 组 成 . 直 
BE jo = fy = 0 将 这 些 叶 片 划分 成 分 别 对 应 于 负 二 重 根 和 正二 重 根 的 两 个 部 分 (只 
有 后 面部 分 组 成 MH): 正 的 二 重 根 当 fale < 0 时 恰好 在 与 + 相连 接 的 部 分 中 ， 
或 者 当 Aril > 0 时 在 不 与 L 连接 的 部 分 中 . 

我 们 也 可 以 推导 类 似 于 (11.2.31) 一 (11.2.33) 的 渐 近 关系 式 , 即 重 根 曲面 叶 化 为 
渐 近 表达 为 


ĝi ~ Myer (11.4.25) 
的 曲线 , 以 及 所 有 余 维 s 的 分 支 集 由 形 如 


Bis = Vier fea) G = (11.4.26) 
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的 曲面 片 (在 “= 0 相连 接 ) 组 成 , 其 中 诸 yj 满足 关系 


ka 
w-d < eY Ver (11.4.27) 


(这 里 , CBS s 和 了 无关 的 公共 常数 ). 

由 (11.4.18) 和 (11.4.19) 得 知 , 如 果 我 们 回复 到 原来 的 参数 po,… oer, 则 每 
条 曲线 (11.4.25) 将 有 具有 相同 常数 集 My 的 同样 的 渐 近 表达 式 . 因此 , 在 计算 一 阶 
渐 近 关系 式 时 不 必用 jp 来 表示 hi 我 们 简单 地 令 A = p. 


11.5 Andronov-Hopf 分 支 


这 一 节 我 们 讨论 当 平衡 态 的 一 对 复 共 坟 特征 指数 穿 过 虚 轴 时 发 生 什 么 . 这 里 失 
去 稳定 性 与 周期 轨道 的 产生 或 消失 直接 相 联 系 . 这 个 分 支 是 从 驻 定 机 制 过 渡 到 振动 
机 制 的 最 简单 的 装置 , 并 且 它 允许 我 们 对 许多 物理 现象 给 以 适当 的 解释 ， 由 于 这 个 
缘故 , 这 个 分 支 在 分 支 理论 中 传统 上 有 着 特殊 的 作用 . 

考虑 Cr - 光滑 (r > 3) 依赖 于 变量 ze R?,y € Rm (m > 0) MBM € € R (p> 
1) 的 微分 方程 系统 族 . 设 系统 在 < = 0 有 具有 一 对 纯 虚 特征 指数 的 平衡 态 O, 余下 
的 特征 指数 假设 都 位 于 虚 轴 的 左边 . 由 于 平衡 态 没有 零 特征 值 , CE = = 0 的 小 邻 
域内 得 到 保持 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 对 所 有 小 < 它 停留 在 原点 . 又 假设 这 是 一 
对 最 接近 于 虚 轴 的 特征 指数 


Ara = Me) +iw(e), 
其 中 Afe) 和 w(e) 是 C"-! - 光滑 地 依赖 于 <, 以 及 
(0) = 0,w(0) > 0. 
由 约 化 定理 , 在 平衡 态 附近 系统 可 化 为 形式 
1 = Me)z1 一 w(e)za 十 Gi(zlza,e)， 
ża = w(e)zı + Me)z2 + Ga(z1, 22,6), (11.5.1) 
ý = [A + F(z1,22,€)]y, 
Jeh F Jè c - 函数 , G12 是 Cr - 函数 , E 
F(0,0,0) = 0, 
=0, (11.5.2) 


GO, 
G,(0,0,0) = 0, 
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我 们 可 以 如 9.3 节 一 样 验证 , 在 < = 0 函数 G 的 Taylor 展开 中 异 于 2, (23 +23) 和 
zala? + z3) 的 项 (例如 任何 偶 次 项 ) 都 是 非 共振 项 , 故 可 用 (关于 z 的 ) 多 项 式 变量 
变换 消去 . 

在 参数 空间 中 平衡 态 的 稳定 性 区 域 边界 M 由 方程 Me) = 0 给 出 : 如 果 Ms) < 0 
PAS 0 稳定 , Me) > 0 它 不 稳定 . 如 果 向 量 (2, 2) EDAM 
不 为 零 , 则 对 所 有 小 。 边界 om 是 余 维 1 的 CO -光滑 曲面 " 送 奸 Xe) 为 控制 参数 
u 并 考虑 与 M 横 截 的 单 参 数 族 . 在 中 心 流 形 y = 0 上 , 这 个 族 取 形式 

hy = pz, ~ wp)z2 + (Liz: — Mza) (2? + 23) + Ĝi (21,22,14), 
(11.5.3) 
ża = w(y)ar + uza + (Nizi + Lize)(2} + 23) + G2(z1, 22, 4), 
其 中 对 所 有 小 jz 的 所 有 二 次 项 和 在 =0 异 于 z: (2? +29) M rala? +a) 的 三 次 
项 都 被 消去 . 
这 意味 着 在 (11.5.3) 中 , 函数 Gia (关于 = 是 Cr - 光滑 , 关于 /是 On? - 光 
滑 ) 满足 
G0,0,n)=0,  Ğ;,(0,0,4) =0, 
G2,(0,0,4) =0, Css(0,0,p) =0, 
HG = o(R°), IEH R= Yatra. 

定理 11.1 ”如 果 (11.5.3) 中 第 一 个 Lyapunov fit Li 为 负 , 则 对 小 u < 0, 平衡 
态 O 稳定 并 且 在 原点 某 邻 域 [内 的 所 有 轨 线 都 趋 于 O. 当 / > 0 时 平衡 态 变 成 不 
稳定 , 并 出 现 直径 为 ~ VE 的 稳定 周期 轨道 ( 见 图 11.5.1) 使 得 U 中 所 有 轨 线 除了 O 


都 趋 于 它 . 


Wu<0 (p=0 (p>0 
图 11.5.1 ”在 原点 的 稳定 焦点 通过 超 临 界 (Li < 0) Andronov-Hopf 分 支 软 性 失去 稳定 性 . 
如 果 第 一 个 Lyapunov fit Ly WE, 则 对 小 u > 0, 平衡 态 O 不 稳定 并 且 任 何其 


它 轨 线 都 离开 原点 的 小 邻 域 U， 当 上 < 0 时 , 平衡 态 稳定 . 它 的 吸引 盆 是 由 直径 为 
~ VJ 的 不 稳定 周期 轨道 界定 , 这 个 周期 轨道 在 a= 0 时 收缩 到 O( 见 图 11.5.2). 
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O 


全 <0 © a0 © pn>0 


图 11.5.2 ”在 原点 的 稳定 焦点 通过 亚 临界 (L > 0) Andronov-Hopf 分 支 刚性 失去 稳定 性 


证 明 ”将 系统 (11.5.3) 写 为 极 坐标 形式 
R= Rut Li R?) + O1(R, p, u), 
ọ = w(u) + Mı (u)R? + a(R, p, 4), 
其 中 d, = o(R?), Da = o(R?). 定理 的 论断 对 截断 系统 


(11.5.4) 


R= Rt L R?), 
(11.5.5) 
= w(u) + Ni (u) R? 
可 平凡 地 验证 . 
事实 上 , 这 里 轨 线 的 性 态 完全 由 第 一 个 方程 


R= R(u + LR?) (11.5.6) 


确定 . 特别 地 , 方程 (11.5.6) 具有 正 R 的 平衡 态 对 应 于 系统 (11.5.5) 的 周期 轨道 . 容 
易 求 得 (11.5.6) 的 平衡 态 , 即 uL <0 时 的 R=0 M R= + , 如 果 <0 则 


平衡 态 R= -F 稳定 , Lr > 0 时 它 不 稳定 . 

对 一 般 情 形 ， vate w(u) > 0. 因此 (11.5.4) 中 的 多 对 小 的 不 为 零 . 从 而 , 任何 
异 于 点 O 的 轨 线 必须 与 射线 R: p = 0 R> 0 相交 . p 转动 一 周 后 , 轨 线 必须 与 射 
BR 再 次 相交 , 等 等 , 直到 它 离开 原点 的 邻 域 . 因此 , 只 需 考虑 沿 着 系统 的 轨 线 将 射 
线 办 映 为 它 自己 的 映射 , 见 图 11.5.3. 

为 了 计算 这 个 映射 , 将 (11.5.4) 中 第 一 个 方程 与 第 二 个 方程 相 除 得 


= FMR F SaR p) oH) 
我 们 求 方程 (11.5.7) 在 p = 0 从 点 R = Ro 开始 的 解 . 将 它 展 成 Ro 的 Taylor 级 数 
Re) = a (p)Ro + oa(p) RS + asp) RG ++- (11.5.8) 


Re BOE) ta) sn) 
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图 11.5.3 ”从 原点 出 发 的 射线 R 的 映射 - 


(由 于 在 Ro = 0 有 Ry) = 0, 展开 式 从 线性 项 开始 ). 由 于 R(0) = Ro, 故 


oa(0) =1, a2(0) =0, as(0)=0. 


(11.5.9) 
将 (11.5.8) 代入 (11.5.7), 并 今 同 类 项 相等 得 
doy _ Hor, 
dp w) 
da = oe, (11.5.10) 
das _ pas + Liot 
dp w(u) 


积分 这 个 系统 并 考虑 到 初始 条 件 (11.5.9), 我 们 得 到 


alp) = relew, 
olp) = 0, 
Lyettelete) (emela) — 1) 
aa(p) = Iu 
以 及 


Rly) = et Ry + herero = 


R+ 


令 p = 2r, 我 们 得 到 将 射线 R 映 到 它 自己 的 映射 的 表达 式 : R= RO) = 
R(2r) =R: 


R= ew R 4 27 LR? + of RS). (11.5.11) 
(0) 


所 得 映射 (11.5.11) 的 非 平凡 不 动 点 的 方程 


(De +o) -0 (ais. 
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可 容易 求解 (注意 到 , 直到 主 项 它 与 (11.5.6) 的 非 平凡 平衡 态 的 方程 重合 ) 由 此 得 
知 当 Lin > 0, 映射 (11.5.11) 有 单个 不 动 点 R = 0, 当 Lin < 0, 还 出 现 平衡 态 
R= j-i + ol via), 它 是 从 前 面 的 不 动 点 分 支出 的 (回忆 映射 仅 对 R > 0 定义 ， 
不 包括 它 的 负 根 ). 由 (11.5.11), 我 们 得 到 非 平凡 不 动 点 乘 子 的 下 面 表达 式 


plu) = + olp). 


o 
注意 到 , 如 果 Ly < 0 则 不 动 点 稳定 , 否则 不 稳定 . 这 就 证 明了 定理 11.1 的 论断 


TE “定理 11.1 是 由 Andronov 和 Leontovich 通过 构造 和 研究 映射 证 明 的 , 而 没 
有 明显 地 应 用 规范 形 理论 . 图 11.5.1 和 图 11.5.2 是 从 Andronov,Vitt 以 及 Khaikin 
的 《振动 理论 ) 中 拷贝 过 来 的 , 那里 他 们 并 述 了 软 性 生成 和 刚性 生成 自 激 振动 的 现象 
(SL 14 章 ). 


接 下 来 我 们 研究 高 维系 统 (11.5.1) 的 分 支 . 如 果 Li < 0 (图 11.5.4), 则 当 p< 0 
时 平衡 态 O 稳定 ( 当 p < 0 时 是 粗 焦点 , 当 上 = 0 时 是 弱 焦点 ), 它 吸 引 原点 小 邻 域 
内 的 所 有 轨 线 . 当 py > 0 时 点 O 变 成 具有 二 维 不 稳定 流 形 和 m 维稳 定 流 形 的 鞠 - 焦 
点 . 不 稳定 流 形 的 边 是 稳定 周期 轨道 , 它 现在 吸引 除了 在 O 的 稳定 流 形 上 的 轨 线 以 
外 的 所 有 轨 线 . 定理 11.1 中 计算 的 周期 轨道 的 一 个 乘 子 是 Pop) = 1 一 ao +o(u). 
为 了 求 其 它 的 乘 子 , 我 们 注意 , 由 于 周期 轨道 位 于 中 心 流 形 y = 0 上 , y - 变量 的 变 
分 方程 是 ( 见 (11.5.1)) 


HA =(A+ F (2,0). 
由 于 F 的 绝对 值 很 小 , 因此 由 这 个 方程 的 时 间 7 移 位 接近 于 e^ (其 中 r 是 极限 环 
的 周期 ) 故 对 应 于 y - 变量 的 乘 子 接近 于 ew7 (G = 1,… ,m), 其 中 诸 Ay 是 短 阵 A 


的 特征 值 . 由 于 7 = aot ,我们 有 下 面 的 乘 子 公式 


p(w) = APIO h), j= ym. 


最 接近 于 单位 圆 的 乘 子 po 是 实数 , 故 对 所 有 充分 小 的 上 周期 轨道 是 结 点 ( 即 对 应 
的 Poincaré 映射 的 不 动 点 是 稳定 结 点 )- 

如 果 Li > 0, 相 图 如 图 11.5.5 所 示 . 其 中 当 A < 0 时 存在 稳定 平衡 态 O( 焦 点 ) 
和 鞍点 周期 轨道 , 后 者 的 m 维稳 定 流 形 是 O 的 吸引 盆 的 边界 . 当 u 增加 时 环 向 O 
收缩 , 并 在 u = 0 SES) O. 当 六 增加 而 通过 零 时 平衡 态 O ERB - 焦点 . 

我 们 已 经 看 到 , 横 截 于 稳定 性 边界 mM 的 单 参数 族 的 分 支 依赖 于 第 一 个 Lyapunov 
量 的 符号 而 有 完全 不 同 的 发 展 . 如 果 在 = = 0 量 L WE, 不 在 万 不 得 已 我 们 不 考虑 
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@ <0 


图 11.5.4 R3 中 超 临界 Andronov-Hopt 分 支 , () 中 的 稳定 焦点 (主流 形 W+ 是 二 维 的 ) 变 成 (b) 
中 的 鞍 - 焦点 . 稳定 周期 轨道 是 不 稳定 流 形 WS 的 边 
双 参 数 族 . 为 了 探究 这 个 情况 , 我 们 将 系统 在 中 心 流 形 上 化 为 直到 5 阶 项 的 规范 形 :5 
ay = Alejzi — w(e)za + (Da(e)zi — 91 (€)z2)(2} + 23) 
+(Lari 一 Qazz)(z8 + 22)? + ofz*), 
åa = wejzl + AMe)za + (Ms (eer + Li(e)z2)(z + 23) 
+(Mazı + Laza)(z? + 23)? + 0(2*), 
其 中 Lale), M (e) 是 Cr-3 类 函数 , L, (0) = 0. 考虑 由 条 件 
Me) =0, Lr(e)=0 


定义 的 曲面 w. 如 果 


FA 
Bei de, 

Mou | => 
Oe, Gey } a0 


则 oo’ 是 余 维 2 的 Cr-3 — 光滑 曲面 . 
5 假设 这 个 系统 充分 光滑 , 例如 r > 5. 


w <o 四 #0 


图 11.5.5 SEII Andronov-Hopf 43. (a) 稳定 焦点 的 吸引 盆 是 由 鞍点 周期 轨道 的 稳定 流 形 所 
界定 . (b) 周期 轨 间 在 u = 0 缩小 到 稳定 焦点 , 后 者 变 成 蒂 - 焦点 (1,2). 


选择 Xe) 和 Ly (©) 作为 控制 参数 jo 和 py, 与 OU 模 截 的 双 参 数 族 写 为 形式 
żı = poz: — w(u)za + (m21 — Mı (u)za)(2} + 29) 
+(Lazl ~ Naza)(z? + 23)? + olz"), 
ja = w(u) + pota + (Q(T + pza)(z} + 23) 
+(Nuzı + Laza)(z} + 23)? + olz"), 
或 者 在 极 坐标 下 为 
R= R(yo + mR? + LaR*) + $1 (R, p, u), 
GO = w(u) + Ni (u)R? + NAR + (R, p, p), 


其 中 D, = of RS) 且 &2 = o(R*) 

注意 到 o 对 小 RAR. Att, 原点 附近 的 动力 学 由 沿 着 系统 轨 线 将 射线 : 
Rip = 0,R > 0 映 为 它 自己 的 映射 确定 . 这 个 映射 的 计算 与 上 面 定理 11.1 证 明 中 
的 方法 相同 , 即 利用 将 系统 (11.5.13) 的 解 R(w) 展开 成 关于 初始 条 件 的 Taylor 级 数 : 


R(y) = a (p)Ro + a2(9)RG + asly) R3 + aa(y)RG + asly) RG +-+- 


(11.5.13) 
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咯 去 细节 最 后 得 到 
R= R+ FE Rlbo + ia R? + Lak!) + o(RS), (118.14) 


其 中 
fio = (rora — 1) = po + ofp), 


f= (a a WO) erholen) (etrpo/ ot) — nga 
"hs WO 十 opo) + ofm). 

由 于 映射 (11.5.14) 的 右 端 是 单调 增加 函数 , 对 这 个 映射 的 研究 化 为 对 它 的 不 动 点 的 

研究 . 它们 可 视 为 方程 


R(ĝo + ÂR? + L2R*) + o(R5) = 0 


的 根 . 注意 , 由 于 这 个 映射 是 对 R > 0 定义 的 , 我 们 只 需 寻找 非 负 根 : R = 0 对 应 于 
平衡 态 , 正 根 对 应 于 系统 (11.5.13) 的 周期 轨道 . 由 于 我 们 已 经 在 上 一 节 研 究 了 这 个 
类 型 的 方程 方程 (11.4.12)), 当 分 析 在 零 Lyapunov 量 情形 从 倍 周 期 分 支出 现 周期 
2 轨道 时 , 我 们 可 以 简单 地 重 述 它 的 主要 结果 . 

系统 可 产生 不 多 于 两 个 的 极限 环 . 如 果 La < 0 ( 见 图 ,11.5.6), 则 对 yo > 0 存在 
单个 极限 环 ; 在 由 射线 jo = 0, p > 0 和 曲线 C; po = dal + o(p?) ARIDE Da 
内 存在 两 个 极限 环 : 一 个 稳定 , 另 一 个 不 稳定 , 它们 在 曲线 L 上 合并 形成 一 个 半 稳 定 
环 ; 在 L 与 射线 jo = O,p < 0 之 间 的 区 域 Do 内 不 存在 周期 轨道 . 对 情形 La > 0, 
类 似 的 分 支 如 图 11.5.7 所 示 . | 

m 


图 11.5.6 在 L1 =0,L2 <0 情 形 时 的 分 支 开 折 . 曲线 C 对 应 于 两 个 环 的 存在 性 . 
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m 


图 11.5.7 Eby =0, La > 0 情形 时 的 分 支 开 折 . 


现在 设 前 面 (k — 1) 个 Lyapunov 量 在 < = 0 时 等 于 零 (所 考虑 的 系统 的 光滑 性 
假设 不 低 于 2k + 1). 于 是 , 在 一 般 位 置 情形 , 曲面 mt ( 它 对 应 的 平衡 态 有 一 对 纯 虚 
特征 值 以 及 前 面  - 1) 个 Lyapunov 量 等 于 零 ) 是 参数 空间 中 通过 点 < = 0 的 余 维 
大 的 Cak-: — 光滑 曲面. 在 这 种 情形 下 所 有 横 截 族 依赖 于 k 个 控制 参数 jo,… ,px-1 
并 且 在 极 坐标 下 可 写 为 下 面 形式 ; 


R= Ro 十 … 十 Auk-iR2k-2 + Le RE) + of R21), 
$ = w(u) + MR + +-+ + Na (u) R + OR). 


对 这 个 族 的 分 析 也 可 以 化 为 将 射线 p = 0, R > 0 映 为 它 自己 的 映射 的 研究 . 我 们 可 
以 证 明 这 个 映射 有 形式 


R=R+ aR + Hak? poe fin wR? + LR) + 0 R), (11.5.16) 


其 中 


(11.5.15) 


Âo = Ho + o(po), 
Ay = m — Îi po + (Ho) + o(p), 


fas = p fp — +++ — apo + olpo) + +++ + olp), 


Bie = r-i — Ĉara — +» — Meso + O(a) +-+ + O(He-1)s 
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并 且 量 Qi 是 Q1(0),… ,Qu(o) 和 w(0) 的 函数 : 
a, — 2110) 
= wog， 
a, — mo) _ RO) 
a= O O 


在 上 一 节 我 们 已 经 将 由 具有 乘 子 -1 的 不 动 点 生成 周期 2 轨道 的 问题 化 为 类 似 
于 映射 (11.5.16) 的 映射 (11.4.17) 的 研究 . 因此 在 这 种 情形 的 分 支 图 与 具有 (k 一 1) 
个 零 Lyapunov 量 的 倍 周期 分 支 的 分 支 图 相同 : 这 是 由 平面 yo = 0, 在 其 上 原点 的 平 
衡 态 失去 它 的 稳定 性 , 以 及 对 应 于 正 u 的 多 项 式 fig ++ Âkit + Leut 的 重 根 
的 半 曲 面 (s 重 正 根 对 应 于 s 重 极限 环 ) 的 并 组 成 . 

注意 到 映射 (11.5.16) 可 有 不 多 于 k 个 的 正 不 动 点 (包括 重 次 ), 因此 具有 一 对 纯 
虚 特征 指数 和 前 面 (k - 1) 个 Lyapunov 量 等 于 零 的 平衡 态 可 以 产生 最 多 个 极限 
IK. 此 外 , 参数 空间 的 区 域 可 以 按 系统 有 从 0 到 k 个 极限 环 确定 .它们 都 围绕 原点 ， 
使 得 不 稳定 环 位 于 任何 两 个 相继 的 稳定 极限 环 之 间 . 最 外 面 的 极限 环 的 稳定 性 由 第 
k A Lyapunov 量 的 符号 确定 : 如 果 L < 0 那么 它 稳定 , 否则 不 稳定 . 

这 个 理论 属于 Andronov 和 Leontovich, 他 们 分 析 了 平面 情形 . 稍 后 Hopf 从 不 
同 观点 研究 了 具有 一 对 纯 虚 特征 指数 的 平衡 态 的 族 . 他 的 结果 用 当代 的 方法 可 表述 
如 下 : 考虑 二 维系 统 * 的 单 参数 族 

ay = A(u)zı — w(u)za + Gi(z1, 72, 4), 


(11.5.17) 
ja = w(u)z1 + AU)za + G2(21,22, 4), 


其 中 Gig 是 满足 G = o(R) 和 Gi, = o(R), R= yaf + @ AY CT (r > 1) 类 函数 . 


定理 11.2 设 
MO) =0, (0) #0, w(0) #0. 


那么 在 扩展 相 空间 ( 相 空间 与 参数 空间 的 直 积 ) 的 原点 附近 存在 唯一 确定 的 C - 光 
滑 不 变 曲 面 上 = vz), (0) = 0, 使 得 对 给 定 的 u, 它 与 平面 u= 常数 的 每 一 个 交 是 
由 系统 (11.5.17) 位 于 原点 领域 内 的 闭 轨 线 集 所 组 成 . 


证 明 ”系统 (11.5.17) 在 极 坐标 下 写 为 
R= MW)R+ ®i(R, 9, u), 
ġ = w(u) + 2(R, p, 4), 
ER 事实 上 考虑 了 高 维 情 天 但 应 用 中 心 流 形 定理 , 我 们 就 可 考虑 限制 在 二 维 情形 - 
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其 中 & = off), FP = o(R) E 和 = oft). 沿 着 系统 的 罗 线 , HAR o = 0, R > 0 的 
映射 有 形式 
R= eA) R + o(R). (11.5.18) 
NRA AEE 
WR) 
的 零点 . 偶 (R= 0,4 = 0) 满足 这 个 方程 . 因为 


2nd) oH) _ 1+ an (11.5.19) 


Ou v0) *% 


我 们 可 以 对 (11.5.19) 应 用 隐 函 数 定理 . 因此 在 半 平面 (y, R > 0) 上 存在 唯一 确定 的 
光滑 曲线 u = VCR), 对 每 个 给 定 的 u, 它 由 映射 (11.5.18) 的 不 动 点 组 成 ,由 于 系统 
(11.5.17) 的 周期 轨道 对 应 于 映射 (11.5.18) 的 不 动 点 , 在 扩展 空间 (p, 21,22) 内 存在 
曲面 上 = w(z), 它 被 系统 的 闭 轨 线 所 充满 . 这 与 定理 的 论断 一 致 (验证 曲面 在 z = 0 
的 光滑 性 需要 另外 的 计算 , 我 们 在 这 里 就 省 略 了 ). 

注意 , 上 面 定理 本 身 并 不 揭示 关于 系统 (11.5.17) 动力 学 的 多 少 信息 . 从 定理 立 
刻 得 知 的 信息 仅仅 是 , 在 p = 0 的 小 邻 域内 或 在 4 = 0 时 系统 存在 周期 轨道 .但 对 
任何 固定 的 p 关于 周期 轨道 的 个 数 定理 没有 说 . 

例如 , 假设 定理 条 件 满足 , 可 能 发 生 不 变 曲面 由 方程 u= 0 给 出 . 这 意味 着 在 原 
点 附近 所 有 的 轨 线 都 是 闭 的 , 即 在 原点 的 平衡 态 是 中 心 , 但 在 u A 0 系统 没有 围绕 
原点 的 小 闭 轨道 . 因此 , 平衡 态 这 时 可 能 仅仅 失去 稳定 性 而 没有 产生 极限 环 , 例如 在 
PB et petort+e=0 fF. 
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考虑 关于 变量 z < R2,yE R™ (m > 0) 以 及 参数 ee RP (p > 1) 是 Cr (r > 3) 
类 的 映射 族 , 设 映射 在 © = 0 有 不 动 点 0, 它 有 一 对 复 共 思 c 乘 子 , 其 绝对 值 等 于 1: 


pase, 


这 里 我 们 假设 0 < wo < r (其 它 乘 子 假设 位 于 单位 贺 内 ). 这 样 的 不 动 点 对 e + 0 也 
保持 . 我 们 也 将 假设 对 所 有 < 不 动 点 在 原点 . 最 靠近 单位 圆 的 一 对 乘 子 是 


piale) = plejet, (11.6.1) 


其 中 ple) 和 wle) 是 满足 
p(0) =1,0 < w(0) < 7 


的 上 的 Cr-: - 本数. h RIT RA EEE ASERTE, HUB V00) 4 2. 
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由 约 化 定理 , 在 不 动 点 附近 映射 可 以 写 为 形式 
By = ple)(z1 cosw(e) 一 zasinw(e)) + Gi(z1,72, 6), 
Zz = ple)(z1 sinw(e) + z2 cosw(e)) + G2(21, 72,5), (11.6.2) 
7 = 14+F(z,y, ey, 

其 中 下 是 C -光滑 函数 , G1,2 是 Cr 类 的 , A 
F(0,0,0) =0, 
G(0,0,0) =0, 
Gz(0,0,0) = 0, 


这 里 为 了 避免 混乱 我 们 将 G 都 写 为 G. 

假设 在 < = 0 映射 化 为 直到 三 次 项 的 规范 形 (I 10.6 1). 此 外 , 我 们 可 以 验证 
对 所 有 小 s, 二 次 项 都 是 非 共 振 项 , 因此 它们 可 以 用 关于 z 是 多 项 式 关 于 是 Cm? 
-光滑 的 变换 消去 . 于 是 在 中 心 流 形 上 这 个 映射 可 以 写 为 形式 


1 = p(ej(zicosw(e) — za sinw(e)) 
+lazı ~ Bx2)(2} +23) + Ĝi (21,228), 
ža = ple)(z1 sinw(e) + zacosw(e)) 
4+(Bzx1 + ax2)(2} + 23) + G2(z1,72,5), 
其 中 G12 是 z 的 Cr - 光滑 函数 , 是 e 的 C7-? -光滑 函数 , 且 满 足 
Õ(0,0,e)=0,  GY,(0,0,) =0, 
G(0,0,e)=0, G%,(0,0,0) = 0. 
由 于 对 小 的 < 和 R (R= yF Th), GY, 也 小 , 因而 得 知 
Gt, =0(R), GL =o(F), G=o(R*). (11.6.3) 
为 了 将 映射 写 为 极 坐 标 形式 , 我 们 用 公式 R= (AF MG = Imin(z + it) 
ies pe — PCat +U + acos + Bsinw) a} +23) 
P 
+20 (z, (Ë cosw + Fy sinw) 
+22(F; cosw — Ë sinw))/(2t +23) +++), 
@ = Imln(z: +iz2) +w +Imln[] +p le (a + ib)(1} + 13) 


+p-te-™(F, + iÑ,)/(£1 + iza)), 
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以 及 
= p(e)R+ LiR? +Ẹ,(R, p, £), 
P= p + wle) + UR? + $2(R,v,£), 


其 中 Ly = (acosw + gsinw) 是 第 一 个 Lyapunov 量 , Qi = Sener etn 以 及 


(11.6.4) 


(Ry, ©) = Fi cos(w + p) + Fesin(w +) +--+- = 0(R), 


(11.6.5) 


1 (Fy cos(w + p) — Fi sin(w + g) 


R 


$2(R, pe) = 
其 中 省 略 号 表示 高 阶 项 - 

在 参数 空间 内 不 动 点 的 稳定 性 区 域 边 界 M 由 方程 ple) = 0 EX: ple) < 0 时 不 
动 点 O 稳定 , ple) > 0 时 不 稳定 . 如 果 向 量 (£ 2... 4) 的 分 量 至 少 有 一 个 
不 为 零 , 则 对 小 6, 边界 M AERE 1 的 cr-: ~ 光滑 曲面 ERE ple) — 1 作为 控制 
参数 /因此 与 m 模 截 的 单 参数 族 可 表示 为 形式 

R=R+ RU + LR’) + (Ryn), 
9 =p + w(u) + UR? + a(R, p, y). 

E13 WL < 0. 则 对 所 有 小 的 < 0, 映射 (11.6.6) 的 不 动 点 O 稳定 ， 
它 吸引 在 O 的 小 邻 域内 的 所 有 雪线 . 

XE > 0 从 O 分 支出 的 光滑 不 变 闭 曲线 


R= y Elem, 0 > 1 (11.6.7) 


吸引 所 有 (除了 O) 邻近 的 轨 线 ( 见 图 11.6.1). 


o(R?), 


(11.6.6) 


O es ZEN 
/ A N 
z TA See 

.一 —* 


@ #<0 © #>0 


图 11.6.1 不 变 圆周 的 软 产生 


如 果 第 一 个 Lyapunov ft L, > 0, 则 对 充分 小 的 u > 0, 映射 (11.6.6) 的 不 动 点 
不 稳定 . 当 p < 0 时 不 动 点 稳定 ; 它 的 吸引 釜 是 不 稳定 光滑 不 变 曲线 (11.6.7) 的 内 部 
区 域 . 当 pu -0 RRA RIKERE ZA ( 见 图 11.6.2). 
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图 11.6.2 ”稳定 不 动 点 刚性 失去 稳定 性 


证 明 ”首先 注意 , 应 用 (11.6.6) 的 逆 映 射 以 代替 原来 的 映射 就 可 把 L, > 0 的 情 
形 化 为 Ly < 0 的 情形 . 因此 , 我 们 只 需 考虑 情形 < 0. 对 p< 0 时 的 不 动 点 的 稳 
定性 立刻 由 下 面 事实 得 知 : 对 < 0 时 R< R, RIV = R JE Lyapunov 函数 因此 ， 
需要 分 析 的 是 上 > 0 的 情形 . 


考虑 由 


定义 的 环 域 A 注意 到 给 定 原点 的 充分 小 邻 域 , 对 所 有 充分 小 ,从 这 个 环 域外 部 
出 发 的 轨 线 经 有 限 次 迭代 必须 进入 它 : 由 (11.6.6) 得 知 , 4 R > Ra 时 R< RR, 当 
0 < R< RM R> R. 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 对 映射 (11.6.6) 在 环 域 A 内 
应 用 4.2 节 的 环 域 原理 . 


为 此 作 尽 度 化 R> ay :| 在 这 个 民 度 化 变量 下 , RARER 


3<R<3 (11.6.8) 
定义 , 映射 取 形 式 
R=R+pR(i— R?) + O(K,¢,u), 
ga e+ uti) -AE + oR, pn) EEN 


L 
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其 中 


lel | (11.6.10) 


nā (r 


从 公式 (11.6.10), (11.6.5) 和 (11.6.3) 我 们 可 以 看 到 


$12 = o(p). (11.6.11) 


如 果 如 4.2 节 我 们 记 
R= fR o), 


P=9(R, p), 
则 环 域内 映射 (11.6.9) 满足 下 面 的 关系 
Ma)" = 1 + olu), 
ligrllo = Olu), 
Malle = 1- § + oln), 
Wfelle = olx), 
Jp |l- llo = supli- l. 注意 到 对 充分 小 y, 下 面 的 不 等 式 成 立 


Yik + gallolfo (9p) Me) io2) ls 
+Vl(gpy MMleligllellf(9)- < 1. 


由 环 域 原理 (定理 4.2 和 定理 4.5) 得 知 , 存在 光滑 稳定 不 变 曲线 C, 它 有 形式 


(11.6.12) 


R=v(¢,n)- 


KA BRAT RCAF E. 
由 环 域 原理 的 证 明 得 知 , 曲线 C 是 任意 初始 曲线 R= 常数 , 例如 R= 1 的 迭代 
所 得 的 曲线 序列 的 极限 . 对 任何 小 5 > 0, 由 (11.6.9) 我 们 看 到 , 只 要 k 足够 地 小 , 这 
条 曲线 的 所 有 选 代位 于 环 域 | 下 -1| < 5 之 内 , 事实 上 , 如 果 u 7h, MI R =1+8, 
我 人 有 
R=1+6—p6(1+6)(2+6)+o(p) < 1+5, 
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Mt R=1-6,8 
R=1-5+ pd(1 — 5)(2 — 6) + o(u) < 1 — ô. 


因此 , 极限 曲线 C 也 位 于 这 个 环 域 的 内 部 . 由 于 当 /一 0 时 5 可 使 得 任意 小 , 我 们 
得 到 p 一 0 时 yw(p,4) 一 1 证 明 完毕 . 


注 ”由 于 不 变 曲 线 的 光滑 性 一 般 不 超过 映射 自身 的 光滑 性 ，(11.6.7) 中 的 函数 
YT p QC - 光滑 , 关于 p OC? - 光滑 . 事实 上 , 关于 参数 失去 的 光滑 性 仅 
仅 由 于 将 原 映射 化 为 (11.6.6) 时 失去 的 光滑 性 ， 用 更 仔细 的 规范 形 约 化 , 关于 参数 
的 cr - 光滑 性 可 得 到 恢复 . 这 些 光滑 性 结果 仅 对 y 的 非 零 值 考虑 (在 u = 0 对 映射 
(11.6.9) 不 能 应 用 环 域 原理 ). 但 是 , 我 们 可 以 证 明定 义 不 变 曲线 的 方程 (11.6.7) 的 右 
MOT Lin < 0 关于 p 和 VF 是 充分 光滑 的 . 例如 , 我 们 验证 y XF ”的 所 有 导 
数 当 pO 时 都 趋 于 零 . 事实 上 , 注意 到 由 曲线 C 的 不 变性 得 知 , 如 果 R= Vly, n), 
则 R=, n). 微分 这 个 等 式 并 应 用 (11.6.9) 我 们 得 到 


(1+u(1— 3R?) + Bin)u+ Dio 
ZR i 


a= (11.6.13) 


1+ 


Jepus 22 且 a= ug). 01613) HPAES R= Won) 计算 的 .方程 
(11.6.13) 以 及 (11.6.9) 中 的 第 二 个 方程 可 以 作为 将 柱 面 R x S! 映 到 它 自身 的 映射 
(wp) (8,0) 来 处 理 . 考虑 到 u — 0 时 及 = plio, u) — 1, 我 们 可 以 把 (11.6.13) 重 
写 为 形式 
a= (1—2p)u+o(u). (11.6.14) 
注意 到 (11.6.14) 将 环 域 
Is<5 


映 到 它 自己 , 其 中 5 由 于 /的 小 而 可 取得 任意 小 _ 导数 4 = x 可 看 作 这 个 映射 的 
不 变 曲 线 . 由 环 域 原理 的 证 明 得 知 , 这 条 曲线 是 任何 曲线 u = 常数 的 选 代 的 极限 , 由 
于 圆周 u = 0 的 所 有 迁 代 位 于 环 域 Jul < 5 内 , 这 个 极限 曲线 也 必须 位 于 这 个 环 域 


内 . 因此 得 知 , 当 4 一 0 时 GE — 0, BIE p= 0, V FE o MGMT 


微分 (1.629), 如 在 (1.6.4) 中 , 我 们 得 到 二 阶 导数 ai = Oe 满足 类 似 于 
(11.6.14) 的 关系 式 
a = (1 — 2y)u + o(p)- 
重复 上 面 的 论述 , 我 们 得 知 对 所 有 u > 0, 二 阶 导数 存在 且 连 续 . 重复 这 个 过 程 我 们 
得 到 所 有 关于 p 的 导数 
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上 面 的 定理 涉及 中 心 流 形 上 的 映射 . 重建 原 映射 (11.6.2) 的 轨 线 性 态 相对 比较 
简单 . 这 里 , 如 果 L < 0, 则 当 y < 0 时 不 动 点 稳定 . 当 jp > 0 时 它 变 成 具有 m 维 
稳定 流 形 (由 z = 0 定义 ) 和 二 维 不 稳定 流 形 的 鞍 - 焦点 , 不 稳定 流 形 是 平面 y = 0 
被 稳定 不 变 曲 线 C 所 围 的 部 分 组 成 . 

如 果 Ly > 0, 则 当 p > 0 时 不 动 点 为 上 面 类 型 的 鞍 - 焦点 , 但 它 的 不 稳定 流 形 
是 整个 平面 y = 0. 一 旦 进入 区 域 u < 0 BY, 不 动 点 变 成 稳定 . 这 时 从 不 动 点 分 支出 
鞍点 不 变 曲线 C, 它 的 不 稳定 流 形 We 是 (m + 1) HE, 由 在 不 变 曲线 上 点 描绘 的 层 
面 z = 常数 所 组 成 . 稳定 流 形 We 将 点 O 的 吸引 盆 隔 离开 : 从 We 内 部 区 域 出 发 
的 所 有 轨 线 都 趋 于 O, 从 We 外 部 出 发 的 所 有 轨 线 都 离开 原点 的 邻 域 . 

如 果 映 射 (11.6.2) 是 自治 微分 方程 系统 的 Poincaré 映射 , 则 不 变 曲线 对 应 于 二 
维 光滑 不 变 环 面 ( 见 图 11.6.3). 如 果 L < 0 WERE, 或 者 , 4 L > 0 HEER 
有 三 维 不 稳定 流 形 和 (m+ 2) 维稳 定 流 形 的 鞍点 .回忆 由 3.4 节 , 环 面 上 的 运动 由 
Poincaré 旋转 数 确定 : 如 果 旋 转 数 v 是 无 理 数 , 则 环 面 上 的 轨 线 是 频率 比 为 v 的 拟 
周期 轨 线 ; 反之 , 如 果 旋 转 数 是 有 理 数 , 则 环 面 上 存在 共振 周期 轨道 . 


图 11.6.3 (a) 不 变 环 面 的 产生 : R 中 的 环 失去 它 的 外 形 . (b) 不 稳定 环 是 环 体内 的 虚线 . 


我 们 将 环 面 上 的 分 支 研究 推迟 到 下 一 节 , 而 首先 考虑 如 果 第 一 个 Lyapunov 量 
Ly 等 于 零 将 发 生 什么 情况 . i 
设 (116.1) 中 的 w(0) 不 等 于 ZF, ae G 于 是 化 为 规范 形 并 计算 到 5 
次 项 以 后 , 映射 在 极 坐标 下 写 为 形式 
R= R+ R(po + mR? + L2R*) + (R, 9, u), 
P = p + w(u) + N (u)R? + MR* + a(R, p, 4). 


(11.6.15) 


其 中 , i = o(R*), Ča = o(R'), La #0 是 第 二 个 Lyapunov 量 , 控制 参数 是 jo = 
ple) — 1 Ail m = Li(e). 


定理 11.4 Bly <0. 则 由 


po = —H3/4|La| + (uf), m > 0 


+ 460 + 第 11 章 通 往 稳定 性 边界 的 局 部 分 支 


定义 的 一 对 曲线 Li 和 Lo 可 在 参数 平面 内 确定 , 使 得 在 曲线 L 和 射线 yo = 0, p < 0 
之 间 的 区 域 Do 内 ( 见 图 11.6.4), 在 原点 的 不 动 点 O BE, 它 吸引 它 的 某 邻 域内 的 
所 有 轨 线 . EKI Di : po > 0 内 , 不 动 点 不 稳定 , 所 有 轨 线 都 趋 于 围绕 原点 的 Cr - 
光滑 不 变 闭 曲线 C*. 在 曲线 Lo 与 射线 jo = 0, yr > 0 之 间 的 区 域 Da 内 , 不 动 点 变 
成 稳定 , 除了 C* 以 外 还 产生 不 稳定 Cr - 光滑 不 变 闭 曲线 Ov, 它 将 O 的 吸引 盆 和 
O° 分 开 . 


a L<0 


-arp Il 


图 11.64 对 La < 0 的 分 支 开 折 
在 情形 La > 0, 参数 平面 内 存在 分 别 由 
Ho = p/a + oli), m <0 


定义 的 曲线 Li 和 Lo, 使 得 在 曲线 L 和 射线 jo = 0,ur > 0 之 间 的 区 域 Do 内 
( 见 图 11.6.5), 不 动 点 不 稳定 , 它 排斥 从 原点 小 邻 域内 出 发 的 所 有 邻近 轨 线 . 在 区 域 
Dy: po < 0 内 , 不 动 点 稳定 , 但 它 的 吸引 盆 是 由 不 稳定 Cr - 光滑 不 变 闭 曲 线 Cv 所 
界定 . 在 由 Lo 和 射线 jo = 0, < 0 作为 边界 的 区 域 Da A, 不 动 点 失去 它 的 稳定 
性 变 成 不 稳定 . 从 它 分 支出 稳定 的 Cr - 光滑 不 变 曲线 , 后 者 现在 吸引 由 C" 所 围 区 
域内 的 所 有 轨 线 . 


为 了 避免 宛 长 的 计算 我 们 在 这 里 叙述 一 个 证 明 概 要 . 仅 考虑 L < 0 的 情形 ( 因 
为 La > 0 的 情形 可 用 映射 (11.6.15) 的 逆 代 替 而 化 为 上 面 的 情形 ), 首先 注意 到 定理 


116 不 变 环 面 的 产生 KOS 


图 11.65 对 La > 0 的 分 支 开 折 . 


的 论断 对 截断 映射 
R= R+ Ro + m R? + LaR*), 
B= p+ w(u) + M (u)R? + MRE 
可 容易 地 进行 验证 . 其 中 不 变 曲线 是 圆周 R= 常数 , 并 且 问 题 化 为 求 方程 
othmR+LR=0 


的 正 根 . 如 果 po > 0, 这 个 方程 有 一 个 正 根 


R= (m+ Vik Tama) / 21ta), 


著 jo < 0 以 及 py < 2VI516 则 没有 正 根 , 若 0 > po > —13/4\Lo| E yr > 0, 则 有 两 
个 正 根 


(11.6.16) 


= (p + Vit Alla) /ar 


Ra = (p - Vat Fata) /ao 
对 映射 (11.6.15) 两 条 曲线 L: 和 La 重合 (C1 = £a = 0), 并 由 方程 
u= -H/AlLa), m2>0 


定义 . 在 曲线 C 的 下 方 , 映射 没有 不 变 曲 线 . 在 po = 0 的 上 方 , 它 仅 有 一 条 不 变 曲线 
R= RR,, 在 上 与 射线 io = 0,4 > 0 之 间 , 映射 有 两 条 不 变 曲线 R= Re 和 R= Ru 
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在 R =R, 我 们 容易 推 得 


OR 
On aia 2 
J77! 2R? u? + 4lLzlpo < 1, 


OF = 1+ 2R R+ Allele > 1, 

EREMI R= R, 稳定 , 不 变 曲线 R= R, 不 稳定 . 在 曲线 C 上 截断 映射 (11.6.16) 
有 半 稳 定 不 变 圆周 R? = ja/2|a|. 

对 原始 映射 (11.6.15) 我 们 在 参数 平面 上 可 以 按 这 样 的 方式 排列 曲线 C 和 C2 
(Ci 在 L 稍 上 , La 在 LRF), 使 得 对 所 有 充分 小 iu 取 这 些 曲 线 之 间 的 鹿 形 的 外 部 ， 
原点 附近 轨 线 的 性 态 继承 截断 映射 (11.6.16) 轨 线 的 性 态 . 选择 曲线 Ci 使 得 对 充分 
小 we Do 和 小 R, (11.6.15) 中 的 RUM RDF R. 这 意味 着 R 是 原点 邻 域内 映射 
的 Lyapunov 函数 , 因此 每 一 条 轨 线 都 收敛 于 稳定 不 动 点 . 用 我 们 已 经 证 明定 理 11.3 
的 同样 方法 , 可 以 验证 对 区 域 Di : po > 0, 如 果 我 们 用 小 环 域 A 围绕 圆周 R= Ry, 
则 对 所 有 小 u 从 原点 小 邻 域内 出 发 的 轨 线 将 向 A 收敛 , 于 是 对 映射 在 A 上 的 限制 
可 应 用 环 域 原理 . 由 此 得 知 A 包含 吸引 原点 附近 所 有 轨 线 的 光滑 不 变 曲 线 . 至 于 对 
曲线 Co, 可 以 选择 它 使 得 在 区 域 Da 内 , 如 果 我 们 分 别 用 两 个 狭 率 的 环 域 A, 和 Ay 
围绕 圆周 R= R, 和 R= Ry, 则 从 相 平面 中 A, 外 面 出 发 的 所 有 轨 线 将 向 A, 移动. 
从 相 平面 里 面部 分 出 发 的 轨 线 将 趋 于 不 动 点 ( 见 图 11.6.6). 因为 环 域 原理 在 这 里 也 
适用 于 映射 在 A, 上 的 限制 , 由 此 得 知 在 A, 内 稳定 不 变 闭 曲线 的 存在 性 . 用 类 似 的 
理由 考虑 道 映射 , 可 证 明 在 A 内 部 的 不 稳定 不 变 闭 曲线 的 存在 性 , 它 将 稳定 不 变 曲 
线 的 吸引 贫 和 不 动 点 分 开 . 


在 R= 得 


图 11.6.6 在 he Da 时 , 里 面 的 环 不 稳定 , 外 面 的 环 稳定 . 


定理 11.4 本 质 上 显示 在 由 C 和 C2 MERRER, 分 支 性 态 与 平衡 态 的 性 
态 没有 什么 不 同 ( 见 11.5 节 ): 不 动 点 对 应 于 平衡 态 , 不 变 曲线 对 应 于 周期 轨道 但 


11.7 伴随 产生 不 变 环 面 的 共振 周期 轨道 分 支 7463- 


是 , 这 里 从 区 域 D 到 区 域 Do 的 转移 出 现 更 加 复杂 的 情况 . 在 平衡 态 情形 , 区 域 D 
和 Do 是 由 直线 分 开 , 在 这 条 直线 上 稳定 和 不 稳定 周期 轨道 重合 形成 半 稳定 环 . 在 不 
变 闭 曲线 情形 , 对 应 于 半 稳 定 不 变 闭 曲线 的 直线 的 存在 性 只 在 非常 退化 的 情形 下 才 
有 可 能 (例如 , 当 R 的 值 不 依赖 于 yp 时 , 如 在 截断 映射 (11.6.16) 的 情形 ). 在 一 般 情 
形 , 不 变 闭 曲 线 不 与 半 稳 定 不 变 闭 曲线 重合 , 而 以 它们 的 破裂 代 之 . 它们 的 破 橡 可 以 
伴随 包含 无 穷 多 个 不 同 周期 的 不 稳定 (鞍点 ) 周期 轨道 的 非 平凡 集 的 出 现 . 更 多 细节 
见 [37] 


11.7 ”伴随 产生 不 变 环 面 的 共振 周期 轨道 分 支 
在 这 一 节 我 们 继续 研究 周期 轨道 的 一 对 复 共 办 乘 子 穿 过 单位 贺 
pra = plejet (11.7.1) 


的 分 支 , 其 中 p(0) = 1 E 0 < w(0) < r. 我 们 不 考虑 强 共振 , 即 w(0) # 27/3, 7/2. 
在 上 一 节 我 们 已 经 建立 了 当 第 一 个 Lyapunov 量 不 为 零 时 , 通过 稳定 性 边界 M : 
e) = 0 时 会 伴随 出 现 二 维 不 变 环 面 (相应 的 Poincaré 映射 对 应 出 现 不 变 闭 曲线 ), 
如 果 我 们 对 在 环 面 上 轨 线 的 性 态 不 感 兴趣 , 我 们 可 把 注意 力 限 制 在 对 与 M 槛 截 的 音 
参数 族 的 研究 上 . 这 时 11.6 节 的 定理 11.4 给 出 分 支 结构 的 完全 描述 . 为 了 研究 环 面 
上 自身 的 分 支 , 我 们 需要 研究 双 参数 族 . 第 一 个 控制 参数 仍 是 p = ple) —1. 作为 第 
二 个 独立 控制 参数 我 们 选择 wle), 即 乘 子 (11.7.1) 的 辐 角 . 在 中 心 流 形 上 的 Poincaré 
映射 在 极 坐标 下 写 为 形式 
R= R+ Rit LR?)+ (Rp, pw), 
ss (11.7.2) 
P=p+w +R? + ÜR, p, mw) 
[ 见 (11.6.4). 形式 上 我 们 已 经 推导 了 与 曲面 W : pe) = 1,w(e) = w(0) 模 截 的 余 维 2 
W). 在 不 变 曲 线 R= ibl mu) 上 映射 有 形式 
P= p+ w+ Mut? lo, mw) + al VEV m w), p, Hoe). (11.7.3) 
由 环 域 原理 得 知 ( 见 定理 11.4 证 明 ) 对 p > 0, 函数 y 光滑 依赖 于 w. 此 外 , TE 
如 我 们 已 经 对 y 关于 p 的 导数 所 作 的 , 可 以 验证 当 u — 0 时 y RF w 的 导数 趋 于 
P. 由 此 得 知 对 所 有 u> 0, y 是 w 的 光滑 函数 . 
映射 (11.7.3) 在 p = 0 表示 以 常数 角 w 的 旋转 ， 它 的 旋转 数 等 于 之 . 因此 , 如 
果 我 们 选取 两 个 不 同 值 “= w Aw = wo, meeen Tsnimeaikar, “y 
小 时 映射 (11.7.3) 的 旋转 数 v FE w = wr BET = ,在 w= wa 接近 于 完 = 
由 于 导数 2 等 于 1+O(O > 0, 40 stp 单调 增加 因此 sie 
的 小 几 Hw ne wn 变化 到 wa 时 旋转 数 v 单调 地 变化 ， 假设 所 有 值 都 是 从 接近 党 
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的 那些 值 到 接近 全 的 那些 值 变化 . 因此 , 如 同 周期 轨道 问题 外 加 一 个 周期 强迫 小 扰 


动 (44 节 ), 对 区 间 [22,22] 中 的 每 一 个 有 理 数 v= A RATA ( 见 图 11.73) 从 点 
人 = 0,0 = 2M) 出 发 的 共振 区 域 .每 一 个 共振 区 域 对 应 于 环 面 上 具有 频率 M : N 
的 周期 轨 线 的 符 在 性 . 如 果 ”是 所 给 区 间 内 的 无 理 数 , 则 存在 从 点 (= 0, = 200) 


出 发 的 Lipschitz 曲线 w = A(u), 它 对 应 于 具有 频率 比 v 的 拟 周期 机 制 . 


o 5 
图 11.7.1 p 对 频率 w 的 图 像 说 明 从 w AIEA AAE. 


当 /足够 小 时 我 们 详细 考虑 在 共振 区 域内 会 出 现 什么 情况 ， 选 择 某 个 wo = 
20M 并 将 映射 化 为 直到 N - 1 次 项 的 规范 形 . 假设 y 值 小 且 w 接近 于 wo, 我 们 可 
以 推导 类 似 于 公式 (10.4.19) 的 表达 式 : 


apgn-2 
w= (1+p)e (- (: +> Gute) rama) +o(|w|*~*), 
= (11.7.4) 
其 中 w = zi + iza. 在 极 坐标 下 上 面 映射 可 写 为 
R= (14+ p)(R+ LR +--+ LpR?P+ 4 ARY- cos(Nọ + a)) +0(RN-*), 
B=9+w+ MR? +--+ yR? — ARN-?sin(Ny + a) +o(RN™?), 
(11.7.5) 
其 中 Ch yi = All, 已 是 不 超过 [9 = | 的 最 大 整数 , 5 和 9 是 入 的 光 
清 函数 . 
定理 11.5 BL AOR AAO. 则 对 小 的 p 对 应 于 旗 转 数 M 的 共振 区 域 的 
形状 是 宽 为 lul(w-2/2 阶 的 模 形 , 它 在 点 (u = 0w = wo) SER w = wo + a 相 
切 . 如 果 p 充分 地 小 , 则 映射 在 模 内 恰 有 两 条 周期 为 N 的 轨道 : 一 条 是 鞍点 型 ， 另 
一 条 当 Ly < 0 时 稳定 , 或 者 Ly > 0 时 不 稳定 (N = 5 时 , 见 图 11.7.2(a), 11.7.3(a)). 
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@ 四 


图 11.7.3 “在 共振 区 域内 (a) 和 在 它 的 边界 上 (b) 有 5 对 周期 轨道 的 不 稳定 环 面 的 例子 


证 明 ”为 确定 起 见 , 假设 第 一 个 Lyapunov fit L 是 负 的 . 于 是 当 u > 0 时 存在 
不 变 曲 线 . 与 点 (u= 0,w = wo) 连接 的 共振 区 域 对 应 于 周期 N 的 周期 轨道 . 为 了 求 
这 些 轨道 , 让 我 们 推导 映射 (11.7.5) 的 N 次 选 代 

Ra (14+n)"(R+ LR +--+ pR? + NARN~ cos(Nọ + a)) + (RN), 
@= p+ Nw+R? +---+ApR?? — NARN-sin(Nọ + a) +0(RN~?), 
(11.7.6) 
其 中 o(RN-!) 和 o(RN-?) 分 别 表示 当 p 一 0,w 一 wo HI R — 0 时 趋 于 零 的 速度 快 
于 RN-! 和 RN-? 的 项 , De BO, 分 别 表示 {Las La} 和 {901,… 4} 的 某 函 数 ， 
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特别 地 ， 
Ñ, = M%(14 (1+ u)? +--+ (1+ p) ND) = NA + Olu), 
天 = La(1+ (+p)? +-+ (1+ PY) = NL (1+ Ol)) < 0. 
映射 (11.7.6) 的 不 动 点 由 条 件 
R=R, (11.7.7) 
@=¢ mod2r (11.7.8) 
确定 , 由 (11.7.6) 我 们 求 得 下 面 定 义 不 动 点 坐标 的 方程 : 


wes 
R= (0)+ wal ( 高 ) ome +a) o), 
Iep v= 高 +o Vl) 不 依赖 于 yp. 将 这 个 表达 式 代入 (11.7.8), 我 们 得 到 


Nw + Mh? + + pr 


N-a 
a A ( E) (Qi cos(Ny + a) + Ly sin(Ny + a)) + o(u(¥-2/2) mod 2r. 


由 于 w 接近 于 wo, 可 得 知 Nw 接近 于 2rM, 因此 最 后 一 个 方程 可 写 为 
6 = Dy)? sin(Ng + y) + (U2), (11.7.9) 
其 中 
pat, qeata- arctan|™, 


TD 
(11.7.10) 


=w- w+ aa + o(p). 

由 于 由 假设 A + 0, (11.7.9) 中 的 D 不 为 零 . 在 这 个 假设 下 , 如 果 /充分 小 , 则 
方程 (11.7.10) 容易 分 析 . 事实 上 , 对 小 的 u 这 个 方程 的 右 端 在 区 间 p E [0, 27] Ke 
有 N 个 极 大 点 和 N 个 极 小 点 . 因此 这 个 方程 不 可 能 有 多 于 2N 个 根 . 另 一 方面 , 这 
个 方程 定义 映射 (11.7.5) 的 周期 N 轨道 : 每 一 个 这 样 的 轨道 恰好 给 出 方程 (11.7.9) 
的 N 个 根 . 由 此 得 知 根 的 个 数 必须 是 N 的 倍数 . 因此 , 或 者 方程 没有 根 ( 这 时 值 5 
大 于 右 端的 极 大 值 或 者 小 于 右 端的 极 小 值 ), 或 者 如 果 5 在 极 大 值 和 极 小 值 之 间 , 则 
方程 有 IN 个 根 ; 或 者 如 果 5 等 于 极 大 值 或 极 小 值 , 则 它 有 N 个 根 ( 右 端 所 有 极 大 
( 极 小 ) 值 在 这 个 临界 情形 下 都 相等 )- 


= 


2rM , (ÑW? +--+ Op¥??) 
w- + N 


11.7 ”伴随 产生 不 变 环 面 的 共振 局 期 轨道 分 支 + 467 


令 5 GF (11.79) 右 端的 极 大 值 然后 再 等 于 它 的 极 小 值 , BATHE (w) 属 
于 某 曲线 Ki 和 Ke 
6 = +Dp(N -32 + o(p(N-2)/2) a171) 
时 出 现 临界 情形 . 由 (11.7.10) 得 知 这 两 条 曲线 都 切 于 直线 w = wo 一 Tae 它们 界定 
宽 为 2Dutx-2/2 rb. 
对 在 这 个 机 外 的 参数 值 方程 (11.7.9) 没有 解 但 在 次 的 内 部 它 恰 有 2N 个 解 : 


Np +7 = 2rn + arcsin (sem) te (11.7.12) 

和 
Ne+T=2m+r-arsin( TO] + (1.7.13) 
(其 中 m = 0,… ,N — 1). 这 些 解 对 应 映射 (11.7.6) 的 不 动 点 . 由 于 映射 (11.7.6) 的 
N 个 不 动 点 对 应 一 条 周期 N 的 轨道 , 可 得 知 在 枫 内 映射 恰 有 两 条 周期 N 的 轨道 : 


一 条 由 公式 (11.7.12) 定义 , 另 一 条 由 (11.7.13) EX. 
微分 (11.7.6), 我 们 得 到 这 些 轨道 的 乘 子 : 


pi =1- 24N +0(u) < 1, 


Ne N-2 
a=1- ( E) VIT+ cos(Nọ +7) + o (0-9/3) 


注意 轨 线 (11.7.12) 稳定 , 而 轨 线 (11.7.13) 是 鞍点 型 的 

我 们 已 经 得 到 了 定理 11.5 论述 的 完全 对 应 . 情形 L > 0 可 用 类 似 方法 考虑 . 证 
明 完 毕 . 

注意 , 出 现在 共振 攀 (有 时 候 称 “Arnold E” ) 内 部 的 鞍点 和 结 点 位 于 不 变 曲线 
上 (Ly < 0 时 稳定 , La > 0 时 不 稳定 ). 由 于 仅 有 的 可 通过 鞍点 的 稳定 不 变 曲线 是 它 
的 不 稳定 流 形 , 又 由 于 仅 有 的 可 通过 鞍点 的 不 稳定 曲线 是 它 的 稳定 流 形 , 因此 在 共振 
区 域内 不 变 曲线 是 终止 在 结 点 的 鞍点 分 界线 ( 若 Ly < 0 则 是 不 稳定 分 界线 ,Zi > 0 
则 是 稳定 分 界线 ) 的 并 .7 

在 界定 共振 机 的 曲线 (11.7.11) 上 , 鞍点 和 不 稳定 周期 轨道 结合 . 这 时 每 一 个 
Pe ROAR (Lr > 0 时 吸引 ,Di < 0 时 排斥 ) AFAR - 结 点 , 它们 一 起 
组 成 不 变 曲线 , 如 图 11.7.2 和 图 11.7.3 所 示 . 离开 共振 机 所 有 的 料 - 结 点 消失 , 不 变 
曲线 保持 但 旋转 数 不 再 等 于 27M/N. 

在 共振 模 内 部 所 有 在 不 变 环 面 上 的 轨 线 趋 于 稳定 周期 轨道 , 这 意味 着 这 里 的 控 
制 机 制 是 周期 的 .在 共振 模 的 外 部 , 在 环 面 上 建立 的 或 者 是 拟 周期 机 制 或 者 是 周期 
非常 长 的 周期 机 制 . 两 者 “在 实际 上 ”是 不 可 区 分 的 . 因此 , 穿 过 共振 模 的 边界 可 解 

TER, 在 每 个 结 点 附近 不 变 曲 线 与 它 的 主流 形 重合 . 由 此 得 知 , 一 般 来 讲 , 不 变 曲 线 具有 有 限 

光滑 性 . 
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释 为 从 同步 机 制 向 “ 拍 频 ” 调制 过 渡 . 这 个 现象 的 解释 首先 由 Andronov 和 Vitt 在 
“平均 法 ”的 框架 下 给 出 , 他 们 是 在 研究 与 探测 在 外 力作 用 下 的 van der Pol 方程 


#-p(l—2")¢ + wr =pAsinwt 


的 同步 区 域 密切 相关 的 问题 时 提出 的 , 其 中 jy < 1 以 及 wo 一 w ~ p (详情 见 12.1 节 ). 

当 p 在 共振 区 域内 增加 时 , 其 它 具 有 相同 旋转 数 M/N 的 周期 轨道 可 能 也 会 出 
现 . 在 某 些 情况 下 , 共振 区 域 的 边界 在 某 些 点 可 能 失去 光滑 性 , 如 图 11.7.4 显示 的 例 
T: 这 里 共振 区 域 是 由 两 个 区 域 D, 和 Da 的 并 组 成 , 它们 分 别 对 应 于 环 面 上 存在 一 
对 和 两 对 周期 轨道 . 图 11.7.4 中 的 点 Cl 和 Ca 对 应 尖 分 支 . 在 对 应 于 存在 一 对 鞍 - 
结 点 周期 轨道 的 点 S 处 , 共振 区 域 的 边界 是 不 光滑 的 . 


图 11.7.4 远离 临界 阅 值 的 共 插 区 域 边界 附近 周期 轨道 的 稳定 性 区 域 的 局 部 结构 概 图 


当 jy 小 时 定理 11.5 阻止 了 上 述 性 态 . 但 是 , 越过 了 极端 临界 性 的 值 定理 不 再 成 
立 , 这 时 不 同 共振 区 域 的 情况 是 不 同 的 . 此 外 , 当 旋转 数 的 分 母 N 增加 ( 即 当 旋转 数 
的 值 趋 于 无 理 数 ) 时 它 可 趋 于 零 

事实 上 , 通过 给 定 的 分 支 从 光滑 映射 不 动 点 可 产生 的 周期 轨道 的 数目 没有 公共 
的 上 界 . 如 果 映 射 的 光滑 次 数 r 有 限 , 这 个 上 界 估 计 的 不 存在 性 是 显然 的 , 因为 由 上 
一 个 定理 的 证 明 得 知 要 估计 在 共振 区 域 = M/N 内 周期 轨道 的 数目 ,映射 必须 化 
为 含有 直到 (N - 1) 阶 项 的 规范 形 . 在 这 种 情形 下 映射 的 光滑 性 必须 不 小 于 (N 一 1) 
因此 , 如 果 光滑 性 有 限 我 们 只 能 估计 有 限 个 共振 区 域 . 

对 无 穷 光滑 映射 , 下面 的 定理 给 出 类 似 的 结果 


定理 11.6 ” 设 光滑 环 域 映射 具有 光滑 不 变 曲线 , 旦 设 在 不 变 曲线 上 的 旋转 数 是 
无 理 数 . 则 任意 小 的 光滑 扰动 可 产生 无 穷 多 条 周期 轨道 . 


证 明 ”在 环 域 上 引入 角 变量 p 和 径 向 变量 RR 作为 坐标 . 我 们 总 可 以 选择 坐标 
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使 得 不 变 曲 线 变 成 圆周 R= 1, 因此 映射 取 形式 
R= (1- R)F(R, 9), 
(11.7.14) 
P= +g) +(1- R)G(R, p) mod 2r. 
将 这 个 映射 嵌入 族 
R=(1— R)F(R, 9), 
P =ő +p + glp) + (1-— R)G(R, p) mod 27, 


其 中 5 是 小 参数 . 由 于 圆周 R=1 对 所 有 5 保持 不 变 , 映射 在 其 上 有 形式 


(11.7.15) 


B=6+9+g9p) mod 2r. (11.7.16) 


由 于 在 6 = 0 旋转 数 是 无 理 数 , 又 因为 32/3 > 0, 故 (FL 44 节 ) 在 5 = 0 映射 
(11.7.16) 的 旋转 数 v 是 5 的 严格 单调 函数 . 这 意味 着 当 5 变化 时 值 "(4) 取 接近 于 
v(0) 的 所 有 值 . 

选择 5 足够 地 小 使 得 旋转 数 v(5) 是 无 理 数 , 且 不 能 用 “ 短 " 有 理 数 很 好 地 近似 ， 
我 们 将 利用 让 Hermann [68] 证 明 的 下 面 结果 : 
如 果 贺 周 映射 的 旋转 数 是 无 理 数 且 不 被 有 理 数 很 好 地 近似 , 那么 存在 光滑 的 变量 变 
换 将 映射 变 为 旋转 一 个 常数 角度 的 映射: 


@=e+2nv mod 27 


如 果 对 映射 (11.7.15) 的 p 变量 作 了 这 样 的 变换 (不 对 R 进行 ), 则 在 新 变量 下 
这 个 映射 取 形式 
R=(1-RF(R,9), 
G=Inv+¢+(1—R)G(R,~) mod 2r. 
因此 , 通过 对 原 映射 (11.7.14) 的 小 抗 动 , 我 们 可 以 将 不 变 贺 周 的 映射 变换 成 (在 某 些 
新 变量 下 ) 一 个 常数 角度 的 旋转 . 如 果 我 们 在 (11.7.17) 中 改变 一 点 点 v 值 使 得 它 变 
成 有 理 数 ， = ME, MERA R= 1 上 映射 变 成 


(1.717) 


ppt mod 27, 
这 个 映射 的 N UE 
B=9p+2rM mod 2z. 


这 一 个 恰好 是 恒 同 映射 , 所 有 点 都 是 它 的 不 动 点 , 即 我 们 在 这 里 有 无 穷 多 个 周期 轨 
道 . 回忆 (11.7.17) 是 原 映射 的 小 扰动 , 定理 得 证 . 
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注意 到 如 果 圆周 映射 的 N 次 选 代 是 恒 同 映射 , 则 在 圆周 上 的 所 有 点 是 乘 子 等 于 
1 的 结构 不 稳定 点 . 此 外 , 每 一 点 的 所 有 Lyapunov 量 等 于 零 . 这 是 一 个 无 穷 退 化 的 
情形 . 我 们 在 11.3 节 已 经 看 到 为 了 研究 前 面 一 1 个 Lyapunov 量 为 零 的 结构 不 稳 
定 周期 轨道 的 分 支 , 必须 至 少 考虑 k- 参数 族 . 现在 清楚 的 是 为 了 在 这 种 情形 下 研 
究 分 支 , 我 们 必须 引入 无 穷 多 个 参数 . 此 外 , 由 定理 11.5 的 证 明 看 到 这 样 的 映射 可 
用 具有 无 理 数 旋转 数 的 任意 圆周 上 映射 的 小 扰动 来 得 到 . 因此 , 我 们 可 以 得 出 结论 , 用 
具有 周期 轨 线 分 支 的 有 限 个 参数 的 映射 的 完全 描述 去 接近 具 无 理 数 旋转 数 的 圆周 映 
射 是 不 现实 的 

因此 , 产生 不 变 环 面 的 分 支 与 上 几 节 讨 论 的 其 它 分 支 有 着 很 大 的 不 同 . 这 里 , 通 
过 分 支点 的 有 限 参 数 族 的 任意 小 变化 总 可 以 改变 分 支 集合 的 结构 ， 此 外 , 增加 控制 
参数 的 个 数 仅 使 得 分 支 有 更 高 的 退化 性 : 在 双 参 数 族 中 这 样 的 退化 点 是 在 共振 区 域 
边界 上 的 尖 点 和 “破裂 " 点 ( 见 图 11.7.4). 在 三 维 参数 族 中 它们 是 燕尾 等 等 . 

最 后 , 我 们 指出 , 在 由 平衡 态 产生 环 的 分 支 与 由 周期 轨道 产生 二 维 不 变 环 面 的 
分 支 之 间 有 着 明显 的 类 似 . 我 们 甚至 可 以 进一步 想象 接 下 来 的 从 二 维 环 面 产生 三 维 
环 面 分 支 , 从 三 维 环 面 产生 四 维 环 面 等 等 . 原则 上 具有 稳定 平衡 态 的 动力 系统 可 发 
展 如 下 : 当 参 数 变化 时 通过 超 临界 (L, < 0) Andronov-Hopf 分 支 平 衡 态 失去 它 的 稳 
定性 , 使 得 从 它 分 支出 稳定 周期 轨道 , 即 驻 定 机 制 由 周期 机 制 代替 . 接 下 来 当 参 数 进 
一 步 变化 时 , 周期 轨道 再 次 失去 它 的 稳定 性 并 出 现 二 频率 机 制 (二 维 环 面 上 的 拟 周 
期 轨 线 ), 接着 轮 到 它 再 失去 并 转变 它 的 稳定 性 而 过 渡 到 三 锋 率 机 制 , 等 等 不久 前 
这 样 的 复杂 动力 学 中 的 相继 发 展 景象 (Landau-Hopf BEAR) HEAHEA ELTI MBL 
被 提出 来 , 其 中 适当 发 展 的 潮流 过 程 解释 为 具有 独立 频率 的 借 大 集合 的 拟 周期 运动 . 
但 是 , 这 样 的 分 支 序列 事实 上 是 远 非典 型 的 . 这 种 稀有 情况 可 用 在 不 同 分 支 道 路 中 
涉及 的 平衡 态 或 者 周期 轨道 总 表示 为 “孤立 ”的 单个 轨 线 来 解释 . 这 不 再 是 不 变 环 
面 的 情形 . 例如 在 共振 区 域内 环 面 上 至 少 存在 两 个 周期 轨道 , 一 个 鞍点 型 和 一 个 稳 
定 轨道 , 因此 , 我 们 必须 有 某 些 附加 的 特殊 条 件 使 得 它们 可 同时 分 支 产生 出 一 个 三 
维 环 面 . 

实际 上 , 类 似 的 分 支 链 通 常 终止 于 二 (少数 是 三 ) 频率 机 制 , 当 参 数 变化 时 它 转 
变 成 具有 连续 频率 谱 的 混沌 机 制 . 在 相 空间 这 种 混沌 情况 是 通过 下 面 几 个 步 怠 产 生 
(7|: Poincaré 映射 的 不 变 曲 线 首先 变 成 不 光滑 , 然后 “消失 ”( 见 图 11.7.5, 其 中 不 变 曲 
线 的 消失 伴随 着 同 宿 轨 线 的 出 现 , 即 鞍点 周期 轨道 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 相交 ). 一 
旦 不 变 曲 线 消失 , 在 相 空 间 中 它 的 位 置 被 含有 可 数 多 条 旋转 数 在 某 个 区 间 内 的 周期 
轨道 的 非 平凡 集 填补 . 在 参数 平面 中 这 出 现在 这 样 的 区 域内 部 , 那里 共振 区 域 彼此 交 
ie, 如 图 11.7.6 所 示 . 注意 , 在 非 共振 或 者 弱 共振 情形 , 共振 区 域 的 交 普 出 现在 极端 
临界 性 的 有 限 个 值 上 ， 即 远离 原来 的 环 面 分 支 另 一 方面 ， 共振 区 域 的 交 秋 可 出 现在 
刚刚 环 面 分 支 以 后 的 强 共振 wo = 二 zA w= 5 也 附近 ， 即 共振 区 域 甚至 可 对 任意 小 
的 u 就 开始 交友 


11.7 ”伴随 产生 不 变 环 面 的 共振 周期 轨道 分 支 am 
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图 11.7.5 “二 维 环 面 由 于 失去 光滑 性 而 分 裂 的 典型 最 象 - 


Wize M p 增加 到 有 限 值 时, 图 11.7.1 中 的 共振 区 域 可 交 难 
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我 们 已 经 注意 到 , 自治 系统 中 周期 轨道 失去 稳定 性 的 问题 不 可 能 总 化 为 Poincaré 
映射 不 动 点 的 分 支 研究 . 也 可 能 在 稳定 性 边界 上 周期 轨道 并 不 存在 , 因此 Poincaré 映 
射 在 临界 参数 值 没有 定义 ， 

为 了 研究 这 样 的 分 支 , 我 们 应 该 了 解 当 接近 稳定 性 边界 时 周期 轨道 变化 的 极限 
集 的 结构 . 特别 , 这 样 的 极限 集 可 以 是 鞍点 的 或 鞍 - 结 点 平衡 态 的 同 宿 回 路 . 在 另 一 
个 分 支 景 象 中 ( 称 为 “蓝天 突变 ") 周期 轨道 趋 于 由 鞍 — 结 点 周期 轨道 的 同 宿 轨道 组 
成 的 集合 . 这 一 章 我 们 考虑 装 - 结 点 平衡 态 和 周期 轨道 消失 时 相应 的 同 宿 分 支 , 注 
意 , 我 们 并 不 将 我 们 的 注意 力 仅 限于 周期 轨道 稳定 性 边界 的 问题 , 也 将 考虑 二 维 不 
变 环 面 和 Klein 瓶 的 产生 , 以 及 简短 地 讨论 它们 通 向 混沌 的 道路 . 


12.1 鞍 - 结 点 平衡 态 的 同 宿 回 路 分 支 


考虑 RH (n > 1) 中 Cr (r > 2) - 光滑 动力 系统 的 单 参数 族 . 假设 当 参 数 为 零 
时 系统 在 原点 有 非 粗 平衡 态 , 它 的 一 个 特征 指数 等 于 零 , 其 余 n 个 指数 位 于 虚 轴 的 
左边 . 我 们 还 假设 平衡 态 是 简单 鞍 - 结 点 , 即 第 一 个 Lyapunov fit le 不 为 零 ( 见 11.2 
W). 不 失 一 般 性 , 假设 2 > 0. 
我 们 还 假设 这 个 族 与 具有 简单 鞍 - 结 点 的 系统 的 曲面 横 截 相交 . 因此 在 原点 附 
近 这 个 系统 可 写 为 
ż= p+ hz? + G(z, 4), 
(12.1.1) 
y= [A+h@yn)ly 
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( 见 11.2 HAR (11.2.2) 和 (11.2.12)), 其 中 上 是 数量 参数 , re R',y €R". G = o(z?) 
关于 z 是 Cr 类 的 , 关于 u BC 类 的 , h 是 在 (z = 0,y = 0,p = 0) WE CH 
-光滑 函数 , 矩阵 4 的 特征 值 严格 位 于 虚 轴 的 左边 - 

从 11.2 节 回 忆 , 在 u = 0 系统 (12.1.1) 的 原点 邻 域 被 用 方程 = 0 局 部 定义 的 
非 主 流 形 Ws* 划分 为 两 个 区 域 : 结 点 区 域 和 鞍点 区 域 . 在 结 点 区 域内 的 所 有 轨 线 当 
t too 时 都 收敛 于 点 O. 在 鞍点 区 域内 的 所 有 轨 线 除了 一 个 以 外 当 t 一 too 时 都 
离开 原点 的 邻 域 . 当 t 一 -co 时 进入 O 的 这 单条 轨 线 是 不 稳定 分 界线 . 当 上 增加 
时 三 也 离开 O 的 邻 域 . 

假设 当 t 进一步 增加 时 , 分 界线 了 从 结 点 区 域 回 到 鞍 - 结 点 O 的 邻 域 , 如 图 
12.1.1 (b) 所 示 . 

由 我 们 的 假设 得 知 , T 双向 渐 近 趋 于 O, 即 当 t 一 too 时 趋 于 0. 换 句 话说 , 轨 
AY MMF O. 并 UO 是 闭 曲线 , 称 它 为 鞍 - 结 点 同 宿 回路 . 

我 们 将 在 下 面 证 明 , 可 以 选择 同 宿 回路 的 小 邻 域 V, 使 得 对 所 有 小 的 p,V 中 点 
的 向 前 轨 线 将 永远 停留 在 那里 . 此 外 , 在 p = 0, V 中 的 所 有 轨 线 当 + 增加 时 都 进入 
结 点 区 域 , 且 在 极限 t — too 时 它们 都 收 和 分 于 鞍 - 结 点 . 

当 p < 0 时 , Be - 结 点 分 解 为 鞍点 Oi (z = z+(p),y = 0) 和 结 点 Or (x = 
Ww = 0), 其 中 2 ~ tyf O 1L.2 车， 坊 点 的 稳定 不 变 流 形 WB， 由 方程 
z = z+ 局 部 定义 . 不 稳定 流 形 Wa, 由 方程 y = 0 局 部 定义 . 点 O 将 不 稳定 流 形 分 
为 两 条 分 界线 ， FB A RA ( 它 是 连接 点 0; 和 Op 的 轴 y = 0 的 
线段 ). 另 一 条 分 界线 从 这 个 邻 域 跑 出 . 由 关于 参数 的 连续 依赖 性 , 分 弄 线 沿 着 回路 了 
从 结 点 02 这 一 边 回 到 原点 . 显然 V 中 的 所 有 轨 线 除了 在 鞍点 O 的 稳定 流 形 WS, 
中 的 轨 线 以 外 都 收 化 于 Oo, 如 图 12.1.1(a) 所 示 . py > 0 时 的 轨 线 性 态 由 下 面 定理 描 
述 . 

定理 12.1 ”具有 同 宿 回路 的 鞍 - 结 点 平衡 态 的 消失 导致 产生 周期 为 ~ Ti 
的 稳定 周期 轨道 La 它 吸引 V 中 的 所 有 轨 线 ( 见 图 12.1.1(c)), 


证 明 ”我 们 构造 两 个 与 系统 轨 线 模 截 的 截面 (图 12.1.2) 


So:z=-d |lyll <d 


和 
Si:r=d, llyl gd, 


其 中 d 选择 适当 小 , 使 得 在 = 0, 回 到 点 O 的 分 界线 工 与 So 相交 (这 总 可 以 办 到 ， 
因为 T 进入 O 时 与 轴 y = 0 相 切 )- 

由 连续 性 , 所 有 从 S, 上 充分 接近 工 与 Sy 的 交点 Mi (z = dy = 0) 处 出 发 的 轨 
线 回 到 原点 的 邻 域 , 并 在 点 Mo = TNS 附近 与 So IA. 选择 小 5 > 0, 并 构造 由 从 
Sy 上 满足 jv| < 5 的 点 出 发 并 终止 于 S 的 轨 线 段 组 成 的 管子 V. 考虑 由 V 和 被 
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图 12.1.1 SSATP TRO - 结 点 平衡 态 的 分 支 次 序 :(a) 在 分 支 前 , (b) 在 分 支 上 , (0) 在 分 支 后 


图 12.1.2 RE - 结 点 平衡 态 O 附近 选择 两 个 与 同 宿 回路 r 模 截 的 截面 So 和 5, 


Ahi 55, Mn < 8) 以 及 {ai < ju = d- EHIGE) maet Vo 组 
成 的 集合 V, 如 图 12.1.3 所 示 . 我 们 假设 引入 的 y 坐标 使 得 (12.1.1) 中 的 矩阵 A 是 
Jordan 型, 此 外 , 对 角 线 以 外 的 元 素 如 果 存在 则 都 充分 小 . 如果 d 小 , 则 (12.1.1) 中 
的 函数 h 在 Vo 的 其 它 处 也 充分 小 . 因此 对 Vo 中 的 轨 线 下 面 的 估计 成 立 : 


Ely(ON < -alvo 021.2) 


12.1 鞍 - 结 点 平衡 态 的 同 宿 回路 分 支 + ATS 


图 12.1.3 ”由 于 沿 着 W**(y - 方向 ) 强压 缩 , 对 所 有 小 in 鞍 - 结 点 附近 的 轨 线 离开 通过 截面 S 
He Vo. 因此 , Vo 和 管子 Vi( 由 从 S: FE RRA EMAAR BEER) 的 并 界定 从 附近 开始 的 所 有 向 前 
半 轨 道 


其 中 0 < A < max|Re 和 |, Ais An 是 矩阵 A 的 特征 值 ( 见 定理 2.4). 应 用 (12.1.2) 
可 以 证 明 如 果 5 足够 小 , 则 对 所 有 小 u, 系统 (12.1.1) 的 向 量 场 在 Vo 的 边界 上 的 每 
一 点 处 或 者 指向 Vo 的 内 部 , 或 者 (在 5, 上 ) 指向 Vi 的 内 部 . 由 于 Vi 由 整 条 轨 线 组 
成 , 系统 的 向 量 场 与 Vi 的 边界 处 处 相 切 . 于 是 , 在 边界 的 每 一 点 向 量 场 或 者 与 边界 
相 切 地 接触, 或 者 指向 V 的 内 部 . 因此 所 有 从 V 附近 出 发 的 轨 线 必须 进入 V 而 水 
不 离开 它 . 

i 的 值 对 > 0 在 Vo 内 无 处 为 零 . 因此 从 So 开始 的 任何 轨 线 当时 间 增加 时 
必须 到 达 S. 然后 将 进入 管子 Vi 并 回 到 Vo. 由 此 得 知 映射 T : So 一 So 对 所 有 小 
4 > 0 有 定义 : 这 个 映射 是 沿 着 系统 轨 线 的 映射 Tn: 50 一 5; 和 Ti : 51 So 这 两 
个 映射 的 全 加 . 我 们 将 称 To 为 局 部 (直通 ) 映射 , Ti 为 大 范围 映射 

BE yo H So 上 的 坐标 , n Sy 上 的 坐标 . 显然 大 范围 映射 对 所 有 (不 必 是 正 的 ) 
小 h 有 定义 . 由 于 从 Si 到 So 的 飞行 时 间 有 限 , Tiy 关于 的 导数 对 所 有 小 上 都 
保持 有 界 . 

我 们 证 明 局 部 映射 是 压缩 映射 , 且 当 p 一 0 时 这 个 压缩 变 得 无 限 强 . 设 (x(t; u), 
y(t;yo,h)} 是 系统 (12.1.1) 在 t= 0 时 通过 So 上 的 点 (z = —d, vo) 的 轨 线 , 注意 由 
于 (12.1.1) 中 的 £ RRT y, 可 得 知 z(t, u) 也 不 依赖 于 yo. 因此 由 条 件 


a(t*;y)=d (12.1.3) 


定义 的 从 So 到 Sı 的 飞行 时 间 t* 仅 是 p 的 函数 . 在 u = 0, 任何 从 So 出 发 的 轨 线 
都 趋 于 鞍 - 结 点 , 即 它 停留 在 Vo 内 无 限 长 时 间 . 因此 , 当 u 一 +0 时 t (u) 趋 于 无 
穷 

为 了 对 e 得 到 更 精确 的 估计 , 我 们 指出 由 (12.1.1) 和 (12.1.3) 得 


|g p+ lee? + o(a?) 
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由 此 得 
z 
(nu) = Fu+() (12.1.4) 
映射 To 由 公式 
TDo:ym y(t" (u); yo, u) (12.1.5) 
定义 . 
我 们 证 明 
A Se. (12.1.6) 


事实 上 , 微分 (12.1.1) 我 们 得 到 


PHO = (A + nate. MO + hel), uO. 


由 于 丸和 hy 在 Vo 内 各 处 都 小 , 又 因为 A 为 非 对 角 线 元 素 都 很 小 的 Jordan 形 , 我 
们 有 类 似 于 (12.1.2) 的 估计 : 


sll} 
积分 最 后 这 个 不 等 式 得 到 
jelk. 
或 者 , 由 于 (3y/ðyo)le=o 是 恒 同 矩阵 , 我 人 有 
HER 


利用 变换 t= t” (u), 得 到 映射 (12.1.5) 的 不 等 式 (12.1.6). HF y — 0 BF t* — o0, X 
个 不 等 式 意味 着 当 / 小 时 映射 To 是 强压 缩 . 

由 于 局 部 映射 的 压缩 性 可 使 得 任意 强 而 大 范围 映射 的 导数 有 界 , 登 加 映射 7 = 
Too, 对 所 有 小 的 也 继承 了 局 部 映射 的 压缩. 于 是 由 Banach 压缩 映射 原理 (3.15 
节 ) 得 知 , 映射 T 在 So 上 有 唯一 稳定 不 动 点 . 由 于 这 个 映射 是 沿 着 系统 轨 线 定义 
的 , 故 系统 在 V 中 有 稳定 周期 轨道 , CRI V 中 的 所 有 轨 线 . 这 个 轨道 的 周期 是 两 
个 时 间 的 相 加 : 从 So 到 Si 局 部 转移 的 “停留 ” 时间 tr 和 从 S, 到 So 的 飞行 时 间 . 
后 者 对 所 有 小 ps 总 是 有 限 . 现在 由 (12.1.4) 得 知 稳定 周期 轨道 的 周期 以 阶 ~ r/VRT 
渐 近 地 增加 . 这 就 完成 了 证 明 . 

定理 12.1 的 证 明 也 可 以 用 到 退化 鞍 - 结 点 的 情形 :' 事实 上 在 证 明 中 我 们 没有 
地 方 用 到 12 A0. 仅仅 用 到 一 个 重要 性 质 , 那 就 是 当 趋 于 稳定 性 边界 时 从 一 个 截面 

1 在 包含 的 所 依赖 的 参数 不 是 一 个 而 是 多 个 的 这 种 情形 下 , 环 周期 的 渐 近 关系 式 是 不 同 的 . 
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到 另 一 个 截面 的 转移 时 间 无 限 地 增加 , 而 这 可 从 在 边界 自身 上 所 有 从 So 开始 的 轨 
线 都 收敛 于 鞍 - 结 点 , 因此 停留 在 Vo 内 的 时 间 必 须 无 限 长 这 事实 得 知 . 具有 同 宿 回 
路 的 退化 鞍 - 结 点 的 分 支 图 与 它 对 局 部 分 支 (例如 在 情形 ls AO 时 , 这 是 燕尾 , 如 图 
11.2.14 所 示 ) 的 相同 , 那里 稳定 周期 轨道 出 现在 区 域 Do 内 

Ek- 结 点 同 宿 回 路 的 极限 环 分 支 首先 是 由 Andronov 和 Vitt 在 他 们 研究 具有 
小 周期 外 力 在 1:1 共振 的 Van der Pol 方程 


&—p(l—2*)é +82 = pAsinwt (12.1.7) 
时 发 现 的 , 其 中 p <1 且 |wo -wl ~ u (在 p = 0 这 个 方程 描述 频率 为 wo 的 调和 振 
F, 在 零 频率 去 谐 , 这 正 是 1:1 共振 ). 在 极 坐标 (Roosy = wor, Rsing = +) 下 方程 
(12.1.7) 有 形式 
R=psing (Asino -R(|1- cer sing), 
f] 
p= -wo + puos p (4 sinwt — ( 二 Zete) snp) i 


o= yt ut. 再 作 时 间 变量 变换 + 一 $ 我 们 得 到 


O] 


(12.1.8) 
b = -5+ Asin - f(e- 2) 
R M wt wt 
- (1- Geom (0-Z))an(o- Som (- FZ) 
其 中 5= aze 是 由 小 参数 标准 化 的 去 谐 频 率 . 
Andronov 和 Vitt 分 析 了 平均 系统 
R ie. 

fn -ee 全 f (12.1.9) 
@=-5+ OR sin, 


这 个 系统 是 由 (12.1.8) 用 它们 的 平均 量 代替 (频率 > = 的 ) 快 振动 项 得 到 的 ， 当 
A = 0 时 这 个 系统 容易 分 析 : 它 有 在 原点 的 排斥 平衡 态 , 并 且 所 有 轨 线 都 趋 于 稳定 
极限 环 R = 2wo; 在 5 = 0 极限 环 退 化 为 单个 由 平衡 态 稠密 充满 的 不 变 圆周 ， 对 小 
A> 0, 排斥 平衡 态 保持 , 但 在 这 个 圆周 上 所 有 其 它 点 中 只 有 两 点 保持 : 它们 是 鞍点 
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和 结 点 , 两 者 都 存在 于 区 域 D : 4l5lwo < A 内 . 由 展 为 4 的 等 级 数 , 可 以 证 明 对 小 的 
A 系统 仍 有 围绕 原点 的 不 变 曲 线 : 在 共振 区 域 D 之 外 不 变 曲线 是 极限 环 , 在 D AE 
由 走向 稳定 结 点 的 鞍点 分 界线 连接 所 组 成 .在 区 域 D 的 边界 上 系统 有 具有 分 界线 
回路 的 鞍 - 结 点 . 

借助 于 原来 变量 p = 更 一 wt, 更 的 驻 定 值 (系统 (12.1.9) 的 平衡 态 ) 对 应 于 与 外 
力 频率 相同 的 振动 机 制 . & 的 周期 振动 ((121.9) 中 的 极限 环 ) 对 应 于 二 频率 机 制 . 因 
此 , BA — 结 点 同 宿 回路 的 极限 环 的 上 述 分 支 景象 刻画 了 方程 (12.1.7) 中 从 同步 化 
到 拍 频 调制 的 对 应 路 径 . 

这 个 分 支 对 二 阶 系统 的 推广 是 由 Andronov 和 Leontovich 研究 的 . 他 们 的 证 明 
本 质 上 用 到 平面 系统 的 特征 . 我 们 对 定理 12.1 的 证 明 接近 于 L.Shilnikov 在 [130] 中 
对 高 维 情形 的 建议 , 其 差别 是 我 们 将 在 原点 附近 的 系统 化 为 形式 (12.1.1) 从 而 简化 
THA. 

注意 定理 12.1 对 分 界线 进入 结 点 区 域 的 边缘 , 即 T c W” 时 仍 成 立 . 但 是 , 在 
这 种 情形 下 完全 的 分 支 分 析 要 求 额外 的 控制 参数 . 其 方法 介绍 如 下 . 我 们 建立 联 边 
同窗 回路 的 截面 So, 即 我 们 定义 So = {hy = d, le < 多}, 如 图 121.4 所 示 . 在 
分 支点 , 分 界线 工交 So 于 某 点 Mo e W*. 因此 , 对 任何 附近 的 系统 , 大 范围 映射 
Ti 是 由 从 Si : {z = d, lull < 5} 开始 并 在 Mo 附近 与 So 相交 的 轨 线 定义 . Be EM 
WH So 上 点 Me = Ti(m = 0) 的 = - 坐标 . 我们 将 © 作为 额外 的 分 支 参 数 处 理 . 显然 
TE p= 0, 当 鞍 - 结 点 仍 存在 时 , 点 Me 是 分 界线 T 与 So 的 交点 . 因此 ,= = 0 对 应 
于 联 边 同 宿 回路 ; 在 © < 0 分 界线 进入 结 点 区 域 且 一般 的 同 宿 回路 保持 , 如 图 12.1.5 
Bias. 


w © 


图 12.1.4 (a) 二 维 情形 和 (b) 高 维 情形 中 非 模 截 同 宿 回路 的 截面 的 选择 . 


如 前 , 参数 /控制 鞍 - 结 点 O 的 局 部 分 支 : 4 > 0 时 它 消失 , 但 在 上 < 0 它 分 
解 为 鞍点 O1 (u, €) 和 结 点 Or(u,£)- 
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a>0 s<0 


图 12.1.5 ”在 联 边 分 支 前 (e < 0) 和 后 (e > 0) 的 不 稳定 分 界线 的 性 态 . 


如 同 在 定理 12.1, 容易 构造 联 边 同 宿 回路 TUO 的 小 邻 域 V, 使 得 对 所 有 小 上 
和 e, V 内 任何 点 的 向 前 轨 线 以 后 仍 停留 在 那里 . 


定理 12.2 (Lukyanov [88]) 在 ow -FRKA y < 0 内 , 存在 对 应 有 鞍 


点 01 同 宿 回路 的 曲线 = = hrom (4) ~ a . TERR {u > 0} Ufe > hwom(1)} A, 系 
统 有 唯一 稳定 周期 轨道 L. 当 t 一 +00 of, V 中 不 趋 于 平衡 点 的 轨 线 趋 于 工 ( 见 图 


12.1.6 中 的 分 支 图 ) 


ye 
如 = 
N 


图 12.4.6 B- AP MMOH eR. 
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证 明 ”如 在 定理 12.1, 这 个 问题 可 化 为 对 映射 T = T oTo 的 研究 , 其 中 T : 
Sı 一 So 是 大 范围 映射 , Tb 是 局 部 映射 . 对 u > 0, 映射 To 对 So 上 的 所 有 点 都 有 定 
义 . 容易 看 到 , 对 u <O, 局 部 映射 对 z > z+ (u,e) 有 定义 (从 z= z+ 开始 的 轨 线 位 
于 On 的 稳定 流 形 内 , 从 z < z+ 开始 的 轨 线 趋 于 O2. 回忆 xt (u,2) 是 鞍点 O, 的 坐 
标 ) 
我 们 证 明 映 射 To 是 强压 缩 . 事实 上 , 将 系统 (12.1.1) 表示 为 形式 
dy _ A+h(z,y,u,£) 


d gh) 站 (2.1.10) 


其 中 我 们 记 

ê= 9(2,4,€). (12.1.11) 
显然 , 对 4 > 0 或 z > z+ 有 9 > 0, 因此 (12.1.10) 在 我 们 感 兴趣 的 区 域内 有 定义 . 
Y(T; zo, yo, Hye) 是 (12.1.10) Æ z = zo 从 y= yo 开始 的 轨 线 . 必须 证 明 在 > = a 

有 Teon) me) 很 小 只 要 pA zo 都 很 小 . 
eee ©" Fico)" 微分 (12.1.10), 我 们 得 到 
a _A ene my, 
或 者 a R 
gll < -lul 

(我 们 利用 了 A 的 谱 位 于 虚 轴 的 左边 以 及 h 和 y 都 很 小 的 事实 ). 最 后 


有 


其 中 t* 是 (12.1.11) 中 从 zo 到 z 的 飞行 时 间 ， 对 园 定 的 z = d, 这 个 时 间 显然 当 
4 一 0zo 一 0 时 趋 于 无 穷 . 因此 , Boy 一 这 意味 着 To 事实 上 是 强压 缩 . 

如 前 , 由 于 映射 To 是 强压 缩 ， BaT- Ti oTo 也 是 强 还 缩 . 当 p> 0 时 , 映射 
THE So 处 处 有 定义 . 因此 , 由 压缩 映射 原理 得 知 映射 7 有 唯一 稳定 不 动 点 . 映射 了 
的 这 个 不 动 点 对 应 系统 的 周期 轨道 , 这 对 情形 p> 0 给 出 了 定理 . 当 上 <0 时 ,了 的 
定义 域 由 曲面 E: {z = z+} 界定 , 即 由 鞍点 O 的 稳定 流 形 (u = 0 时 鞍 - 结 点 O 
的 强 稳定 流 形 ) 界定 . 当 点 M E So 从 > > z+ 这 边 趋 于 E R, 像 TM 趋 于 点 Me 
(O: 的 分 界线 与 5o 的 交点 ) 因此 , 由 连续 性 , 我 们 可 以 假设 曲面 Z 在 映射 作用 
下 的 像 是 单个 点 Mc. 

这 个 情况 完全 类 似 于 我 们 已 经 研究 过 的 鞍点 同 宿 回路 , 它 将 在 13.4 节 详细 考虑 . 
那里 GIA 13.4) 我 们 证 明 所 考虑 的 一 类 压缩 映射 有 稳定 不 动 点 , 当 且 仅 当 定义 域 边 
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界 的 像 的 单个 点 位 于 定义 域内 . 因此 我 们 的 系统 有 稳定 周期 轨道 当 且 仅 当 点 Me 位 
于 区 域 => z+ 内 
我 们 已 经 技 到 稳定 周期 轨道 的 存在 性 区 域 是 由 条 件 。 > (ye) 给 出 , BRE 
可 重 写 为 形式 。 > Mom), AOR hoo 有 如 \/ esate, came 
对 应 于 了 上 的 点 Me, 即 对 应 于 O: 的 同 宿 回路 . 证 明 完毕 


E “这 个 论断 在 退化 鞍 - 结 点 的 联 边 同 宿 回 路 情形 也 成 立 (要 作 明 显 修改 ). 在 
这 种 情形 下 p 是 参数 向 量 (向 量 维 数 等 于 零 Lyapunov 量 的 个 数 加 1), 额外 的 分 
支 参数 e 的 引入 如 前 ， 当 远 - 结 点 消失 ( 按 我 们 的 记号 u € Do) 或 者 当 u E Do, 
E > hhom(p) 时 稳定 周期 轨道 存在 . 这 里 , 曲面 = hyom(p) 对 应 于 “边界 ”鞍点 平 
AS O 的 同 宿 回路 , 如 图 12.1.7 所 示 . 


图 12.1.7 BAER - 结 点 联 边 回 宿 回路 分 支 产 生 的 周期 轨道 的 稳定 性 区 域 的 边界 对 应 于 “ 边 
界 " PERF MEAS O 的 同 宿 回路 . 
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考虑 在 p = 0 FB - 结 点 周期 轨道 L 的 n Me Cr -光滑 (r > 2) 的 单 参数 系统 
族 . 假设 / 是 局 部 分 支 的 控制 参数 . 因此 (回忆 图 11.3.7), 对 u < O, 存在 稳定 周期 
轨道 和 鞍点 周期 轨道 , 它们 在 p = 0 合并 为 一 条 轨道 L. 局 部 不 稳定 集 Wios FE 
于 半 柱 面 R+ x St. 轨道 L 也 有 强 稳定 流 形 Wi, CH L 的 邻 域 划分 为 鞍点 区 域 和 
结 点 区 域 . 当 p > ORTER - 结 点 消失 , 所 有 轨道 都 离开 它 的 小 邻 域 . 注意 当 py +0 
时 通过 该 邻 域 所 需 的 时 间 趋 于 无 穷 

我 们 因 定 的 假设 是 在 u= 0, 所 有 在 We 内 的 轨 线 都 回 到 结 点 区 域 ” 且 当 + 一 
+oo 时 趋 于 L. 

因此 , We ERR (由 定义 它 包含 L). BU 是 Wz 的 小 邻 域 . 显然 在 u = 0, 所 
有 在 U 中 的 轨 线 当 t 一 +oo 时 趋 于 L. 当 y < 0 时 , U 中 的 轨 线 趋 于 当 工分 裂 时 出 
现 的 稳定 周期 轨道 之 一 . 我 们 感 兴趣 的 问题 是 当 > 0 时 在 U 中 将 发 生 什么 ? 


TIDE, WENWE = 2 
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正如 我 们 已 经 指出 过 的 , 这 种 性 质 的 问题 早 在 20 世纪 20 年 代 已 经 出 现 , 它 与 
从 同步 机 制 过 渡 到 调制 现象 相 联 系 . 这 个 分 支 的 严格 研究 早先 出 于 [3], 其 中 假设 具 
AR - 结 点 的 动力 系统 或 者 是 非 自治 系统 但 周期 地 依赖 于 时 间 , 或 者 是 自治 系统 但 
具有 大 范围 截面 (至 少 在 所 考虑 的 相 空 间 那 部 分 ) 因此 , 问题 化 为 在 截面 上 单 参数 
Cr - 微分 同 胚 (r > 2) 族 的 研究 , 它 在 上 = 0 有 鞍 - 结 点 不 动 点 O, 使 得 鞍 - 结 点 的 
不 稳定 集中 的 所 有 轨道 当 迭 代 次 数 趋 于 +00 时 都 回 到 鞍 - 结 点 ( 见 图 12.2.1(a) 和 
(b)). 


@ 四 


图 12.2.1 Be - 结 点 不 动 点 的 不 稳定 流 形 W 可 以 是 光 清 曲 线 (a), 或 者 是 不 光滑 曲线 (b). 在 后 
一 情形 , 当 在 W* 上 的 点 从 结 点 区 域 到 达 O 时 切 向 量 振动 而 没有 极限 


回忆 鞍 - 结 点 不 动 点 或 者 局 期 轨道 有 一 个 乘 子 等 于 +1, 其 它 乘 子 位 于 单位 贺 
内 . 不 动 点 附近 的 微分 同 胚 (Poincaré 映射 ) 可 以 表示 为 标准 形式 : 
p= [A + hlz, y, Hly, 


(12.2.1) 
ž= z + o(z, u), 


其 中 z E R',y e Rn-2, A 是 矩阵 , COURIER RH FAA, 且 
h(0,0,0)=0, 9(0,0)=0, gs(0,4) =0. 


这 里 中 心 流 形 WO 由 方程 y = 0 定义 . 曲面 {z = 常数 } RSE F” 的 
叶片 . 特别 地 , z = 0 是 O 的 强 稳定 流 形 的 方程. 在 上 = 0, 函数 9 (WC 上 映射 的 非 
线性 部 分 ) 在 z = 0 有 严格 极 值 . 更 确切 地 说 , 我 们 假设 它 是 极 小 的 , 即 当 z 4 0 时 
g(z,0) > 0. 因此 , 在 截面 上 的 鞍点 区 域 对 应 于 z > 0, 结 点 区 域 对 应 于 z < 0. 由 于 
> 0 时 鞍 - 结 点 消失 , 故 对 所 有 充分 小 z 和 所 有 小 正 数 有 glz, u) > 0. 
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车 gea(0,0) 4 0, WE: - 结 点 是 简单 的 . 在 这 种 情形 下 (12.2.1) 的 第 二 个 方程 可 
写 为 形式 


B=rtpthe+--, (12.2.2) 


其 中 = ro) #0>0. 

由 假设 , 大 范围 不 稳定 流 形 W 回 到 结 点 区 域 , 即 它 组 成 闭 不 变 曲线 . 这 条 曲线 
处 处 光滑 , 除了 可 能 在 点 O 以 外 . 事实 上 , 由 于 在 结 点 区 域 沿 着 z -方向 的 压缩 率 小 
于 指数 , 它 比 y - 方向 的 压缩 弱 得 多 .因此 , 任何 与 强 稳定 叶 层 横 截 的 曲线 段 ， 当 向 
前 和 迭代 在 它 趋 于 点 O 时 变 成 与 y = 0 相 切 . 同时 , 如 果 不 变 曲线 在 某 一 点 切 于 强 稳 
定 叶 层 的 叶片 , 则 它 将 在 这 点 的 所 有 向 前 选 代 处 切 于 叶 层 (因为 叶 层 是 不 变 的 ) 因 
此 , 任意 接近 O 时 , 不 变 曲线 上 有 点 其 曲线 的 切线 与 {y = 0} 之 间 的 交角 保持 有 界 
ATS. 

因此 ， 


大 范围 不 稳定 流 形 W" 处 处 光滑 (包括 0), 如 果 它 在 结 点 区 域 与 强 稳定 叶 层 横 截 ， 
如 图 12.2.1 (a) 所 示 , 以 及 它 在 O 不 光滑 , 如 果 它 在 某 轨道 上 的 点 处 与 强 稳定 叶 层 
相 切 , 如 图 12.2.1(b) Arm. 

特别 地 , 光滑 情形 对 应 于 具有 鞍 - 结 点 平衡 点 的 同 宿 回路 的 自治 系统 的 时 间 — 
周期 小 扰动 ( 见 上 一 节 ). 事实 上 , 对 沿 着 自治 系统 轨道 的 常数 时 间 的 移 位 映射 , 平衡 
点 变 成 鞍 - 结 点 不 动 点 , 同 宿 回路 变 成 光滑 闭 不 变 曲线 , 但 是 , W* 与 Fi 的 横 截 性 
显然 在 小 光滑 扰动 下 得 到 保持 . 

非 光滑 情形 出 现在 , 例如 , 当 Wwe 接触 强 稳定 流 形 Wo 时 , 如 图 12.2.2 所 示 , 后 
者 可 依次 通过 对 具有 鞍 - 结 点 联 边 同 宿 回路 的 系统 的 时 间 - 周期 的 小 扰动 来 得 到 
( 见 上 一 节 ). 一 般 地 , W 关于 Fe 的 非 横 截 性 在 小 光滑 扰动 下 也 得 到 保持 ( 就 是 
说 , 如 果 We 与 Fes 对 应 的 叶片 之 间 的 切 触 是 二 次 的 ). 


图 12.2.2 Be - 结 点 不 动 点 的 不 稳定 和 强 稳定 流 形 的 非 模 截 切 触 可 由 具有 鞍 - 结 点 平衡 态 联 边 
同 宿 回路 的 系统 的 时 间 - 周期 小 扰动 得 到 , 如 图 12.1.4 所 示 . 
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在 截面 上 Poincaré 映 射 的 闭 不 变 曲 线 W 是 二 维 不 变 环 面 W} 与 截面 交点 的 
轨迹 . 如 果 不 变 曲 线 光 滑 , 则 环 面 光滑 , 否则 它 不 光滑 . 如 果 原 来 的 非 自 治 系统 没有 
大 范围 截面 , 则 如 我 们 在 下 面 将 讨论 的 , W 的 其 它 形状 也 有 可 能 . 例如 , 它 可 能 是 
光滑 或 不 光滑 的 Klein HE [6). 


定理 12.3 (Afraimovich-Shilnikov [3, 6]) ”如 果 在 上 = 0 鞍 - 结 点 的 大 范 
围 不 稳定 集 L 是 光滑 紧 流 形 ( 环 面 或 者 Klein Hi), 那么 光滑 闭 吸 引 不 变 流 形 T, (分 
别 为 环 面 或 者 Klein 瓶 ) 对 所 有 小 上 都 存在 . 


不 变 流 形 连 续 依 赖 于 po 4p =0 时 , ES WE 重合 . 当 /< 0 时 , 它 是 鞍点 周 
期 轨道 L- (u) 的 不 稳定 流 形 和 稳定 周期 轨道 L+(p) 的 并 (其 中 LEl) ERK - 结 点 
分 支出 来 的 周期 轨道 ?). 在 环 面 情形 , 对 u > 0, 在 T, 上 Poincaré 旋转 数 当 p — +0 
时 趋 于 零 . 因此 , 在 y 轴 上 存在 无 穷 多 个 ( 当 u 一 +0 时 实践 中 是 不 能 区 别 的 ) 共振 
区 域 , 它们 对 应 于 T 上 具有 有 理 数 旋转 数 的 周期 轨道 , 以 及 p 的 无 理 数值 的 无 穷 集 
(典型 的 Cantor 集 ), 对 此 五 上 的 运动 是 拟 周期 的 . 

在 证 明定 理 12.3 之 前 , 让 我 们 更 详细 地 研究 W} 的 大 范围 结构 . 在 L 的 小 邻 域 
内 引入 法 坐标 ( 见 3.10 节 ), 使 得 在 L 附近, 系统 取 形 式 


ý =Alu)y + H(z,y, #54), (12.2.3) 
=G(z,y in) =l, (12.2.4) 


其 中 H M G 以 及 它们 关于 (x,y) 的 一 阶 导 数 在 (y = 0,z = 0,4 = 0) 等 于 零 . 矩阵 
A 的 特征 值 严格 位 于 虚 轴 的 左边 . 这 里 we [0,1] 是 角 变量 , 曲面 = 0 和 ”= 1 假 
设 是 按 某 个 对 合 黏合 , 即 改变 向 量 y 的 几 个 分 量 的 符号 (适当 选取 这 个 对 合 使 得 系 
统 的 线性 部 分 与 p 无 关 , 而 不 失 光 清 性 ; 详情 见 3.11 节 ). 

我 们 还 假设 中 心 流 形 W 已 经 局 部 直 化 , 故 它 有 形式 {y = 0}. 相应 地 ， 


Hly=0 = 0. (12.2.5) 


接 下 来 , 我 们 直 化 强 稳定 不 变 叶 层 . 叶 层 的 叶片 是 {z = Ql pa, u), p= 常数}, 其 
中 a! 是 叶片 与 中 心 流 形 的 交点 坐标 ; Q 是 Cr-: - 函数 ( 它 关 于 y 是 C" - 光滑 的 ) 
直 化 是 通过 坐标 变换 z ~ z 来 得 到 , 它 将 不 变 叶 层 变 为 形式 {z = 常数 , p= WHO, 
因此 , 方程 (12.2.4) 变 成 与 y 无 关 , 系统 变 成 


y= AlWy + H(z,y, 95H), (12.2.6) 
ż=G(z pu) p=1. (12.2.7) 


由 构造 , 新 函数 G 在 {y = 0} 与 原来 函数 重合 且 仍 是 C - 函数 . 


3 了 如果 鞍 - 结 点 不 是 简单 的 , 那么 当 u < 0 时 可 有 多 个 鞍点 和 稳定 周期 轨道 . 在 这 种 情形 下 7 
是 所 有 周期 轨道 和 它们 的 不 稳定 流 形 的 并 - 
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在 新 坐标 下 , 强 稳定 不 变 流 形 Wee 是 曲面 {z = 0}, 结 点 区 域 U- 现在 对 应 于 小 
的 负 z, 鞍点 区 域 U+ 对 应 于 小 的 正 z. 
我 们 已 经 叙述 过 不 变 叶 层 是 C - 光滑 的 . 此 外 , 可 以 证 明 , 对 鞍 - 结 点 情形 ， 
叶 层 实际 上 是 处 处 Cr - 光滑 , 除了 对 上 = 0 在 Wet 上 时 [140]. 将 (12.2.4) 化 为 
(12.2.7) 的 坐标 变换 有 相同 的 光滑 性 . 
选择 小 正 数 d+ 和 d . 考虑 流 的 两 个 截面 (它们 都 是 (n — 1) 维 环 体 ) So : {z = 
=d} 和 51 : {z =d+}. 由 假设 , 在 jy = 0 (因此 , 在 所 有 小 u), WE 上 的 轨 线 在 有 限 
时 间 内 回 到 结 点 区 域 U_ = {z< 0}. 因此 , 流 定义 微分 同 胚 T: (大 范围 映射 ), 它 将 
BER I- : {y = 0} = WEN S: 的 小 邻 域 映 为 So. 这 个 映射 有 形式 
yo = plp yin), 
(12.2.8) 
po=qPpuyip) modl, 
其 中 在 So M S, 上 的 坐标 分 别 记 为 (po,yo) 和 (p1). 两 个 C" - 光滑 函数 和 
q(mod1) 关于 p 是 周期 为 1 的 周期 函数 
闭 曲线 


1* = Ti : {yo = p(y1,0; 0), po = q(1,0;0) mod 1} 
是 WE 和 So 的 交 线 . 注意 , 函数 4 可 以 写 为 形式 
alp yin) = mp + qo(p, YH) (12.2.9) 


其 中 qo 是 p 的 周期 函数 . 整数 m 定义 在 So 内 !+ 的 同 伦 类 (m 的 符号 确定 1+ 关 
于 !- 的 定向 ). 如 果 相 空间 的 维 数 n 大 于 3, 则 So 至 少 是 三 维 而 整数 m 可 以 是 任 
意 值 . 在 R 中 , 截面 So 是 二 维 环 卉 . 由 于 i+ 不 能 有 自 交点 , 可 得 知 只 在 这 种 情形 
下 才 有 可 能 m =1 Alm = 0 (MUR m= -1 则 Wy 是 Klein H, 故 在 Ra 中 这 种 情 
形 不 可 能 出 现 ). 

TER, 集合 Wye 的 结构 完全 决定 于 We 与 二 从 结 点 区 域 这 边 的 连接 方式 . 由 于 
交 线 上 + = WEN So 是 So 中 的 Im| 图 曲线 , 在 m # 0, WENU- 与 任何 {p = 常数 } 
类 型 截面 的 交 是 由 在 点 {z = 0,y = 0} = Lo fy = 常数 } 黏合 的 |m) 片 组 成 , 如 图 
12.2.3 BRAS. 在 m = 0 这 个 交 是 凝聚 在 {z = 0,y = 0} 的 圆周 序列 , 见 图 12.4.1. 因 
此 , 对 应 不 同 m 值 的 , Wie 的 样本 彼此 互相 不 同 胚 . 此 外 , 在 Im| #1, 对 地 上 的 任何 
点 , 它 在 Wit 中 的 小 邻 域 不 同 胚 于 圆 盘 , 即 在 这 种 情形 下 we 不 是 流 形 . 

我 们 将 在 12.4 节 研 究 与 “蓝天 突变 " 问题 相关 的 m = 0 的 情形 . 在 情形 |m| > 
2 , MRE - 结 点 消失 时 产生 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 ( 见 定理 12.5), 此 外 , 这 里 甚至 可 
能 产生 双 曲 吸引 子 ( 见 [139]), 我 们 在 本 书 中 不 准备 讨论 这 类 分 支 . 

如 果 m= 土 1, 则 We 是 流 形 . 如 果 m = 1, 它 同 胚 于 环 面 ; 如 果 m = -1, BE 
FIEF Klein i. 正如 已 经 指出 的 , 这 个 流 形 可 以 光滑 也 可 以 不 光滑 , 取决 于 WZ 与 
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ra 


one 


图 12.2.3 Be - 结 点 周期 轨道 L ORREN Wy 与 类 环 体 截面 So 的 交 在 情形 m = 2 时 的 结 
构 . 交 的 迹 线 是 绕 两 图 的 曲线 1+. 因此 , 它 与 So 中 的 每 个 等 位 面 p = 常数 , 以 及 截面 5 : {v = 0} 
中 的 每 个 等 位 面 = = 常数 至 少 有 两 个 交点 . 


强 稳定 叶 层 Fe 是 否 处 处 横 截 相交 . 4 i AG Sy 无 关 时 ( 见 (12.2.7)), F” 在 截面 
So 上 的 叶片 是 ( 超 ) 平面 yo = 常数 . 交 1* = WE N So 表示 为 {yo = p(vi,0,0), po = 
gq(w1,0,0)}, 其 中 (p,q) 是 大 范围 映射 Ti : Sy 一 So 的 右 端 ( 见 (12.2.8)). 因此 , Wy 
与 F" 的 横 截 性 成 立 , 当 且 仅 当 
a 0. 12.2.10 
Bp), oo # ( ) 
这 个 不 等 式 以 及 要 求 |m| = 1 是 定理 12.3 中 条 件 的 解析 形式 . 
这 个 定理 的 证 明基 于 将 问题 化 为 圆周 的 某 个 映射 (下 面 称 为 “本 质 映射 ") 的 研 
究 . 事实 上 , 这 个 约 化 是 在 与 m 的 值 或 W} 的 光滑 性 无 关 的 情况 下 进行 的 , 我 们 的 
下 面 两 节 就 以 此 为 基础 . 
正如 在 12.5 节 解 释 的 , 我 们 可 以 在 (12.2.7) 中 假设 


=| =o (12.2.11) 
oo 


换 句 话说 , 在 p = 0, 方程 (12.2.7) 的 右 端 可 以 (用 适当 的 变量 变换 ) 使 得 与 ”无关 ， 
因此 它 可 取 下 面 的 自治 形式 


(12.2.12) 


Poincaré 映射 的 非 线性 部 分 g(z,0) 唯一 确定 [ 见 (12.2.1)]. 在 [140] 中 已 经 证 明 , 将 系 
Ye (12.2.7) 化 为 在 上 = 0 的 自治 形式 (12.2.12) 的 变换 在 = 关 0 是 Cr 的 . 因此 , 经 过 
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这 个 变换 以 后 , 系统 (12.2.6) 和 (12.2.7) 在 z 关 0 是 C"-! - 光滑 的 , 但 任何 两 个 与 
{z = 0} 不 相交 的 截面 之 间 的 流 映射 仍 是 Cr - 光滑 的 

一 旦 我 们 固定 坐标 使 得 系统 在 中 心 流 形 上 当 u= 0 时 取 自治 形式 (12.2.12), 我 
们 就 可 以 定义 本 质 映 射 


er flp) = mẹ + gl, 0;0). (12.2.13) 


由 构造 , 这 个 映射 求 得 如 下 : 应 用 映射 T 到 局 部 不 稳定 流 形 Wie. = WONU 与 
截面 S, 的 交 线 , 然后 沿 着 强 稳定 叶 层 的 叶片 将 像 投影 到 中 心 流 形 上 . 这 个 投影 是 在 
So 上 作 的 , 它 位 于 叶 层 唯一 确定 的 结 点 区 域内 ( 见 第 5 章 ). 因此 , 一 旦 截面 和 Sy 
选 定 , 本 质 映 射 就 唯一 确定 , 中 心 流 形 上 的 按 模 的 坐标 变换 保持 系统 自治 (中 心 流 形 
在 结 点 区 域 不 唯一 , 但 不 同 中 心 流 形 上 的 系统 按 它们 沿 着 强 稳定 不 变 叶 层 的 投影 是 
JERIA. 因此 , 另 一 个 中 心 流 形 的 选择 等 价 于 在 所 给 的 流 形 上 的 坐标 变换 ). 

事实 上 , 保持 系统 在 4 = 0 为 (12.2.12) 的 形式 的 坐标 变换 集 是 相当 少 的 ， 因 为 
新 坐标 o 必须 满足 oo = p) = 0, 因此 差 faew — ” 沿 着 系统 的 轨 线 必须 是 常数 ， 
特别 地 , 它 在 二 上 为 常数 .现在 由 于 中 心 流 形 上 的 任何 轨道 当 + 一 +oo 或 t + -oo 
时 都 趋 于 L, 由 此 得 知 在 WO 上 处 处 有 waew — = 常数 . 此 外 , 由 于 (12.2.12) 中 的 
z 方程 必须 保持 自治 , 我 们 可 以 证 明 只 有 变量 z 的 自治 变换 (与 p 无 关 ) 被 允许 . 事 
实 上 , 首先 考虑 在 p= 0 是 恒 同 的 变换 . 由 定义 , 它 不 改变 局 部 截面 5 : {fp = 0} 上 
的 Poincaré 映射 . 因此 , 由 嵌入 流 的 唯一 性 ( 引 理 12.4), 如 果 这 样 的 变换 保持 系统 自 
治 , 它 不 可 能 改变 右 端 5 由 此 得 知 , 如 果 在 p = 0, Znew = z, W zoow 的 时 间 发 展 和 
z 的 时 间 发 展 由 相同 方程 控制 , 由 此 立刻 得 知 在 这 种 情形 下 , 对 所 有 p 有 znew = r. 
由 于 任意 变换 是 自治 变换 和 我 们 刚刚 考虑 的 一 类 变换 的 全 加 , 这 就 证 明了 我 们 的 论 
Li 

于 是 , 仅 有 可 能 的 坐标 变换 是 

poet RR, z= Xiz) (12.2.14) 

对 本 质 映射 , z 的 这 个 变换 的 作用 分 别 等 价 于 从 截面 So 到 z = X- (d>) 和 S 到 
z =X-!(d+) 的 移 位 . 由 于 z 的 发 展 是 自治 的 , 从 截面 {z = 常数 } 到 这 个 形式 的 另 
一 个 截面 的 飞行 时 间 只 依赖 于 截面 的 位 置 , 并 不 依赖 于 在 截面 上 的 初始 点 , 因此 , So 
或 者 Sy 的 任何 移 位 分 别 等 价 于 wo 或 P: 的 刚体 旋转 . 最 后 我 们 得 到 

引 理 12.1 本质 映射 由 系统 在 u= 0, 按 任意 附加 常数 取 模 和 原点 的 移 位 唯一 
确定 : 

Fe) > a+ flota). 

ARON RK AME - 结 点 分 支 的 大 部 分 信息 . 如 我 们 已 经 指出 的 , E 
的 度 m 确定 W} 的 拓扑 类 型 . 如 果 |m| = 1, 则 We 光滑 当 且 仅 当 f(w) 没有 临界 点 
( 见 (12.2.10) 和 (12.2.13)). 下 面 (定理 12.4), 我 们 将 给 出 约 化 定理 的 确切 病 述 : 
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当 jp +0 时 UWE) 中 的 分 支 遵循 一 维 映 射 族 
B=w(p) + fle) (12.2.15) 


中 的 分 支 , 其 中 上 一 +0 时 w(u) +o. 

1151] 明显 应 用 了 上 面 约 化 原理 的 |m) = 1 情形 . [97] 中 较 早 的 研究 本 质 上 基于 
同一 思想 . 

对 所 有 小 p> 0, 考虑 系统 在 截面 S: 上 由 轨 线 定义 的 Poincaré 映射 T = TooT1. 
其 中 T 是 由 (12.2.8) 定义 的 大 范围 映射 , Tb : So S, 是 对 u > 0 在 工 附 近 局 部 定 
义 的 直通 映射 - 

如 同 在 上 一 节 中 , 对 p > 0 在 UV 中 轨 线 的 性 态 由 映射 T 的 性 态 完全 确定 . 

由 于 对 宇和 少 的 方程 (12.2.7) 与 y 无 关 , 局 部 的 直通 映射 To: (vo, p0) 一 (wiser) 
(对 某 CT - 函数 Y) 写 为 形式 


m = Y (po, y0, 4), 
pı = Po +7(~o,#) mod 1. 


7 是 从 So 到 5 的 飞行 时 间 函 数 ， 它 是 go 的 光滑 周期 函数 ， 显 然 当 / 一 +0 时 
T(po, H) 一 oo. 

引 理 12.2 ”如 果 在 p = 0, (12.2.11) 满足 , 则 当 4 一 +0 时 87/8w 在 Cr:- 拓 
扑 下 一 致 地 趋 于 零 . 

在 十 分 一 般 的 条 件 下 , 这 个 引 理 在 [140| 中 有 证 明 , 由 此 几乎 立刻 得 到 下 面 的 基 
本 定理 12.4. 证 明基 于 宛 长 的 计算 , 我 们 在 这 里 就 省 略 了 . 在 某 些 附加 的 假设 下 类 似 
论断 的 简单 证 明 在 12.5 节 给 出 . 就 是 说 , 假设 系统 关于 所 有 变量 和 y 充分 光滑 , 以 
BRE - 结 点 工 是 简单 的 . 此 外 , 代替 证 明 所 有 导数 都 趋 于 零 , 仅 需 证 明 足够 多 的 导 
数 为 零 . 当然 , 所 有 这 些 并 不 表示 严格 的 限制 . 

记 w(p) =7(0,p), 由 引 理 12.2 我 们 得 到 


(12.2.16) 


r(p0, 4) = w(u) + o(1). (12.2.17) 


ROR - 结 点 是 简单 的 , 则 


“~ FE (12.2.18) 


还 得 注意 , 由 于 (12.2.3) 中 的 矩阵 Alu) 的 特征 值 严格 位 于 虚 轴 的 左边 , 又 因为 
由 (12.2.5), 对 某 Cr-: - BCA A y = (A+ hy, 容易 证 明 对 某 正和 有 
le- < O(e-™). (12.2.19) 


事实 上 , 可 以 证 明 [140] 
iYler 一 0 4 4 一 0. (12.2.20) 
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结合 公式 (12.2.8), (12.2.9), (12.2.10), (12.2.16), (12.2.17) 和 (12.2.20) 得 到 下 面 
的 结果 [140]. 


定理 12.4 ( 约 化 原理 ) Poincaré 映射 了 = Too Ti SH 
(12.2.21) 


其 中 当 y 一 +0 时 w(u) 一 oo, 以 及 办 5( 和 它们 的 所 有 导数 ) AFE. 


由 这 个 定理 立刻 得 知 , 如 果 本 质 映射 (12.2.15) 在 某 个 w” 有 粗 稳定 (不 稳定 ) 周 
期 轨道 , 则 存在 凝聚 于 +0 的 / 值 的 区 间 序 列 Se, EE (vlu) - k) 在 ae Oy 保持 
接近 于 w", 以 及 在 p e 5 对 所 有 充分 大 的 k, 系统 分 别 有 粗 稳定 周期 轨道 或 者 鞍点 
周期 轨道. 

事实 上 , 定理 12.4 对 光滑 依赖 于 / 的 系统 也 成 立 ， 在 这 种 情形 下 我 们 假设 
(12.2.3) 和 (12.2.4) 的 右 端 关于 相 变 量 (y,2,¢) 的 一 阶 导数 对 所 有 变量 和 / 是 
cro) - 光滑 的 . 


我 们 也 假设 L 附近 的 局 部 Poincaré 映射 单调 地 依赖 于 u, 即 在 (12.2.1) 
g (0;0) > 0. (12.2.22) 


在 这 种 情形 下 可 以 证 明 
可 #0, (12.2.23) 


即 w 可 视 为 新 参数 , 于 是 pu 可 考虑 为 w 的 函数 , 当 w 一 co 时 它 趋 于 零 . 可 以 证 明 
BRE w 的 所 有 导数 也 趋 于 零 、 当 重新 叙述 r, 关于 w 和 wo 的 导数 时 , 引 理 12.1 
仍 成 立 . 定理 12.4 提供 的 结论 完全 相同 , 即 “ 所 有 导数 " 现在 也 包括 关于 w 的 导数 
( 见 [140]). 

TER, 上面 将 飞行 时 间作 为 新 参数 的 方法 仅 在 低 次 光滑 时 才 有 必要 ; 在 证 明 引 
理 12.3 时 对 应 的 情形 是 高 次 光滑 性 (ELBE - 结 点 是 简单 的 ), 我 们 证 明 任意 多 个 关于 
1 本 身 的 导数 为 零 . 

现在 , 定理 12.3 立刻 由 公式 (12.2.21) WA: 由 定理 的 条 件 我 人 有 Im = 1 和 
Jr(p) £0, BBR pi w+ fe) + Ee, 0; u) 是 微分 同 胚 , 且 容易 看 出 , 环 域 原理 (4.2 
节 ) 在 此 可 应 用 . 因此 对 映射 T, 吸引 S 中 所 有 轨道 的 Cv - 光滑 闭 不 变 曲线 


y=n(y:n) (12.2.24) 


的 存在 唯一 性 对 任何 > 0 被 建立 .由 于 这 个 映射 被 所 考虑 的 系统 的 轨道 定义 , 这 
就 证 明了 定理 . 


二 当 蒂 二 结 点 是 简单 时 , (12.2.22) 刚好 是 单 参数 族 在 所 考虑 的 具有 园 - 结 点 的 系统 的 分 支 曲面 
的 横 截 性 条 件 , 它 允 许 在 WE, 上 的 Poincaré 映射 可 写 为 (12.2.2) 的 形式 . 
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由 环 域 原理 , 不 变 曲线 连续 依赖 于 y (或 者 当 系 统 关于 pp 光滑 时 光滑 依赖 于 中. 
BIE v = w(u) mod 1 的 任何 值 使 得 w = v + k, 其 中 上 EZ 使 得 jp 一 +0 f} k oo, 
则 当 大 一 co 时 映射 (12.2.21)( 按 光滑 拓扑 ) 有 极限 


y=0, 
B=v+f(p) mod1. 
因此 , 映射 T 的 不 变 曲线 以 映射 (12.2.25) 的 不 变 曲 线 {y = 0} 为 极限 , BI (12.2.24) 


中 的 函数 以 及 其 所 有 导数 ) 当 py 一 +0 时 为 零 
在 不 变 曲 线 上 , 映射 7 可 表示 为 


(12.2.25) 


P=wlu)+ p+ fop) + (ph) mod 1, (12.2.26) 


其 中 “+" (可 定向 情形 ) 对 应 于 环 面 , “~”( 不 可 定向 情形 ) 对 应 于 Klein Wi. fo 和 fa 
是 y 的 周期 函数 , 且 当 /一 +0 时 f 和 它 的 所 有 导数 趋 于 零 . 如 果 系 统 光滑 依赖 于 
p (以 及 单调 性 条 件 (12.2.22) 成 立 ), 则 由 (12.2.23) 得 知 这 个 映射 ( 当 提 升 到 R 时 ) 
关于 kp 是 严格 单调 的 

因此 , 在 可 定向 情形 , 环 面 上 的 Poincaré 旋转 数 单调 依赖 于 (IL 4.4 节 ). 典 
型 地 , 每 一 个 有 理 旋转 数 对 应 于 u 值 的 一 个 区 间 (共振 区 域 ). 在 最 简单 的 情形 下 ， 
在 共振 区 域内 环 面 上 只 存在 两 个 周期 轨道 一 个 稳定 , 另 一 个 不 稳定 (例如 , 如 果 
fol) = sin p, 则 可 能 只 有 两 个 不 动 点 ) 在 不 变 曲 线 上 的 不 稳定 周期 轨道 是 环 域 ( 环 
体 )5 的 映射 7 的 鞍点 轨道 , 不 变 曲线 是 这 个 鞍点 周期 轨道 的 不 稳定 流 形 的 闭 包 . 一 
般 地 , 对 不 同 的 函数 fo, 在 共振 区 域内 可 能 有 任意 多 个 周期 轨道 ( 环 面 上 具有 相同 个 
数 的 稳定 轨道 和 鞍点 轨道 ) 在 这 种 情形 下 , 不 变 曲线 是 所 有 鞍点 周期 轨道 的 不 稳定 
流 形 的 闭 包 . 

共振 区 域 的 边界 对 应 于 在 不 变 圆周 上 稳定 和 不 稳定 周期 轨道 的 接合 , 即 对 应 于 
我 们 在 这 里 考虑 的 相同 类 型 的 鞍 - 结 点 分 支 . 此 外 , 如 果 周期 轨道 多 于 两 个 , B - 结 
点 分 支 可 能 在 共振 区 域内 的 参数 值 处 发 生 . 由 Poincaré BUM (12.2.26) 在 不 变 曲线 
上 的 结构 得 知 ， 
如 果 本 质 映 射 

B=v+p+ fole) 

中 的 某 个 值 * 对 应 于 余 维 1 分 支 (WAR - 结 点 ), 那么 存在 序列 J 一 +0, 使 得 
w(u) 一 上 一 v", 以 及 映射 《12.2.26) 在 u = p 对 所 有 充分 大 的 大 产生 相同 的 分 
3, 

我 们 现在 考虑 当 W} 不 光滑 时 会 发 生 什么 问题 . 这 个 问题 首先 由 [3] 研究 , 那里 
发 现 不 变 流 形 的 破裂 可 能 由 于 在 这 样 的 分 支 开始 出 现 混沌 . 特别 地 , 在 非 光滑 情形 ， 
当 鞍 - 结 点 消失 时 产生 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 的 充分 条 件 (所 谓 “ 大 叶 ” 和“ 小叶” 
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条 件 ) 由 (3) 给 出 . 后 来 的 研究 显示 这 些 条 件 可 进一步 精简 , 因此 对 它们 可 重新 叙述 
如 下 . 

回忆 在 光滑 情形 , 流 形 We SRO F 横 截 相交 , 每 一 个 叶片 与 W} 只 
有 一 个 交点 . 在 一 般 的 非 光滑 情形 , 有 些 叶 片 有 一 侧 与 WE 相 切 . 因此 , 在 结 点 区 域 
必须 有 叶片 , 那里 每 一 个 叶片 与 WE 有 几 个 交点 . 


定义 12.1 集合 We 满足 (精制 的 ) 大 叶 条 件 , 如 果 F 的 每 个 叶片 在 结 点 区 
域 与 Wy 至 少 相交 两 次 (图 12.2.4). 


图 12.2.4 ”大 叶 条 件 的 几何 解释 — 强 稳定 叶 层 o> 的 每 个 叶片 通过 与 W* 的 切 制 不 少 于 两 点 
借助 于 本 质 映射 , 这 个 条 件 转化 为 对 5 的 任何 值 , 映射 
= fle) 


至 少 有 两 个 原 像 的 存在 性 条 件 
下 面 的 结果 是 [3 中 对 应 定理 的 加 强 形式 . 


定理 12.5 ”如 果 大 叶 条 件 满足 , 那么 对 所 有 小 A > 0, 系统 有 无 穷 多 个 鞍点 周 
期 轨道 . 

注意 这 个 定理 的 成 立 与 WE 的 拓扑 结构 类 型 无 关 ( 即 与 本 质 映射 的 度数 m 无 
关 ). 显然 , 当 |m| > 2 时 大 叶 条 件 总 满足 , 因此 鞍 - 结 点 的 消失 在 这 种 情形 下 总 导致 
混沌 . 因而 , 在 这 一 章 的 余下 部 分 我 们 将 集中 研究 m = 1,0,—1 的 情形 . 

小 叶 条 件 原来 是 在 WE 是 环 面 (m= 1) 时 引入 的 ,但 对 m=0 和 m= -1 也 有 
意义 . 借助 于 本 质 映射 , 小 叶 条 件 满足 , 如 果 
存在 p 和 yz 使 得 

Sex) = Flea) 
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以 及 


wd l (0) -Fel > lea — el 


( 见 图 12.2.5). 


图 12.2.5 ”满足 小 叶 条 件 的 f(y) 的 形式 . 


定理 12.6 如果 小 叶 条 件 满足 , WHE y- 轴 上 存在 凝聚 在 上 = +0 的 区 间 序列 
Au 使 得 对 任何 p E At 系统 有 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 . 


注意 , 在 有 大 叶 条 件 下 过 渡 到 混沌 和 没有 它 时 过 渡 到 混沌 的 区 别 是 : 在 后 一 情 
形 混沌 动力 学 的 区 间 Ac, 原则 上 与 系统 仅 有 有 限 个 鞍点 和 稳定 周期 轨道 的 区 间 相互 
BEM [151]. 按照 约 化 原理 (定理 12.4), 如 果 在 w 的 某 区 间 内 , 本 质 映射 


G=wt fly) 
只 有 有 限 个 周期 轨道 , 这 种 情况 就 会 出 现 . 
例如 , 如 果 f(y) = o + 5 sin ny, 那么 流 形 We 当 C > 1 时 不 光滑 ， 但 若 
VO -1 > x + arccos g 
则 大 时 条 件 满足 ; 又 
VETI > x + arccos z ~ u, 


则 小 叶 条 件 满足 且 有 pz = 1/2, 其 中 ue (0,7) 是 方程 r = u+ Csinu 的 根 . 显然 当 
(C - 1) 充分 小 时 , 本 质 映 射 在 区 间 |2rw| < 1 内 只 有 一 个 稳定 和 一 个 不 稳定 不 动 点 ， 
且 没 有 其 它 周期 轨道 . 因此 , 如 果 (C - 1) 充分 小 , 在 上 - 轴 上 存在 简单 动力 学 的 区 


12.3 Klein 并 的 形成 +493 + 


间 . 事实 上 , 这 样 的 区 间 的 存在 性 可 容易 验证 , 例如 , 当 
VC2z -1> = + arccos $ 
时 . 
注意 上 面 两 个 定理 仅仅 给 出 鞍 - 结 点 消失 时 出 现 混沌 动力 学 的 充分 条 件 . 这 些 
条 件 也 许 还 可 进一步 精简 .最 重要 的 改进 (本 质 上 属于 Newhouse, Palis 和 Takens 
(97]) 可 以 在 情形 m = 1 给 出 , ABEL - 结 点 的 不 稳定 流 形 We 是 环 面 . 
定理 12.7 一般 地 , 如 果 Wy 是 不 光滑 环 面 , 则 在 p - 轴 上 存在 凝聚 在 y= +0 
的 区 间 序列 Ai, 使 得 对 任何 ue Ai, 系统 有 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 . 
这 个 定理 的 一 般 性 条 件 可 明显 地 叙述 为 : 对 每 个 po e S, 验证 或 者 存在 另外 的 
9 使 得 /(w) = f(po), 或 者 导数 I (Po), "(yo),… ,中 (po) 中 至 少 有 些 不 为 零 . 这 
个 条 件 是 本 质 的 还 是 仅仅 是 技术 性 限制 并 不 清楚 . 在 任何 情形 中 , 本 质 映射 的 所 有 
导数 同时 在 某 点 为 零 的 情况 绝对 是 少见 的 
从 而 , 可 将 定理 12.3, 定理 12.5 以 及 定理 12.7 的 结果 综合 如 下 : 
MUR Wy 是 光滑 环 面 , WER — 结 点 L 消失 以 后 , 光滑 吸引 的 不 变 环 面 得 到 保持 . 
如 果 W} 同 胚 于 环 面 但 不 光滑 , 则 在 L 消失 以 后 出 现 混沌 动力 学 . 这 里 或 者 环 面 破 
裂 而 混沌 对 所 有 小 J > 0 存在 (大 叶 条 件 对 此 是 充分 的 ), 或 者 参数 轴 上 的 混沌 区 域 
与 简单 动力 学 的 区 域 交替 . 
本 质 映射 的 度数 m 等 于 1 时 应 用 定理 12.7 很 费劲 . 它 与 m=0 和 m= -1 的 
情形 并 不 类 似 , 那里 出 现 混沌 的 情景 还 不 清楚 . 


12.3 Klein 瓶 的 形成 


下 面 我 们 考虑 不 稳定 流 形 Wy 是 Klein 瓶 时 的 鞍 - 结 点 周期 轨道 的 分 支 , 如 
图 12.3.1 所 示 , 即 这 时 本 质 映射 的 度数 m = -1. 由 定理 12.3, 如 果 W} 光滑 , 则 当 
工 消失 时 光滑 不 变 吸引 的 Klein 瓶 仍 保持 . 在 它 与 截面 So 的 交 上 , Klein 瓶 上 的 流 
定义 了 形 如 ( 见 (12.2.26)) 


9 =wlu) -p+ folg) + fi(p,p) mod 1 (12.3.1) 


的 Poincaré Bet, 其 中 u — +0 时 w — 00. fo Bl 有 是 光 清 的 周期 -1 函数 , fa 及 其 
所 有 导数 在 p= 0 为 零 , 在 J = 0 由 系统 唯一 确定 的 本 质 映射 是 -9 + foly). 如 在 
上 一 节 证 明 的 , 流 形 We 光滑 , 当 且 仅 当 对 所 有 ” 


-1+ faly) # 0. (12.3.2) 
在 这 种 情形 下 , Poincaré 映射 (12.3.1) 是 (不 可 定向 的 ) 圆周 微分 同 胚 . 
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图 12.3.1 Klein BLE ARE - 结 点 周期 轨道 . 


大 家 知道 这 样 的 映射 恰 有 两 个 不 动 点 .它们 将 圆周 划分 为 两 个 弧 段 , 每 一 个 在 
映射 的 作用 下 循环 进入 另 一 个 . 在 这 些 弧 段 上 也 可 以 有 多 个 周期 -2 点 , 如 图 12.3.2 
所 示 , 一 般 地 , 下 面 的 分 支 可 能 出 现 : 周期 -2 AMR, RAHE (ENR 
子 通 过 -1), 或 者 为 两 个 可 合并 为 周期 -2 AYRE - 结 点 轨道 的 周期 -2 轨道 , 如 图 
12.3.3 所 示 . 由 (12.3.1) 立刻 得 知 , 如 果 本 质 映射 


=v- p+fo(p) mod1 (12.3.3) 


在 某 v = vt 产生 这 些 分 支 之 一 , 则 
存在 序列 ue 一 +0 使 得 (wlr) k) 一 上 ,以 及 Poincaré WM (12.3.1) 在 每 一 个 
u= jk 产生 相同 分 支 . 


图 12.3.2 ， 不 可 定向 的 图 周 喘 射 的 作用 ，。 M1233 不 可 定向 的 圆周 映射 的 周期 -2 轨道 
可 能 的 鞍 - 结 点 分 支 


12.3 Klein MHE -495+ 


映射 (12.3.1) 的 不 动 点 从 方程 


0 = oln) + zolo) + filo) er 
12.3.4) 
oi = Sulu) + 5 olen) + filen) + 


RE 由 于 fo Af, 是 周期 函数 , 它们 有 界 .因此 , 从 (12.3.4) 和 (12.3.2) 得 知 当 
w — co 时 对 应 于 不 动 点 的 坐标 po 和 yp 无 限 增加 . 换 句 话说 , 当 /一 +0 时 两 个 不 
动 点 沿 着 圆周 绕 行 无 穷 多 次 . 

这 个 不 动 点 的 乘 子 等 于 -1+ folyo) + filonu). 由 于 当 y — +0 Bf fi > 0, 
得 知 车 fole) #0, 则 每 个 不 动 点 的 乘 子 来 回 地 围绕 -1 振动 . 我 们 得 到 下 面 的 结果 
(l6) 中 首先 指出 , 详细 证 明 第 一 次 发 表 于 |86]): 


定理 12.8 ”对 所 有 p> 0, 在 Klein 瓶 上 的 系统 恰 有 两 个 具有 负 乘 子 的 周期 轨 
道 . 如 果 fo(w) 不 恒 等 于 零 , 则 这 两 个 周期 轨道 的 每 一 个 当 / 一 +0 时 产生 无 穷 多 
次 倍 周期 分 支 


在 最 简单 的 情形 (例如 , 当 ole) = 全 sin2y, 其 中 C < 1), 分 支 过 程 如 下 ( 见 
图 12.3.4): 在 TRL, BAAR (go) 稳定 , 另 一 个 (gi) 不 稳定 则 在 
/的 某 个 值 处 不 动 点 po 失去 它 的 稳定 性 , 并 产生 一 个 周期 -2 稳定 轨道. 这 以 后 在 
4 的 某 个 区 间 中 , 存在 两 个 不 稳定 不 动 点 以 及 一 个 周期 -2 稳定 轨道 然后 稳定 轨道 
WIR AR ou, 它 现 在 变 成 稳定 , 再 以 后 重复 这 个 分 支 过 程 : 稳定 不 动 点 通过 
信用 期 再 失去 它 的 稳定 性 ,等 等 ,经 历 无 穷 多 次 水 不 停 上 


O-G-O-G- 


图 12.3.4 4 pa — +0 时 PoincaréBRM (12.3.1) 在 Klein 产 上 的 最 简单 的 环 分 支 


由 于 附近 轨道 到 截面 的 回归 时 间 大 约 为 w(h) ( 见 上 一 节 ), 得 知 对 应 于 Poincaré 
映射 不 动 点 的 流 的 周期 轨道 的 周期 当 po 一 +0 时 趋 于 无 穷 (典型 地 , 它 是 ~ Tim 
在 轨道 回 到 截面 之 前 , 它们 每 一 个 必须 在 刚刚 消失 的 鞍 - BRL 的 小 邻 域内 旋转 
w(u) 次 . 因此 , 这 些 周期 轨道 的 长 度 也 无 限 增长 . 从 而 , 定理 12.8 给 出 下 面 由 Palis 
和 Pugh (105) 提出 的 问题 的 正面 回答 : 当 趋 近 分 支 时 刻 时 , 在 平衡 态 的 有 限 距离 内 
能 否 在 周期 轨道 消失 时 使 得 轨道 的 周期 与 长 度 无 限 增长 ? 

R. Abraham 称 这 类 实在 的 分 支 为 “蓝天 突变 ". 蓝天 突变 的 第 一 个 例子 是 由 
Medvedev [95] 对 Klein 瓶 上 的 鞍 - 结 点 分 支 构造 的 ，Medvedev 的 例子 最 重要 的 
特征 是 当 1 一 +0 时 周期 轨道 在 保持 稳定 和 对 所 有 小 上 > 0 不 产生 任何 分 支 的 情况 
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下 其 长 度 和 周期 持续 不 断 地 增长 , 且 对 所 有 小 4 > 0 不 产生 任何 分 支 . 定理 12.8 显 
示 这 只 有 在 foly) = 0 的 情况 下 才 有 可 能 , 这 意味 着 所 有 点 (除了 两 个 不 动 点 ) 都 是 
本 质 映射 的 周期 - 2 点 . 

由 于 本 质 映射 在 这 种 情形 下 是 高 度 退化 的 , 它 并 不 揭示 关于 Poincaré 映射 (12.3.1) 
结构 的 更 多 信息 . 为 了 寻找 稳定 周期 轨道 是 如 何 得 到 保持 的 方法 , 我 们 选择 


Hlp u) = pcossw(p) sin 27y — usin sw(p) cos 2rp. 
于 是 Poincaré 映射 就 写 为 
P= w(u) 一 P 十 Asin(2rp — zw(u)) mod 1. 


注意 到 这 个 映射 有 不 动 点 yo = 2w, 其 乘 子 等 于 -1 + 2xp, 即 对 所 有 u > 0 这 个 
点 是 稳定 的 . 

我 们 看 到 Medvedev 的 例子 描述 了 一 个 极端 退化 的 情况 . 稳定 周期 轨道 的 蓝天 
突变 的 一 般 例子 ( 那 时 本 质 映射 的 度数 m 等 于 零 ) 在 下 一 节 给 出 . 

现在 我 们 简短 地 考虑 如 果 Wy 是 非 光滑 Klein 瓶 将 会 发 生 什么 的 问题 , 由 于 定 
理 12.5 和 定理 12.6 在 这 种 情形 下 可 用 , 得 知 当 > 0, 大 叶 条 件 或 者 小 叶 条 件 满足 
时 可 能 出 现 混沌 . 但 是 , 定理 12.7 的 直接 类 似 在 这 里 并 不 存在 , 因为 有 下 面 的 可 能 
te: 

即使 W} 是 非 光滑 的 , 对 /的 所 有 小 正 值 , 系统 仍然 可 具有 简单 动力 学 


如 果 对 所 有 wv 本质 映射 (12.3.3) 只 有 有 限 个 周期 轨道 , 则 上 面 的 情况 可 能 发 生 . 
例如 , 对 foly) = © nang, 可 以 证 明 本 质 映射 只 有 有 限 个 不 动 点 和 周期 -2 点 , 但 
若 , 例如 C < V5 WNBA v 没有 其 它 周期 轨道 


12.4 ”蓝天 突变 


现在 我 们 考虑 鞍 - 结 点 周期 轨道 L 的 大 范围 不 稳定 集 W} 不 是 流 形 但 有 如 图 
12.4.1 所 示 的 结构 的 情形 ， 这 意味 着 确定 在 截面 So : {z = ae) 上 的 曲线 + = 
WEN So 的 同 伦 类 的 整数 m 等 于 零 . 换 句 话说 , 12.2 节 中 的 本 质 映射 这 时 有 形式 


=w + foly) mod 1， (12.4.1) 


其 中 fo 是 周期 -1 光滑 函数 . 

定理 12.9 ”考虑 单 参 数 动力 系统 族 , 在 上 = 0 CAR - 结 点 周期 轨道 L, 使 得 
在 大 范围 不 稳定 集 Wy 中 所 有 不 位 于 Wet 中 的 轨道 当 t 一 +00 时 都 趋 于 L. 设 本 
质 映射 对 所 有 yp 满足 m = 0 和 (f4(9)| <1. 则 对 p > 0, R- 结 点 消失 后 , 系统 有 稳 
定 周 期 轨道 L, (不 同 伦 于 U 中 的 L), CRU 中 所 有 雪线 仅 有 的 吸引 子 . 
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图 12.4.1 (a) 蓝天 突变 机 制 的 图 解 . 不 稳定 流 形 We 从 结 点 区 域 回 到 鞍 - 结 点 , 故 它 与 截面 9 
交 的 圆圈 与 随后 的 每 个 逻 代 紧 靠 . (b) 沿 着 WE 的 回复 映射 


证 明 ”由 定理 12.4, 对 小 上 > 0, 截面 51 : {z = d+} 上 的 Poincark 映 射 T 接近 
于 (在 光滑 拓扑 下 ) 下 面 的 映射 
y=0, 
= w(u) + fo(p) mod 1. 
由 假设 , |1(p)| < 1. 因此 , 映射 (12.4.2) 是 压缩 的 , 对 任何 p 它 有 唯一 吸引 子 , ME 
有 唯一 稳定 不 动 点 . 相同 结果 显然 对 所 有 接近 的 映射 也 成 立 . 特别 地 , 对 小 上 > 0 的 
映射 成 立 . 由 于 映射 T 由 流 的 轨道 定义 , 不 动 点 对 应 于 吸引 的 周期 轨道 Zu. 证 明 
完毕 
由 于 从 /到 截面 Sı 的 回复 时 间 ( 即 L, 的 周期) 按 比例 增长 到 ~ w(u), 当 u 一 
foo 时 它 必须 趋 于 无 穷 ( 见 12.2 节 . 如 果 工 是 简单 鞍 一 结 点 , 则 周期 增长 为 ~ J 
由 于 向 量 场 在 U 中 无 处 为 零 , 得 知 L, 的 长 度 必须 也 趋 于 无 穷 . 由 于 L, E p > 0 时 


(12.4.2) 
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不 分 支 , 我 们 有 蓝天 突变 的 一 个 例子 [152]. 

如 果 鞍 - 结 点 L 是 简单 的 , 则 所 有 邻近 的 系统 有 接近 于 L 的 鞍 - 结 点 周期 轨 
道 , 它们 组 成 余 维 1 分 支 曲面 . 由 构造 ( 见 12.2 节 ), 在 这 个 分 支 曲面 上 函数 fo 连续 
依赖 于 系统 . 因此 , 如 果 定理 12.9 的 条 件 被 具有 简单 鞍 - 结 点 的 某 个 系统 满足 , 则 
在 分 支 曲面 上 它们 对 所 有 附近 的 系统 也 满足 . 由 此 得 知 定理 12.9 对 任何 与 这 个 曲面 
横 截 相交 的 单 参数 族 成 立 . 换 句 话说 , 我 们 的 蓝天 突变 一 般 地 出 现在 单 参数 族 中 . 对 
应 的 分 支 曲面 是 周期 轨道 (这 里 是 轨道 Lu) 的 一 个 新 的 稳定 性 边界 , 在 二 维系 统 没 
有 这 样 的 类 似 

TER, WY 的 这 个 特殊 拓扑 结构 对 实现 蓝天 突变 还 不 充分 : 在 定理 12.9 中 还 存 
在 保证 压缩 需要 的 定量 条 件 . 如 果 这 个 条 件 被 破坏 , 即 如 果 在 某 p 有 | 虱 (e)| > 1, 则 
恰 如 上 几 节 考虑 的 情形 , 在 区 域 k > 0 出 现 无 穷 多 个 分 支 . 事实 上 , 考虑 映射 (12.4.1) 
到 R 的 提升 : 


B= + fole). (12.4.3) 


这 个 映射 的 不 动 点 对 应 于 本 质 映射 (12.4.1) 的 不 动 点 . 由 于 fo 是 周期 函数 , CAR. 
因此 , (12.4.3) 始终 至 少 有 一 个 不 动 点 , 且 当 w 增长 时 对 应 的 yp 值 变 得 任意 大 . 在 使 
得 Filip) < 1 的 区 域内 , 不 动 点 的 坐标 是 w 的 单调 增加 函数 , 但 它 在 区 域 foly) > 1 
内 是 减少 的 . 因此 , 如 果 在 y 的 某 个 区 间 fle) > 1, 则 我 们 必然 有 w 值 的 序列 , 对 
此 或 者 稳定 和 不 稳定 不 动 点 合并 为 鞍 - 结 点 , 或 者 稳定 不 动 点 改变 它 的 稳定 性 而 产 
生 售 周期 . 由 于 w 一 oo 对 应 于 u 一 +0 以 及 Poincaré 映射 T 任意 接近 地 趋 于 本 质 
映射 (定理 12.4), 由 此 得 知 当 p — +0 RIRI T 的 不 动 点 必须 产生 同样 的 分 支 无 穷 
多 次 . 

此 外 , 由 定理 12.5 和 定理 12.6 得 知 , 如 果 定理 12.9 的 条 件 rolo) < 1 不 成 立 ， 
则 出 现 混沌 性 态 也 是 有 可 能 的 . 特别 地 , 大 叶 条 件 (12.2 节 ) 在 这 里 等 价 于 强 稳定 叶 
层 的 叶片 的 存在 性 , 它 与 局 部 截面 5 : {y = 常数 } 和 Wy 的 交 的 至 少 两 个 连通 分 支 
相交 ( 见 图 12.4.2). 借助 本 质 映射 , 这 个 条 件 写 为 


max jo > min fo +1, (12.4.4) 


即 这 个 不 等 式 将 保证 对 所 有 小 的 u > 0 有 混沌 . 
为 了 使 得 如 图 12.4.1(a) 所 示 的 WE 的 构 形 对 R" (n > 3) 中 的 流 事实 上 是 可 能 
的 看 得 清楚 起 见 , 我 们 考虑 下 面 的 构造. 设 三 维 向 量 场 的 双 参数 族 , 对 某 些 参数 值 有 
$e - 结 点 周期 轨道 L ME - 结 点 平衡 态 0. 假设 Wi 上 的 所 有 轨道 当 t 一 too 时 
BF O, 且 O 的 一 维 分 界线 走向 L, 如 图 12.4.3 所 示 . 如 果 系统 的 一 个 参数 按照 下 
面 方式 引入 , 当 对 它 稍 作 调整 时 O 消失 但 工 不 消失 , 则 We 将 有 所 要 求 的 结构 . 
按照 这 个 方法 , 具有 解析 右 端的 三 维系 统 族 被 明显 设计 出 来 实现 蓝天 突变 [53]. 
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图 12.4.2 ”混沌 性 态 的 选择 由 对 应 的 Poincaré BATAIE - 结 点 不 动 点 的 消失 得 到 , 假设 压缩 条 件 
不 满足 但 大 叶 条 件 满足 叶 层 Fs 的 每 一 个 叶片 必须 与 WNS 的 至 少 两 个 连通 分 支 相交 ， 


图 12.4.3 ”蓝天 突变 发 展 的 现象 情景: E - 结 点 平 街 点 O 消失 时 , B- 结 点 周期 轨道 L 的 不 稳 
定 流 形 有 如 图 12.4.1(a) 所 示 的 所 要 求 的 结构 . 


这 个 族 是 
t= z(2+ p- Bla? +y")) +2? +y? +2 =P, 
ù= -z — (1+ ye? +y? + 2y) -4r + uy =Q, (12.4.5) 
i=(1 +y)? +- R, 

其 中 心 E 和 已 是 某 些 参数 . 在 上 = = = 0 系统 有 闭 积分 曲线 (z = 0,2 +y +2y = 0). 


有 两 个 平衡 态 在 其 上 (WA 12.4.5(a)). 第 一 个 O'(0, -2,0) 是 简单 鞍 - 结 点 , CH 
一 个 零 特征 指数 At = 0 以 及 两 个 负 特征 指数 可 从 方程 + 4BA + 8B -12 = 0 


+ 500 第 12 章 鞍 - 结 点 平衡 态 和 周期 轨道 消失 时 的 大 范围 分 支 


求 得 . 第 二 个 平衡 态 O(0,0,0) 也 有 一 个 零 指数 和 = 0, 但 还 有 一 对 纯 虚 特征 指数 
Dia = £21. A O 是 余 维 1 (简单 鞍 - 结 点 ), 但 点 O 是 余 维 3, 因为 二 维 散 度 
a(z) = Pi +Q, = -22+… HE O 从 z 的 二 次 项 开始 . 这 意味 着 在 (z,y) - 平面 从 O 
可 出 现 二 重 ( 半 稳 定 ) 环 [51]. 

分 支 图 如 图 12.4.4 所 示 . 当 < > 0 BY, E- 结 点 0' 消失 , 这 时 平衡 态 O 分解 为 
两 个 平衡 态 O, 和 Oz (图 12.4.4 中 的 区 域 b), 其 中 z0,, = FVE +--+. 在 这 个 区 域 
内 O, 是 稳定 点 , Or ER - 焦点 (2,1), 它 的 一 维 分 界线 当 t 一 +oc 时 趋 于 O (图 
12.4.5(b))， 当 a 增加 时 , 通过 图 12.4.4 中 在 曲线 AH, 上 的 超 临界 Andronov-Hopf 
分 支 , 点 O 失去 它 的 稳定 性 而 变 成 鞍 - 焦点 (1,2), BE - 焦点 02 的 不 稳定 分 界线 
现在 趋 于 新 产生 的 稳定 周期 轨道 , 如 图 12.4.5(c) 所 示 . 平衡 态 O 在 曲线 AH. 上 分 
支 . 它 也 产生 超 临 界 Andronov-Hopf 分 支 , 故 它 变 成 全 排斥 . 当 t 一 +00 时 鞍点 周 
期 轨道 Lo 的 不 稳定 流 形 继续 趋 于 L, 如 图 12.4.5(d) 所 示 . 在 标 有 SN 的 分 支 曲线 
上 两 个 环 合并 组 成 鞍 - 结 点 环 L*, 它 的 不 稳定 流 形 双向 渐 近 于 L, 如 图 12.4.5 (e) 
所 示 . 在 曲线 SN 的 右 方 环 L* 消失 , 按照 定理 12.9 大 范围 稳定 性 被 新 的 大 振幅 的 
稳定 周期 轨道 Ly, 所 继承 , 它 不 同 伦 于 Li R Lo. 


oos 


图 12.44 AGE (12.4.5) 的 (ue) - 分支 图 
另 一 类 可 自然 出 现 蓝天 突变 的 例子 由 奇 摄 动 系统 给 出 , 即 下 面 形式 的 系统 


= g(z,y,£), 


(12.4.6) 
eġ = h(z,y,€), 
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Wiass SPR 12.4.4 中 的 ue 从 (a) 到 (£) 变化 时 , (12.4.5) 中 的 通 向 蓝天 突变 的 道路 


其 中 < 是 小 参数 . 这 个 系统 由 时 间 变换 t= er 尺度 化 . 在 新 时 间 r F, (12.4.6) 变 成 


a = eg(z,y,€), 
oD, (12.4.7) 
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其 中 的 导数 是 对 7 的 导数 . 在 = = 0 取 极 限 , 我 们 得 到 


#=0, 
y' =h(z,y,0). 


这 里 的 第 二 个 方程 称 为 快 系统 . 为 简单 起 见 , 我 们 假设 > e R!. 变量 z 可 视 为 参数 ， 
它 控制 快 变量 y 的 运动 

系统 (12.4.8) 从 任何 (x,y) 出 发 的 轨 线 典型 地 收敛 于 对 应 于 所 选 z 值 的 快 系统 
的 吸引 子 . 这 个 吸引 子 可 以 是 稳定 平衡 态 , 或 者 是 稳定 周期 轨道 , 或 者 是 不 大 平凡 的 
结构 . 我 们 在 这 里 不 准备 解释 最 后 那 种 可 能 性 . 当 快 系统 的 平衡 态 或 周期 轨道 结构 
稳定 时 , 它 光滑 依赖 于 r. 因此, 我 们 得 到 系统 (12.4.8) 的 光滑 吸引 的 不 变 流 形 : te 
系统 的 平衡 态 组 成 曲线 Ma 周期 轨道 组 成 二 维 柱 面 Myo, 如 图 12.4.6 所 示 ， 局 部 
地 , 在 每 个 结构 稳定 的 快 平衡 点 或 者 周期 轨道 附近 , 这 样 的 流 形 是 系统 (12.4.8) 的 中 
心 流 形 . 由 于 中 心 流 形 在 任何 附近 的 系统 中 存在 ( 见 第 5 章 ), 得 知 系统 (12.4.7) 对 
所 有 小 < 存在 光滑 吸引 不 变 流 形 Mea(e) 和 Mpole) [48]. 


(12.4.8) 


图 12.4.6 M z REAL HR SR Se A EPR TEA PE RR ECT: 它们 分 别 是 
曲线 Mog 和 二 维 柱 面 Myo. 


因此 , 对 小 的 e, 系统 (12.4.7) 的 轨 线 按 下 面 方式 变化 : 经 过 某 有 限时 间 它 来 到 
不 变 流 形 Mca 或 Mpo 之 一 的 小 邻 域 , 因此 它 的 = - 坐标 接近 不 动 . 于 是 它 沿 着 不 变 
流 形变 化 , 故 它 对 应 于 z 的 慢 变化 . 对 原始 系统 (12.4.6), 我 们 看 到 , y - 变量 到 不 变 
流 形 的 跳 路 是 跟随 z - 变量 的 有 限 速 度 的 运动 进行 的 . 另外 , 如 果 这 是 快 周期 轨道 
的 流 形 , 则 我 们 有 y - 变量 在 流 形 上 的 快 圆周 运动 , 如 图 12.4.7 所 示 . 

快 系统 的 平衡 态 由 条 件 h(z,y,0) = 0 确定 , 它 给 出 Me 的 方程 . 如 果 y = veal) 
是 Mog 的 稳定 分 枝 , 则 z 沿 着 它 的 发 展 , 到 一 阶 = 的 方程, 并 由 方程 


& = (2, Yeq(2), 0). (12.4.9) 


12.4 蓝天 突变 + 503 + 


ho 
图 12.4.7 AREER Mpole) 的 快 图 周 运动 在 与 截面 的 交 线 tpo(e) 上 定义 了 Poincaré 映射 


这 是 一 个 一 维系 统 , 它 可 有 稳定 和 不 稳定 平衡 态 , 它们 对 应 于 完全 系统 (12.4.6) 或 者 
(12.4.7) 的 稳定 平衡 态 和 鞍点 平衡 态 . 沿 着 Mea 的 发 展 或 者 以 稳定 点 之 一 为 极限 , 或 
者 到 达 z 的 临界 值 的 小 邻 域 . 回忆 我 们 将 z 考虑 为 快 系统 的 控制 参数 , 以 及 z 的 临 
界 值 对 应 于 快 系统 的 分 支 值 . 特别 地 , TEM z* 快 系统 的 两 个 平衡 态 (稳定 和 鞍点 ) 可 
合并 成 为 通 - 结 点 . 这 对 应 于 在 Meg 上 z 的 极 大 (或 极 小 ), HON z 到 达 z* 的 小 邻 
域 时 , 沿 着 Meg 的 稳定 分 枝 z 不 能 进一步 增加 (相应 的 减少 ). 代替 的 是 轨道 跳 到 新 
吸引 子 上 , 它 是 快 系统 在 > = z* 的 鞍 - 结 点 分 界线 的 w - 极限 集 , 如 图 12.4.8 所 示 . 


图 12.4.8 。” 当 稳定 结 点 和 远 点 发 展 到 合并 并 消失 时 所 出 现 的 分 裂 时 刻 . 代表 点 跳 到 稳定 柱 面 上 、 


为 了 求 z 沿 着 柱 面 Mpo 的 发 展 , 我 们 必须 求解 对 应 快 周期 轨道 的 方程 y = 
po (72), 然后 将 y = ypolte;z) ALA (12.4.6) 的 第 一 个 方程 的 右 端 , 并 在 一 个 周期 上 
取 平 均 . 所 得 平均 给 出 沿 着 Mo。 的 稳定 分 枝 的 z - 运动 的 一 阶 近似 , 即 


1 re 
ż =z, (zypo(riz))dr (12.4.10) 
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其 中 T(z) 是 对 应 于 所 给 z 值 的 快 周期 轨道 的 周期 . 利用 横 截 于 快运 动 的 截面 切割 
柱 面 , 我 们 求 得 在 交 线 fpo(=) 上 的 Poincaré 映射 , 如 图 12.4.7 所 示 , 它 的 一 阶 近似 由 


2 = r + eġ(z)T (1) (12.4.11) 


给 出 . 这 是 一 维 映射 , 它 可 有 稳定 和 不 稳定 不 动 点 (在 $(z) 的 零点 ) 它们 对 应 于 系 
统 (12.4.6) 的 稳定 不 动 点 和 鞍点 周期 轨道 . 沿 着 le 的 发 展 或 者 收 伍 于 稳定 不 动 点 
之 一 , 或 者 到 达 z 临界 值 的 小 邻 域 . 特别 地 , 如 果 在 某 z*, 稳定 的 快 周期 轨道 与 鞍点 
周期 轨道 在 对 - 结 点 合并 , 则 轨道 必须 跳 到 快 系统 在 z = z* 的 鞍 - 结 点 不 稳定 流 
形 的 w -极限 集 . 

现在 我 们 假设 奇 摄 动 系统 有 快 系统 稳定 平衡 点 曲线 Meg, 沿 着 它 > - 变量 减少 
直到 它 到 达 临界 值 xi. 在 > = ri, 轨 线 跳 到 快 系统 稳定 周期 轨道 的 柱 面 Myo. 假设 
z 沿 着 Mpo 增加 , 以 及 z = 23 是 在 Mp。 上 的 临界 值 , 在 那里 轨 线 跳 到 Moa, 如 图 
12.4.9 所 示 (注意 y 必须 至 少 是 三 维 的 才能 使 得 这 个 特殊 图 像 成 为 可 能 ). 设 在 曲线 
tpo(e) 上 的 Poincaré 映射 有 鞍 - 结 点 不 动 点 . 它 对 应 于 在 柱 面 Mpole) LAYEK - 结 
点 周期 轨道 L. 这 个 周期 轨道 的 不 稳定 流 形 与 L 上面 的 Mpole) KA. 在 z= 23 的 
跳跃 以 后 , 流 形 W 收缩 到 非常 细 的 管子 , 它 沿 着 曲线 Meg 走 直到 在 > = zt 作 新 的 
DEER, 此 后 它 围绕 Mpole) 从 下 面 回 到 L. 这 确切 地 给 出 定理 12.9 要 求 的 WE 的 结 
构 . 此 外 , 按 定理 要 求 的 压缩 条 件 在 这 里 也 可 计算 得 到 满足 . 因此 在 考虑 的 奇 摄 动 系 
统 中 出 现 蓝天 突变 . 


图 1249 ”快慢 系统 中 的 蓝天 突变 机 制 - 


事实 上 , 在 奇 摄 动 系统 中 从 一 个 稳定 分 枝 到 另 一 个 分 村 的 触发 是 最 典型 的 现象 
因此 当 在 快 周期 轨道 分 枝 和 快 平衡 态 分 枝 之 间 观 察 到 跳跃 时 , 我 们 每 个 时 候 都 可 能 
会 遇 到 蓝天 突变 - 
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作为 这 节 的 结束 我 们 注意 , 上 面 建议 的 机 制 可 能 对 经 常 观察 到 的 神经 活动 模型 
中 从 低 振幅 (尖峰 ) 振动 到 大 脉冲 振动 的 转移 , 或 者 对 喷气 发 动机 中 的 流 的 振荡 的 定 
性 解释 有 用 . 
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这 一 节 讨论 鞍 - 结 点 周期 轨道 附近 流 的 局 部 性 态 问题 . 由 于 与 中 心 流 形 横 蕉 的 
方向 上 的 动力 学 是 平凡 的 (CEREN), 我 们 限于 考虑 在 中 心 流 形 上 的 系统 


z=Gay,u) P=1, (12.5.1) 


其 中 z ER! y cS", G 是 光滑 函数 , 关于 y 是 周期 -1 的 , 使 得 C0, ¢,0) = 0. 我 们 
假设 工 : {z = 0} 是 在 上 = 0 的 鞍 - 结 点 周期 轨道 , 对 u > 0 它 消失 

我 们 在 这 里 建立 的 主要 结果 是 对 u> 0 这 个 系统 的 z - 变量 的 发 展 将 由 自治 方 
程 与 角 变 量 ip 无 关 ) 很 好 刻画 . 它 的 直接 好 处 是 这 样 的 方程 容易 积分 (因为 > 是 
一 维 的 ), 这 允许 得 到 鞍 - 结 点 附近 局 部 动力 学 的 长 时 间 渐 近 性 . 

HG 关于 (z,p,p) 充分 光滑 . 由 定理 3.23 得 知 (W 3.14 节 ) 我 们 总 可 以 假设 
GRF z 和 的 Taylor 展开 的 某 充 分 长 的 有 限 段 与 y 无 关 . 

我 们 还 假设 LÆNE - 结 点 . 因此 , 对 py > 0 函数 G 可 表示 为 形式 


G(z,p,u) = w+ 2? + O(z? + u). (12.5.2) 


注意 到 , G 中 依赖 于 p 的 项 的 次 数 可 使 得 任意 高 . 故 可 取 任意 大 的 k 使 得 在 变量 r 
的 适当 选择 下 , 我 们 有 


1 8G 
本 (12.5.3) 
我 们 也 可 加 入 任意 固定 个 数 的 导数 
tin FE =o, tim Be FS = 04... (12.5.4) 


引 理 12.3 Xt p > 0, 存在 光滑 的 角 变 量变 换 p 上 © 和 时 间 尺 度 化 , 将 系统 化 
为 自治 形式 
2=9(z,n), O=1. (12.5.5) 


如 我 们 已 经 指出 的 , 这 个 结果 的 重要 性 是 从 任何 一 个 截面 = 常数 到 这 个 形式 
的 任何 另 一 个 截面 的 飞行 时 间 与 这 个 截面 上 的 初始 点 无 关 . 因此 , 当 系统 化 为 形式 
(12.5.5) 时 , 引 理 12.2 成 立 , 由 此 得 到 定理 12.4 的 约 化 原理 . 

注意 , 当 系统 是 (12.5.5) 的 形式 时 , 截面 © = 0 上 的 局 部 Poincaré 映射 与 系统 
å = glen) 的 自治 流 的 时 间 1 移 位 重合 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 称 这 个 为 工 入 流 映射 . 
严格 地 讲 , 我 们 还 没有 证 明 原 系统 (12.5.1) 的 局 部 Poincaré 映射 是 嵌入 流 : 原来 的 
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Poincaré 映射 是 定义 在 不 同 截面 p = 0 上 的 . 而 截面 的 改变 等 价 于 在 截面 上 的 变量 
变换 (GL 3.1 节 ), 但 是 映射 可 以 嵌入 流 的 事实 其 成 立 与 坐标 的 选择 无 关 . 

现在 我 们 来 证 明 这 个 引 理 . 设 7(z; zo, po, u) 是 时 间 , 在 这 时 间 系 统 (12.5.1) 从 
(z = zo,p = p0) 出 发 的 轨道 到 达 给 定 的 = 值 . 由 于 对 p> 0A >0, 以 及 在 y=0 
Ai #0, 得 知 函 数 7 对 p> 0 在 所 有 小 z 和 zo 有 定义 且 光 滑 , 以 及 在 4=0 对 zo 
和 z 有 相同 符号 . 记 


e 
M 
| 


我 们 证 明 在 光滑 拓扑 下 , 当 u 一 +0 时 函数 u 有 有 限 极限 , 其 极限 对 所 有 po 和 
所 有 满足 zo £0 和 z- zo > 0 的 小 zo 和 x 是 一 致 的 5 
事实 上 , 积分 系统 (12.5.1) 得 


¥ = Go + T(z; 20, P0, #); (12.5.6) 
a ds 
T(z; 20, po. p) -人 RAR (12.5.7) 
(12.5.7) RF wo 微分 得 
z 1 ðG 
ulz)=- | a U + u(s)]ds (12.5.8) 
人 ney (spotr(s) i) 
(为 简短 起 见 我 们 没有 标 出 7 关于 (zo, pou) 的 依赖 性 ) 由 (12.5.3), 我 们 有 
Sao 当 A 一 +0z 一 0 (12.5.9) 


因此 (12.5.8) 右 端的 积分 算 子 是 压缩 的 . 从 而 由 Banach 压缩 映射 原理 , 函数 u 作为 
积分 方程 (12.5.8) 的 唯一 连续 解 可 用 逐次 台 近 法 求 得 . 

利用 压缩 映射 原理 , 解 u(x; zo, pou) 连续 依赖 于 (zo, 0,4), 如果 (12.5.8) 的 
右 端 的 积分 算 子 连续 依赖 于 这 些 数值 . 注意 , 进入 表达 式 (12.5.8) 中 的 函数 7 仅 当 
rong > 0 时 在 4 =0 有 有 限 极限 .然而 , 由 于 (12.5.9), (12.5.8) 中 的 积分 在 z = 0 有 有 
限 极限 . 因此 , 函数 u(x; zo, po, u) 在 上 = 0 有 有 限 极限 且 在 区 域 {z .zo > 0,20 # 0} 
内 一 致 

利用 估计 (12.5.4), 对 u 关于 yovzo 和 的 任何 给 定 个 数 的 导数 (这 个 数 可 用 
增加 估计 中 的 k 而 使 得 任意 大 ) 我 们 可 重复 这 些 讨论 . 这 就 完成 了 论断 的 证 明 

现在 , 由 于 对 小 的 z,zo 和 p, 函数 u 的 方程 (12.5.8) 的 右 端 是 小 的 , 故 u 本 身 
很 小 ， 此 外 , 注意 到 当 z — zo 一 0 时 它 一 致 地 趋 于 零 .对 u 的 导数 同样 结论 成 立 
(因为 它们 是 从 相同 形式 的 积分 方程 得 到 的 ) 现在 我 们 看 到 函数 u(0; 20, po, u) 对 所 
有 u> 0 有 定义 且 光 滑 (当然, 可 能 发 生 当 p 一 +0 时 函数 u 或 者 它 的 某 些 导数 在 
zo = +0 和 zo = -0 有 不 同 的 极限 , 但 所 有 这 些 极限 如 我 们 刚刚 证 明 的 都 为 零 ). 

5 这 里 我 们 有 在 = 二 0 的 收 俩 性 , 这 是 很 重要 的 , 尽管 一 +0, = 一 0 时 函数 r AFEN. 
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现在 我 们 引入 新 的 角 变 量 


e 
® =0+ f u(O;z, 9, p)dp. (12.5.10) 


因为 u 小 , 这 是 一 个 恰当 的 变量 变换 . 此外, u 是 周期 -1 函数 的 导数 (u = BE), 因 
此 右 端 的 积分 事实 上 定义 了 一 个 周期 -1 函数 
设 在 旧 变 量 下 , 从 (zo, po) 出 发 的 轨道 在 时 刻 7(z1; to, po, 11) 到 达 点 (xa, p1): M 
分 明显 的 等 式 
T(E15 20, p0, 4i) = (0; Zo, po, Hi) — (0; 21, P1, H) 
(从 zo 到 的 飞行 时 间 等 于 从 zo 到 0 的 飞行 时 间 加 上 从 0 到 z 的 飞行 时 间 ), R 


们 得 到 
Op1 _ 1+u(0;zo, po, u) 


Geo” 1+u(0;z1, P14) 
比较 这 个 公式 和 (12.5.10), 我 们 看 到 在 新 变量 下 


Ssl (12.5.11) 


尺度 化 时 间 变 量 使 得 外 一 1. 现在 ©, 和 so 之 间 的 差 是 从 2 = zo 到 = = zi 的 
飞行 时 间 . 由 (12.5.11), 这 个 时 间 与 初始 值 Bo FER, 仅 依赖 于 (zo, zi, u). 这 意味 着 
现在 Te 与 o KX, 这 就 给 出 了 引 理 

ARTEAN, 引 理 12.3 可 以 重 叙述 为 对 > 0, 在 简单 鞍 - 结 点 不 动 点 附 
近 将 充分 光 洪 的 一 维 映射 懂 人 一 维 光 清流 的 可 能 性 . 类 似 的 结果 在 [74] 被 证 明 , E 
与 平面 半 稳 定 环 消失 时 出 现 鞍点 之 间 分 界线 连接 问题 有 关 ( 见 8.1 节 ), 以 及 在 (45) 
中 被 证 明 , 它 与 在 非 光滑 环 面 上 鞍 - 结 点 周期 轨道 消失 时 出 现 奇怪 吸引 子 的 问题 有 
关 . 在 /= 0 的 嵌入 流 属于 Takens ( 见 [97]). 我 们 的 证 明 以 [152, 139] 中 的 方法 为 基 
础 . ZE [140] 中 , 在 pa = 0 光滑 嵌入 流 的 存在 性 是 在 没有 高 次 光滑 性 假设 和 没有 较 
结 点 是 简单 的 假设 下 证 明 的 . 

当 在 12.2 节 定 义 本 质 映射 时 , 我 们 用 到 媒 入 流 的 下 面 刚性 性 质 : 


引 理 12.4 设 C" - 光滑 (r > 2) 映射 
到 = 工 +g(z) (12.5.12) 
46 r= 0 HR- 结 点 , 即 g(0) = 0,g'(0) = 0, 以 及 对 z £0 有 gla) > 0. 设 这 个 映射 


与 光滑 流 
B=2+G(2) (12.5.13) 


的 时 间 - 1 映射 重合 . 则 函数 5 由 9 唯一 确定 - 
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TEAR ”映射 (12.5.12) MBE (5.12.13) 的 时 间 -1 映射 重合 , 当 且 仅 当 
= ds 
J Foa (12.5.14) 


由 于 z = 0 必须 是 乘 子 等 于 1 的 (12.5.13) 的 时 间 移 位 的 不 动 点 , 由 此 得 知 与 六 
在 零 必 须 为 零 . 在 (12.5.14) PS z 一 0 取 极 限 得 


pop 
Jim Fy =! (12.5.15) 
(为 了 证 明 , 注意 


E ds _ Cis 92) 
= He) ate-a) I 


这 里 我 们 用 了 5 在 零 的 光滑 性 ). 
微分 (12.5.14), 我 们 得 到 


14ga) 1 _ 
POME Oi (12.5.16) 
因此 , 如 果 存 在 两 个 提供 映射 (12.5.12) 嵌入 流 的 函数 如 和 Go, 则 由 (12.5.16) 得 知 
区 (z) 
F(z) 22)" 


换 句 话说 , 比 Č 关于 映射 (12.5.12) 不 变 . 由 于 (12.5.1) 的 任何 轨道 的 向 前 迭代 或 向 


RAFE RINS i 
C2) ji BLE), 
fae) ~ #3 ia) 
由 于 (12.5.15) 我 人 有 如 = ĝa, 这 就 完成 了 引 理 12.4 的 证 明 . 
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二 维 情形 从 鞍点 分 界线 回路 产生 极限 环 的 问题 已 经 被 Andronov 和 Leontovich 
在 上 世纪 30 年 代 末 解决 了 , 虽然 相应 内 容 的 发 表 在 后 来 几 年 ， 他 们 对 这 个 主题 的 
研究 包含 一 般 情形 和 任意 高 阶 的 退化 情形 . 对 后 者 他 们 的 理论 与 Dulac 考虑 的 关于 
分 界线 回路 的 稳定 性 工作 有 关 . 这 一 章 的 前 面 三 节 将 叙述 这 些 结果 . 我 们 对 主要 定 
理 的 证 明 不 同 于 [12] 中 的 古典 处 理 . 就 是 说 , 我 们 明确 地 将 问题 化 为 对 回路 附近 的 
Poincaré 映射 的 研究 . 这 个 方法 允许 我 们 把 所 得 结果 自然 地 推广 到 高 维系 统 , 此 外 ， 
应 用 同 宿 回路 附近 的 中 心 流 形 定理 (第 6 章 ), 在 某 些 情形 我 们 可 把 高 维 问题 直接 化 
为 二 维 问题 

但 是 , 应 该 强调 这 种 化 为 二 维 的 铺 形 并 不 是 永远 可 能 的 . 特别 地 , 当 平衡 态 是 鞍 
- 焦点 时 就 不 可 能 办 到 . 此 外 , 在 某 些 条 件 下 , 当 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 在 鞍 - 焦点 
同 宿 回路 的 邻 域内 共存 时 我 们 就 会 过 到 重要 的 新 现象 . 因此 , 高 维系 统 中 寻求 周期 
轨道 稳定 性 边界 的 问题 要 求 对 余 维 1 同 宿 回路 的 所 有 情形 , 包括 简单 动力 学 和 复杂 
BA, 都 得 进行 深刻 和 完全 的 分 析 . 这 个 问题 已 经 由 L.Shilnikov 在 上 世纪 60 年 代 
解决 了 . 

我 们 在 13.4 节 证 明 从 鞍点 量 为 负 的 鞍点 同 宿 回路 产生 稳定 周期 轨道 的 主要 定 
理 . 在 13.4 节 和 13.5 节 讨 论 (后 者 处 理 维 数 大 于 1 的 鞍点 不 稳定 流 形 ) 从 回路 产生 
鞍点 周期 轨道, 或 者 系统 具有 复杂 动力 学 (P - 焦点 情形 ) 的 其 它 情形 

在 13.6 节 我 们 研究 某 些 余 维 2 同 宿 分 支 . 在 13.7 节 重 温 8 字形 同 宿 分 支 以 及 
有 关 最 简单 的 异 宿 环 的 结果 . 


13.1 平面 上 分 界线 回路 的 稳定 性 


假设 二 维 光滑 系统 
ż= X(2) 
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有 鞍点 型 结构 稳定 平衡 态 O(0,0). 回忆 在 这 种 情形 下 鞍点 有 两 个 一 维 局 部 不 变 流 形 : 
稳定 流 形 
ws =o0oUr Ur}. 
和 不 稳定 流 形 
w8=OUri Ur, 
其 中 [+ 表示 鞍点 O 的 稳定 分 界线 , Ti 表示 鞍点 O 的 不 稳定 分 界线 . 
如 果 T+ 和 TT 重合 , Mr = T+ = TT 称 为 分 界线 回路 (或 者 同 宿 回路 ). 分界 
线 回路 的 闭 包 工 是 闭 不 变 集 工 = OUT. 我 们 这 一 节 的 目的 是 描述 在 的 充分 小 邻 
域内 轨 线 的 性 态 (分 界线 回路 分 支 将 在 下 一 节 分 析 ). 
T 的 充分 小 邻 域 是 一 个 环 域 , ERT 划分 为 UV 和 V 两 个 区 域 , 如 图 13.1.1 所 
示 . 设 V 是 外 区 域 , 其 中 存在 两 个 属于 [ 和 ry 的 通过 O MDB. 显然 从 V 中 
出 发 的 所 有 其 它 轨 线 当 + 一 -co 和 上 +00 时 都 必须 离开 V. 因此 我 们 只 能 从 一 
侧 , 即 从 内 区 域 U EX T 的 稳定 性 . 在 这 个 意义 下 我 们 说 , 分 界线 回路 是 单 侧 渐 近 
稳定 , 如 果 它 是 从 U 中 出 发 的 所 有 轨 线 的 o- 极限 .: 反 之, 分 界线 回路 是 不 稳定 的 ， 
如 果 它 是 U 中 所 有 轨 线 的 a - 极限 . 


图 13.1.1 分 界线 回路 下 在 由 外 邻 域 Y 和 内 邻 城 U 组 成 的 环 域内 


研究 同 宿 回路 的 一 个 基本 方法 是 通过 两 个 映射 的 全 加 来 构造 Poincaré 映射 T: 
局 部 映射 To 和 大 范围 映射 五 . 为 此 在 鞍点 附近 选择 两 条 截 线 S 和 Si, 它们 都 与 了 
横 截 相交 , 如 图 13.1.2 所 示 . 映射 Ti : Si 一 So 定义 如 下 : 在 Sy 上 任 取 一 点 , 它 在 
Ty 作用 下 的 像 是 其 轨 线 与 5o 的 交点 . 因为 从 51 到 So 的 飞行 时 间 有 限 , 故 是 微 
分 同 胚 , Eh T 和 Si 的 交点 附近 的 Taylor 展开 所 近似 . 对 映射 Th : So 一 Si, 这 里 
的 情况 并 不 很 明显 , 因为 轨 线 任意 接近 鞍点 , 因此 从 So 到 S: 的 飞行 时 间 不 再 有 限 . 

可 能 发 生 下 是 单 侧 稳定 , 但 不 是 渐 近 稳定 . 例如 , 在 Hamilton 系统 情形 , 区 域 U 可 被 周期 轨 
道 所 充满 


13.1 平面 上 分 界线 回路 的 稳定 性 “bul 


s n 


图 13.1.2 Poincaré 映射 T 是 由 系统 轨道 表示 的 从 截 线 So 到 S, 的 局 部 映射 To 和 从 S: 到 So 
的 大 范围 喘 射 T EHD. 


因此 , 第 一 个 问题 是 研究 同 宿 回路 以 得 到 局 部 映射 To 的 适当 估计 . 为 此 我 们 要 
在 O 的 邻 域内 将 系统 化 为 特殊 形式 ( 见 本 书 第 一 卷 的 附录 A ). 
平面 上 分 界线 回路 的 稳定 性 问题 当 在 蒂 点 的 所 谓 散 度 


oo=divXlo 
为 非 零 时 容易 解决 . 这 时 , 我 人 有 下 面 的 结果 : 


定理 13.1 WR oo < 0, 则 同 宿 回 路 工 单 侧 渐 近 稳定 . 如 果 co > 0, 同 宿 回路 
T 不 稳定 . 

我 们 在 这 里 对 系统 是 Cr - 光滑 (r > 2) 证 明 这 个 定理 . 在 C! - 情形 定理 仍 成 
立 ( 见 下 一 节 ). 

直 化 局 部 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 . 则 在 O 附近 系统 取 形式 ( 见 2.7 节 ) 


z=(A+f(z,y))r, ý= (7+ 9(2,y))y, (13.1.1) 


其 中 入 <0<7, 且 Cr"-! -光滑 函数 /和 g 在 原点 为 零 . 注意 到 oo = 入 + 站 回忆 
我 们 可 以 作 另外 的 C"-! - 光滑 坐标 变换 , 使 得 系统 保持 形式 (13.1.1), 且 使 得 函数 了 
和 9 满足 下 面 的 恒等式 ( 见 定理 2.17) 


‘F(x,0)=0, f(0,y) = 0, (13.1.2) 
g(z,0)=0, 9(0,y) =0. (13.1.3) 


大 家 知道 (例如 见 [27]) 平面 上 鞍点 附近 的 Cr - 系统 (r > 2) 可 以 用 C' - 变换 
化 为 线性 形式 , 此 时 寻找 映射 To 是 很 容易 的 . 不 过 , 形式 (13.1.1) 一 (13.1.3) 对 我 们 
的 目的 已 经 足够 了 , 因为 在 这 种 情形 本 质 上 不 失去 光滑 性 . 此 外 , 我 们 将 发 展 这 个 方 
法 使 得 可 以 把 它 直接 推广 到 高 维 情形 - 
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作 时 间 尺 度 化 变换 at — (Y + g(z,y)) dt, 于 是 这 个 系统 取 形式 
a=(-v+f@y))z, vay (13.1.4) 


这 里 的 某 个 新 函数 f 仍 满足 (13.1.2). 其 中 比 v = l] HARAM. 注意 "> 1 对 
BERGE co,v < 1 对 应 于 co > 0. 

选择 小 4 > 0 并 令 2 = d ERR So, y = d ERR S, (假设 分 界线 T+ 和 Ti 分 
别 从 正 z ME y 这 边 与 鞍点 O 相连 接 ). 如 果 系统 局 部 线性 ( 即 (13.1.4) 中 的 f 恒 
等 于 零 ), 则 具有 在 So 上 的 初始 点 (d, yo) 的 解 是 

z=e "td, y=yoe'. 
从 So 到 Sy 的 飞行 时 间 r 可 以 从 条 件 
d=ye” 
RA. 因此 ， 
7T= -hm r 


(显然 从 yo < 0 出 发 的 轨 线 永 远 不 会 到 达 S1). 因此 , 在 该 线性 情形 , 轨 线 与 截 线 S 
的 交点 (z1,d) 为 
zi 一 ed 一 中 di 
在 / 不 为 零 的 一 般 情 形 , 局 部 映射 To 的 这 个 公式 没有 重大 的 改变 . 
引 理 13.1 ”如 果 函 数 1 满足 (13.1.2), 则 系统 (13.1.4) 的 局 部 映射 有 形式 


ay = Wd + olyg). (13.1.5) 
证 明 “我们 可 以 证 明 (13.1.4) 在 上 = 0 从 So 开始 在 t= r 磁 到 5; 的 解 满足 


v(t) = erd 
a(t) = etd + foe“ f(x(s), v(s))x(s)ds. 
这 里 , y(0) = vo 是 So 上 初始 点 的 坐标 , z(7) = x, EPR S, 交点 的 坐标 
正如 我 们 在 2.8 节 证 明 过 的 , 积分 方程 (13.1.6) 可 用 逐次 通 近 法 求解 , 即 解 z(t) 
是 由 


(13.1.6) 


aan) metat enfant 31D) 


递归 定义 的 序列 x(t) 的 极限 , 其 中 我 们 取 z(t) = etd 为 第 一 次 近似 . 容易 看 出 
所 有 进一步 的 近似 对 te [0,7 满足 


|zn(O| < 2de™**. (13.1.8) 
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事实 上 , 由 归纳 法 , 只 要 (13.1.8) 满足 , 证 明 


[ieena 
h 


就 足够 了 . 由 于 了 是 在 y = 0 为 零 的 光滑 函数 , 得 知 对 某 个 常数 C 有 |f(z,y)| < Clyl. 
因此 上 面 的 积分 可 用 


e 
Cde 一 if e*ds < Cd 
o 


估计 . 显然 只 要 4 充分 小 这 个 积分 小 于 了 . 这 就 证 明了 不 等 式 (13.1.8). 令 n 一 +00 
取 极 限 我 们 得 到 系统 的 解 z(t) 清 足 相同 箱 计 ， 即 


a(t) < 2de. (13.1.9) 
由 假设 [ 见 (13.1.2)], 函数 f 在 y = 0 WE. 因此 ， 
\f(z, WD) < ly} max|fyl, 


其 中 的 最 大 值 是 对 团 定 的 z 值 并 在 ll < d 上 取 的 . 由 于 了 也 在 2 = 0 为 零 , 我 人 有 
AO) = 0. 由 此 上 面 的 不 等 式 给 出 下 面 的 估计 


zils lylo(l)z-o. 
因此 , 在 (13.1.6) 中 我 们 有 
|f(z(s),y(s)| < e™"o(e’). 
从 而 , 考虑 到 (13.1.9), 我 们 得 到 
| fee scaten vio atade| < etero). 
HE t= r, RIIA (13.1.6) 得 
z, = z(r) =e" + oe”). (3.1.10) 
在 t=0 由 (13.1.6) 的 第 一 个 方程 得 到 飞行 时 间 7 满足 : 
=e-rd. 
将 它 代 人 (13.1.10) 得 到 引 理 13.1. 


注 “由 变量 尺度 化 zo 一 zod 和 y: 一 yd, 我 们 总 可 以 假设 (以 后 也 将 这 样 做 ) 
(13.1.5) 中 的 d = 1. 注意 我 们 也 可 以 对 公式 (13.1.5) 进行 微分 : (13.1.5) 中 oly) 项 
的 s BY (s = 1,… ,r 一 1) 导数 可 容易 地 估计 为 o( 籽 ). 我 们 跳 过 对 这 个 导数 估计 
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的 证 明 , 因为 它 与 本 书 第 一 卷 附录 B 中 对 类 似 论述 ( 引 理 3.6) 的 证 明 思 路 完全 一 样 . 
接近 的 论述 也 将 在 13.8 节 [ 见 (13.8.30) — (13.8.33)] 中 给 出 . 应 用 这 些 估计 到 我 们 的 
情况 , 我 们 得 到 如 果 系 统 是 C - 光滑 (r > 3), 则 经 过 将 系统 化 为 形式 (13.1.1) 一 
(13.1.3) 以 后 , 对 任何 满足 v < Ò < v + min(1,v) 的 ,局 部 映射 可 以 写 为 形式 


zı = yh +0(v9). (13.1.11) 
此 外 , olyg) 项 的 s 阶 导数 (s = 1,… ,r 一 2) 由 olyg) 估计 . 


现在 我 们 考虑 由 位 于 O 的 小 邻 域外 接近 于 的 一 段 轨道 定义 的 大 范围 映射 
Ty: 51 一 So. 回忆 这 个 大 范围 映射 是 微分 同 胚 . 存在 鞍点 O 的 同 宿 回路 的 事实 意 
昧 着 在 Sy 上 的 点 2, = 0 由 Ti BY So 上 的 yo = 0. 因此 , 映射 T 可 写 为 形式 


To = Axı + A(z), 


其 中 A £0, htz) 和 它 的 一 阶 导数 都 趋 于 零 . 注意 到 由 于 我 们 考虑 的 是 平面 问题 , 我 
们 有 A > 0 (A < 0 的 情形 对 在 不 可 定向 的 二 维 曲面 上 定义 的 系统 是 有 可 能 的 ). 
最 后 , 我 们 得 到 映射 T= T o To 的 下 面 公式 : 


Do = Avg + o(W). (13.1.12) 


从 上 面 的 公式 我 们 立刻 看 到 , 对 充分 小 的 正 数 yo, 只 要 v > 1 (或 者 只 要 v = 1 
和 A < 1) 就 有 加 < yo. 因此 , 在 这 种 情形 下 , 任何 点 在 映射 T 的 选 代 下 收敛 于 不 动 
点 如 = 0. 后 者 是 分 界线 回路 工 So 的 交点 . 由 此 得 知 , 任何 从 正 yo 这 边 出 发 的 
HRY t 一 +oo 时 都 必须 收 全 于 回路 T. 这 意味 着 当 co < 0, MA, co =0 而 A<1 
时 分 界线 回路 是 单 侧 渐 近 稳 定 的 

WU v <1 ( 即 co > 0), 或 者 如 果 w=1 (B oo = 0), 但 4> 1, 则 在 (13.1.12) 
中 我 们 有 vo < go. 因此, 在 这 种 情形 下 任何 点 由 映射 T 的 向 后 选 代 收 敛 于 不 动 点 
w = 0. 这 意味 着 同 宿 回路 这 时 是 单 侧 不 稳定 的 . 这 就 完成 了 证 明 . 

同时 我 们 也 证 明了 下 面 的 结果 . 


定理 13.2 Boo = 0. 则 分 界线 回路 当 4 < 1 时 稳定 , 4 > 1 时 不 稳定 . 


注 ” 如 上 面 指出 的 , 定理 13.1 即使 对 Ci - 光滑 系统 也 成 立 . 但 是 , 定理 13.2 
对 C! - 系统 就 不 成 立 . 为 了 说 明 这 一 点 考虑 下 面 的 反例 . 假设 系统 在 对 点 附近 表示 
为 下 面 的 形式 


4 1 
hat vow nega: 
其 中 |z| <1 B |yl <1. 它 从 截 线 So: {z = 1} 上 具有 正 yo 的 点 出 发 的 解 是 


zee, y(|Iny| +2) =e'yo(|In yol+2). 
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因此 , 从 So 到 Si : {v = 1) 的 局 部 映射 页 为 
zı = Folin yol +2). 


我 们 也 假设 大 范围 映射 T 是 线性 的 , 即 加 = Az. 于 是 回路 附近 的 Poincaré 映射 
T=TioTo 为 
Bo = 了 hua yol +2). 
显然 , 由 于 对 所 有 小 yo 有 Jo > vo, 得 知 同 宿 回 路 在 这 里 不 稳定 , 而 不 管 4 的 值 
如 何 
上 面 的 反例 显示 定理 13.2 仅 当 系统 是 Cr - 光滑 (r > 2) 时 才 成 立 . 注意 这 时 
积分 a 
a= J div X(p(t))dt 


收敛 [其 中 (x,y) = p(t) 是 分 界线 回路 T 的 参数 方程 , 回忆 oo = 0 导致 当 + 一 too 
时 div X(y(t)) 一 0). 实数 9, 称 为 第 一 个 分 界线 量 . 显然 它 关 于 光滑 坐标 变换 是 不 
变 的 , 

我 们 可 以 证 明 当 co = 0 时 大 范围 映射 Ti : Sı 一 So 在 点 zi = 0 的 导数 4 可 以 
求 得 ? WF: 


Awe: 
只 要 w 和 Wr 已 被 局 部 直 化 [ 即 系统 是 (13.1.1) 的 形式 | 且 恒 等 式 (13.1.2) 和 
(13.1.3) 成 立 . 因此 值 4 在 这 情形 也 是 不 变 的 
现在 让 我 们 详细 论述 co = 0 和 s = 0 的 情形 . 首先 我 们 需要 在 蒂 点 附近 将 系 

BE (13.1.1) 化 为 某 规范 形 . 注意 到 由 于 oo = 入 +7 = 0, 呈现 出 下 面 的 共振 关系 

入 = (m+1)A+mYy, 

y=mA+(m+1)r, 
其 中 m 是 任何 正 整数 . 这 些 共振 与 我 们 在 弱 焦 点 情形 过 到 的 相同 . 为 了 分 析 这 个 情 
W, 我 们 需要 引入 称 为 典范 规范 形 的 系统 更 细致 的 形式 . 


引 理 13.2 “Cr-Cn+0 - 变换 , 其 中 (r > 2n + 2), 将 在 满足 co = 0 MISHA 
附近 的 Cr - 光滑 系统 化 为 下 面 的 形式 : 


& = -a(l — ory —---on(ay)" — (zy)"f(z,)), (3.2.13) 


y= 
其 中 Cr-Cn+D - 光滑 函数 了 在 > = 0 和 y= 0 都 恒 等 于 零 见 (13.1.2)). 


2 它 与 确定 截 线 So 和 Si 的 位 置 的 常数 4 的 选择 无 关 . 
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上 面 的 系数 oi,- ,on 称 为 鞍点 量 . 虽然 它们 关于 光滑 坐标 变换 不 是 都 不 变 , 但 
是 第 一 个 非 零 鞍 点 量 的 数 由 系统 唯一 确定 (因为 它 是 第 一 个 非 零 共振 项 的 系数 ), 因 
此 是 不 变 的 

上 面 的 典范 规范 形 在 解析 情形 是 由 Dulac [47] 构造 的 . 光滑 情形 由 E.A.Leontovich 
[85] 考虑 . 下 面 简短 回顾 一 下 Leontovich 的 证 明 . 

注意 我 们 已 经 将 引 理 13.2 对 n = 0 的 结果 [ 见 (13.1.4)] 作为 更 一 般 论 述 (定理 
2.17) 的 一 部 分 而 被 包括 了 . 因此 , 我 们 可 以 由 归纳 法 进一步 进行 下 去 . 就 是 说 , 假设 
HRA n = 上 系统 已 经 化 为 (13.1.13) 的 形式 . 于 是 , MUR r > 2k +4, CO - 光 
MEK f 至 少 是 C3 - 光滑 , 以 及 因为 f 在 z=0 My = 0 都 为 零 , 它 可 写 为 形式 


f(z 切 =zFz,y)， 
其 中 FR CHO) - 光滑 函数 . 记 
F(z,y) = oxy + i (z) + daly) + (zy), 


其 中 办 和 加 分 别 在 z =0 R y = 0 为 零 ,了 在 z= 0 和 y=0 都 等 于 零 . 由 构造， 
因为 

one = F(0,0) = f% (0,0), 

1(z) = F(z,0) — F(0,0), 

$aly) = F(0,y) — F(0,0), 


由 此 得 知 函 数 由 ,> 和 F SATS F 相同 的 光滑 性 . 
因此 , 系统 可 以 重 写 为 


k+l 
=-2 (: -Dailey — (ev)* fle, ») +z(zy)"* (%1 (2) + pa(y)), 


ro 
gov 
现在 注意 变换 
Znew = 2(1 + a(z)(zy)*** — B(u)(av)***) 
对 n= 上 +1 将 这 个 系统 变 为 形式 (13.1.13), 如 果 


1 
ate) = f, “een, BW) = f aa (13.14) 


由 于 由 .2 是 光滑 函数 , 它们 在 零 等 于 零 , 上 面 的 积分 有 定义 . 此 外 , a 和 有 与 wz 
相同 的 光滑 性 , 即 坐 标 变换 按 要 求 是 C+D - 光滑 的 . 进一步 继续 用 归纳 法 得 引 
理 的 结果 . 

我 们 看 到 Leontovich 的 结果 更 广泛 . 即 对 典范 形式 的 系统 推导 解 的 估计 时 , 她 
证 明 经 过 额外 的 光滑 坐标 变换 以 后 形 如 (13.1.13) 的 系统 变 成 可 积 的 了 ， 显 然 , [22] 
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证 明 在 0; =… = on-: = O 而 on #0 的 Cr -光滑 情形 , 装点 附近 的 系统 由 Co - 
变换 变 成 下 面 的 可 积 形式 


= 一 z(1 ~on(zy)" 一 oan(zy)2n)， 
pay 
由 此 也 得 知 , 当 所 有 的 鞍点 量 等 于 零 时 ( 即 无 穷 退 化 情形 ) 系统 局 部 地 化 为 线性 形式 . 


现在 我 们 对 典范 形式 (13.1.13) 的 系统 继续 讨论 并 计算 局 部 映射 To : So 一 S1. 
设 on 是 (13.1.13) 中 第 一 个 非 零 鞍 点 量 , 即 系统 有 形式 


& = —2(1 — on(zy)" ~ (zy)"f(z, 9)), 
(13.1.15) 
y=Y. 
如 前 , 假设 同 宿 回路 T 与 鞍点 从 正 = 和 正 y 这 边 相 连接 . 注意 , 这 个 假设 圈定 了 > 
轴 和 y 轴 的 方向 , 因此 它 保持 第 n 个 鞍点 量 on 的 符号 固定 不 变 . 选择 小 4 > 0 并 由 
{z=d} 和 {y = d} HE LMR So 和 Ss. 
(13.1.15) ZE t = 0 从 So 出 发 在 t= 到 达 5, 的 解 满足 
u(t) = ed 
a(t) = et4+ eds)(z(s)y(s))"(on + f(z(s)y(s)))ds. 


这 个 积分 方程 可 以 用 逐次 通 近 法 求解 ( 见 2.8 节 ). 选择 


(13.1.16) 


z(t) = ed 
作为 我 们 的 第 一 次 近似 . 将 它 代入 这 个 积分 方程 的 右 端 , 得 到 第 二 次 近似 
a(t) = etd + P"* ante tem” 十 eto(e 7) 


(这 里 我 们 必须 使 用 到 由 于 /光滑 且 在 z = 0 和 y=0 都 等 于 零 ， 它 满足 次 线性 估计 
| < lylo(1)z-o. 见 引 理 13.1 的 证 明 ). 

容易 看 到 , 所 有 进一步 的 近似 都 将 有 相同 形式 , 因此 解 z(t) 也 有 这 个 形式 . 故 
我 人 有 


(0) = e-rd a(r) = 67d + dhore tH +o(e-m+)r). 


由 此 , 如 用 w(= PO) 记 在 上 的 客 点 的 从 标 ,以 a (e =O 记 雪线 与 5 的 交 
AMER, 我 们 就 得 到 局 部 冉 身 To 的 下 面 公式 : 


21 = yo + d"an yg? lin yol + olug*?). 
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大 范围 映射 Ti : Sı 一 So 在 分 界线 回路 了 附近 的 Taylor 展开 可 写 为 


Go = 21 + 8203 十 … 十 smZP H 


(回忆 我 们 已 经 假设 第 一 个 鞍点 量 s = 0, 它 等 价 于 A= pa = 1). BRE m, 
1 
82 二 ，… = sm-1 = 0 而 sm #0. 在 这 种 情形 下 Poincaré BAY T = Ti o To 取 形式 
Bo = yo + õnyg tlin yol + sme tess (13.1.17) 


其 中 各 有 与 on 相同 的 符号 , 省 略 号 表示 至 少 高 于 两 个 主 项 之 一 的 高 阶 项 . 最 后 , 如 

果 (13.1.17) P m < n, W go 可 表示 为 
To = yo + smy +a (13.1.18) 

或 者 如 果 m < m 时 为 

Do = Yo + õnygt' |in yol +++. (13.1.19) 
由 此 得 知 若 (13.1.18) 中 sm < 0, 或 者 (13.1.19) 中 5n < 0, 则 不 动 点 y = 0 稳 
定 (后 面 的 条 件 等 价 于 on < 0). 反之 , 若 sm 或 者 相应 地 on 是 正 的 , 则 不 动 点 不 稳 
定 . 
从 而 , 我 们 得 到 下 面 的 结果 . 考虑 称 为 Dulac 序列 


00,81,01," y Sn: Ons Snit (13.1.20) 


的 序列 , 假设 序列 中 不 是 所 有 的 元 素 都 等 于 零 . 则 下 面 定理 成 立 ; 


定理 13.3 ”分 界线 回路 的 稳定 性 由 Dulac 序列 中 第 一 个 非 零 元 素 所 确定 : 若 
第 一 个 非 零 元 素 是 负 的 , 则 回路 稳定 ; 反之 , 若 它 是 正 的 , 则 回路 不 稳定 . 


这 个 定理 的 解析 情形 属于 Dulac. 他 还 证 明 如 果 系 统 是 解析 的 , 且 序 列 (13.1.20) 
中 的 所 有 元 案 都 是 零 , 则 系统 可 积 (Hamilton 系统 ), 这 时 分 界线 回路 的 小 邻 域 U 被 
周期 轨道 所 充满 ，Dulac 用 这 些 结果 证 明 多 项 式 向 量 场 的 非 退 化 情形 的 极限 环 不 能 
够 凝聚 在 分 界线 回路 上 . 
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第 一 个 鞍点 量 oo 非 零 的 鞍点 分 界线 回路 的 二 维系 统 形成 余 维 1 分 支 集 . 因此， 
我 们 可 用 单 参数 族 来 研究 这 样 的 同 宿 分 支 . 

考虑 平面 上 具有 鞍点 平衡 态 On 的 Cr - 光滑 (r> 1) 系统 的 连续 单 参数 族 X, 
假设 在 u= 0 系统 有 鞍点 分 界线 回路 , 即 分 界线 TI 和 T+ 当 p= 0 时 重合 . 

假设 族 X, 以 这 样 的 一 种 方式 定义 , 对 #0 回路 可 能 破 型 并且 使 得 当 py >0 时 
回路 分 裂 时 不 稳定 分 界线 Ti (u) 走向 回路 内 部 且 当 t 一 too 时 进入 内 邻 域 U. 如 
SE <0 它 朝 外 走 , 即 进入 外 邻 域 V. 
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定理 13.4 (Andronov 和 Leontovich) 设 so # 0. 


(1) 如 果 oo < 0, 则 对 充分 小 py > 0 在 U 内 存在 唯一 稳定 极限 环 L(y)， 当 
u> +0 时 它 向 鞍点 靠近 且 在 u= 0 变 成 分 界线 回路 ( 见 图 13.2.1). 当 u< 0 时 不 存 
在 极限 环 . 

(2) 如 果 oo > 0, 则 对 充分 小 yj < 0 在 U 内 存在 唯一 不 稳定 极限 环 L(y), 当 
一 -0 时 它 变 成 分 界线 回路 PULE 13.2.2). 当 u > 0 时 没有 极限 环 . 


<o #=0 p>0 


图 13.2.1 oo < 0 时 鞍点 的 稳定 分 界线 回路 的 平面 分 支 


uo 0 p>0 


图 13.22 R? 中 oo > 0 时 鞍点 不 稳定 分 界线 回路 分 支 . 


注 1 显然 oo > 0 的 情形 可 通过 改变 时 间 变量 的 方向 上 一 -t AEA ao < 0 的 
情形 . 因此 , 上 面 定理 的 第 二 部 分 可 从 它 的 第 一 部 分 立刻 得 到 . 

注 2 Andronov 和 Leontovich 是 在 假设 系统 是 Ci - 光滑 下 证 明 这 个 定理 的 . 
事实 上 这 是 要 求 向 量 场 仅 具有 最 小 光滑 性 的 第 一 个 例子 . 低 次 光滑 性 对 高 维 情形 的 
分 析 变 得 特别 引 人 注 目 - 


Andronov - Leontovich 定理 原来 的 证 明 是 假设 系统 定义 在 平面 上 . 我 们 在 这 里 
选择 的 不 同方 法 可 容易 地 处 理 定义 在 二 维 不 可 定向 的 曲面 上 的 系统 . 
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HERA O 附近 引入 坐标 (z,y). 不 失 一 般 性 , 假设 对 所 有 /鞍点 停留 在 原点 . 我 
们 还 可 假设 不 稳定 分 界线 在 O 切 于 y 轴 , 稳定 分 界线 切 于 z 轴 . 因此 系统 可 以 写 为 
形式 
ż = A(u)z + p(z,y, 4) = P(£,y, 4), 
(13.2.1) 
ú = ylu)y + a(z,¥, u) = Q(z, y, 4), 
SUP p Aq 以 及 它们 关于 (z,y) 的 导数 在 原点 等 于 零 , 特征 指数 Au) 和 y(u) 满足 
A(p) < 0 < y(u). 由 定义 , 鞍点 量 是 


co(p) = AH) +(x). 


设 分 界线 T+ 从 半 平 面 z > 0 进入 鞍点 , 分 界线 W y 正方 向 离开 O. 由 于 
我 们 还 没有 直 化 不 变 流 形 , T? 和 Ti 的 局 部 方程 分 别 由 


y=wlzz>0 和 r= (yn), y>0 


给 出 , 其 中 p Aly 以 及 它们 关于 z 和 y 的 导数 在 原点 等 于 零 . 

选择 小 正 数 d 并 考虑 两 条 截 线 So: {z= d} 和 Si : {y = d}. 如 在 上 一 节 , RN 
将 问题 化 为 对 Poincaré 映射 T : So 一 So 的 研究 , 它 是 由 系统 轨 线 定义 的 局 部 映射 
To : So 一 Sy 和 大 范围 映射 Ti : Sı 一 So 的 到 加 组 成 . 

如 同 在 上 一 节 , 沿 着 分 界线 回路 附近 的 轨 线 从 5 到 So 的 飞行 时 间 有 限 , 因此 
大 范围 映射 T 是 点 M- = PPS: 的 小 邻 域 到 点 M+ = TFN So 的 小 邻 域 的 微分 
FE. 由 我 们 的 假设 . 在 4 = 0 A TM- = M+. 因此 映射 7, 写 为 


to — y* = a(u) + A(u)(x — 27) + oz — 17). (13.2.2) 


这 里 我 们 用 z 表示 S 上 的 坐标 , 用 yo 表示 So 上 的 坐标 , 于 是 M- 的 z 坐标 是 
z- = U(d,y), M* 的 y 坐标 是 y+ = pld u). 系数 Au) 不 为 零 , 因为 T 是 微分 同 
WR. 此 外 , 对 定义 在 平面 上 的 系统 (永远 ) A > 0. 

项 alu) 控制 分 界线 回路 的 分 型 方式 ( 见 图 13.2.3): 由 (13.2.2) 得 知 a(y) 等 于 点 
M+ MTM 的 y 坐标 之 间 的 差 (后 者 是 不 稳定 分 界线 Ti 与 So 的 第 一 个 交点 ). 
由 假设 , py > 0 时 分 界线 向 内 分 裂 , k < 0 时 向 外 分 裂 . 因此 sign afu) = sign y. 

现在 研究 局 部 映射 To. CHRR So 上 的 区 间 yo > yt 映 为 5 上 的 区 间 
zl > z-. 我 们 将 这 个 映射 表示 为 


2-2 = nly- y*n). (13.2.3) 


我 们 也 用 (yo, u) 表示 从 So 上 的 点 (d yo) 到 Sı 上 的 点 (n(yo —y*, u), d) 的 飞行 时 
fill. 显然 , 4 yo > y* 时 mo 一 好 ,内 一 0 To 一 +eo. 
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My ay 


图 13.23 ”定理 13.4 HAR. 


引 理 13.3 ”映射 To 当 oo = A+ < 0 时 是 压缩 , Moo = 入 + y > 0 时 是 膨胀 
进一步 ， 
wut Bo |+ 对 mo>0 (4 
对 一 切 小 上 一 致 地 成 立 . 


证 明 ”只 需 考虑 情形 oo < 0 (oo > 0 的 情形 由 时 间 反 向 化 为 这 一 情形 ) 证 明 
思想 相对 比较 简单 : 由 于 假设 向 量 场 在 O 的 散 度 为 负 , 在 O 的 小 邻 域内 也 为 负 . 这 
得 知 在 O 附近 流 压缩 面积 . 从 后 者 立刻 得 知 任何 两 个 截 线 之 间 的 Poincaré 映射 事 
实 上 是 压缩 的 

让 我 们 作 得 更 确切 些 ， 用 u(t) 表示 系统 (13.2.1) 关于 初始 条 件 (zo,yo) 的 解 
(z(t),y(t)) 的 导数 . 这 是 一 个 矩阵 , 它 满足 变 分 方程 


im 22 £ 对 co<0， 


和 初始 条 件 u(0) = I. 因此 u 的 行列 式 满足 下 面 方程 
2 人 (人 BY at» 


由 此 得 
det u(t) = efè A++ Pela(0).ule))+Qule(a)-n(e)))4e, 


由 于 我 们 假设 +7 < 0 以 及 PA Q 的 导数 在 O 等 于 零 , 得 知 u 的 行列 式 对 
整个 时 间 直 到 轨 线 (zft,y(b)) 停留 在 O 的 小 邻 域内 都 指数 式 递减 : 


det u(t) < e?:， 对 某 个 5<0. (13.2.5) 
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这 事实 上 意味 着 由 系统 (13.2.1) 定义 的 流 指数 式 压缩 面积 , 即 对 任何 两 个 向 量 e 和 
eat 
{u(t)er, u(t)ea] = det u(t)lei, e2] < e?*le1,e2], (13.2.6) 
其 中 [e1, e2] 表示 由 e 和 ea 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 , [u(t)e1,ult)e] 是 e 和 es 由 
线性 化 流 的 像 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 
另 一 个 我 们 需要 的 事实 是 (SE 3.11 节 ), 矩阵 u(t) 将 在 点 (co, yo) 的 相 速度 向 量 
变 为 在 点 (z(t),y(b) 的 相 速度 向 量 : 
P(z(t) y(t) \ _ P(zo, y0) 
eed ou (Gan) j i 


PRATER So 上 选取 点 (zo = d, yo). CHP FILA r(yo) 在 点 (z(7) = 
nlu = yt) ulr) = 可 与 51 相交 . 导数 六 (yo — y+) 由 


Wio- = SED + itro) 
给 出 , 其 中 ~(w) 由 条 件 


WO ro m0) =0 
求 得 . 由 此 得 知 
We = HNW) = lets eh) = fan)en lr)ea] < eal), 0328) 


JER ei = (0,1) (平行 于 So 的 单位 向 量 ), a = (22), 28) 回忆 由 wb 的 定义 ， 
EFF rel, ea P eh 分 别 是 在 点 (zo,o) MUM (a(r), u(r) 的 相 速 度 向 量 : 


€2 = (ż(0), ġ(0)) = (P(zo.yo),Q(zoyo)) 


和 
eh = (#(r), u(r) = (Pla(r), u(r), Q(z(7), (7), 

其 中 在 推导 (13.2.8) 时 我 们 用 了 关系 式 (13.2.6) 和 (13.2.7). 

现在 注意 到 由 于 y(r) = d, 得 知 G(r)(= yd + ql(z(7),d)) ARIF. Wit, 由 
(13.2.8) 

(yo — y*) = Ole”), 

这 就 给 出 了 引 理 的 结论 , 因为 当 yo 一 y+ 时 r(w) 一 +00, 又 因为 由 假设 +Y < 0 
得 5 < 0. 证 明 完 毕 . 

因此 , 车 记 v = yo 一 y+, 从 (13.2.2) 和 (13.2.3) 得 知 Poincaré 映射 了 : So 一 So 
可 写 为 形式 

5=a(p) + A(u)n(v. u) +o(n), v>0, (13.2.9) 
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其 中 a(u) 是 分 界线 Ti 和 T+ 的 分 裂 参 数 ,7 是 增长 函数 , 它 或 者 是 强压 缩 (A+7 < 0), 
或 者 是 强 膨胀 (A+ 7 > 0). 回忆 a(p) 的 符号 与 u 的 符号 相同 (一 般 地 , a(p) 与 4 成 
比例 , 但 我 们 没有 用 这 个 性 质 )- 

这 两 个 映射 的 分 析 是 显然 的 . 相应 的 Lamerey 图 如 图 13.2.4 (A +y < 0) 和 图 
13.2.5 (A +7 > 0) 所 示 . 4A+7 < 0 Bt, 映射 的 不 动 点 v(a) 仅 对 p > 0 存在 . E 
对 应 于 p > 0 时 的 极限 环 L- (u), 在 p = 0 对 应 于 分 界线 回路 [形式 上 , 映射 T 在 
v=0 没有 定义 , 但 是 由 连续 性 我 们 可 定义 它 , 假设 T(M+) = 五 (M-) 由 于 映射 了 
是 压缩 , 不 动 点 是 稳定 的 (在 p = 0 是 单 侧 稳定 ). 因此 , L (u) 稳定 环 且 回 路 T 也 稳 
定 (这 推广 了 上 一 节 的 定理 13.1 的 C - 情形 ). 注意 在 4 > 0, 当 t 一 +00 时 分 界线 
Ty) BF L-(u). 


图 13.2.5 ”对 应 于 图 13.2.2 中 分 支 的 Poincaré BRAM Lamerey 图 


在 入 +Y> 0 的 情形 , RAA v (u) 不 稳定 且 仅 当 p < 0 时 存在 . 当 p<0 时 它 
对 应 于 不 稳定 极限 环 L+ (u), u= 0 时 对 应 于 分 界线 回路 . 


注 3 ” 当 系统 至 少 是 C - 光滑 时 , 我 们 可 在 O 附近 引入 局 部 坐标 ( 见 引 理 
13.1), 使 得 


fv) = + of"), 
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其 中 v= l 是 鞍点 指标 . 这 时 映射 (13.2.9) 的 不 动 点 满足 下 面 的 关系 : 


v” = afu) + AWE) +y 


n 对 和 A+7<0， 
WU ~ aqp) ND (13.2.10) 
-2 对 入 +7>0. 


注 4 “上面 的 证 明 方法 可 容易 地 被 采纳 到 对 一 般 二 维 曲面 上 的 分 界线 回路 的 情 
形 , 而 不 管 曲面 是 可 定向 还 是 不 可 定向 . 在 这 两 种 情形 映射 都 有 形式 (13.2.9). 但 是 
要 注意 , 如 果 分 界线 回路 的 小 邻 域 同 胚 于 环 域 , 则 A > 0. 而 如 果 工 的 邻 域 是 Möbius 
带 , 则 4 < 0 (后 者 显然 对 应 于 不 可 定向 的 情形 ). 在 情形 A > 0, Andronov-Leontovich 
定理 成 立 ,无 需 改变 . 

现在 详细 考虑 A < 0 情形 . 首先 确定 4 < 0,v > 1 (和 +7 < 0) 时 相应 的 Lamerey 
图 (图 13.2.6). 正如 可 定向 情形 , y > 0 时 存在 稳定 不 动 点 : 事实 上 , 映射 了 递减 并 
压缩 , 因此 , 映射 将 区 间 [0,a(y) = T(0)] 映 到 它 自己 内 部 , 由 Banach 压缩 映射 原 
理 在 这 区 间 内 存在 唯一 稳定 不 动 点 . 

对 应 于 情形 v(u) < 1 的 Lamerey 图 如 图 13.2.7 所 示 . 这 里 , 与 可 定向 情形 相反 ，， 
对 /> 0 存在 不 稳定 不 动 点 v*(u). 

注意 , 对 可 定向 情形 (A > 0), 在 = 0 的 分 界线 回路 是 内 邻 域 0 中 附近 轨 
线 的 极限 轨 线 (v > 1 时 是 w - 极限 , v < 1 时 是 a - 极限 ) . 反之 , 在 不 可 定向 情 
JE (A <0), T 上 的 每 一 点 是 非 游荡 点 , 它 不 可 能 是 极限 点 。 这 表明 极限 点 是 非 游荡 
点 ( 见 第 8 章 ) 时 , 其 逆 不 真 . 


由 此 我 们 有 


u<o p=0 uo 


图 13.2.6 对 co <0 时 不 可 定向 分 界线 回路 的 Poincare 映射 的 Lamerey 图 . 
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p<0 p=0 p>0 


图 13.2.7 ”对 oo > 0 时 鞍点 的 不 可 定向 分 界线 回路 的 Lamerey 图 


注 5 “分 裂 参数 au) 可 以 是 满足 上 面 符号 条 件 的 上 的 任意 连续 函数 ， 当 系统 
光滑 依赖 于 jy 时 , 如 果 a'(0) # 0, 则 族 X, 与 分 支 曲面 模 截 相交 . 在 这 情形 我 们 总 可 
以 假设 alu) = p. 

注 6 ”由 上 面 分 析 得 知 , MIRK X, 的 Poincaré 映射 的 所 有 性 质 都 可 由 简化 映 
射 

gant (13.2.11) 


展示 , JEP v 1. 符号 “+" 对 应 于 可 定向 情形 , 符号 “-” 对 应 于 不 可 定向 情形 , 本 
质 上 , 映射 (13.2.11) 是 具有 非 零 鞍 点 量 的 分 界线 回路 附近 Poincaré 映射 的 一 类 规范 
形 . 
我 们 现在 可 以 讨论 具有 两 个 零 特征 指数 的 平衡 态 分 支 ， 这 个 分 支 相当 著名 , 因 
为 它 的 分 析 儿 乎 包含 了 所 有 余 维 1 分 支 . 
一 般 地 , 在 具有 一 对 零 特征 指数 的 平衡 态 (0,0) 附近 中 心 流 形 上 的 系统 可 表示 
为 
ż=y+g(z,y), 
y= f(z,y), 
其 中 f 和 g 以 及 它们 的 一 阶 导数 在 原点 为 零 、 注 意 , 我 们 假设 在 原点 的 线性 化 矩阵 
有 Jordan $k. 在 这 一 种 情形 下 我 们 可 引入 y+ 9(z,y) 作为 新 的 y - 变量 , 而 将 系统 
化 为 


t=y, 


(13.2.12) 
ý= az? + bry + h(z,y), 


其 中 h(z,y) 为 三 阶 小 量 - 
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假设 系数 a Ab 不 为 零 . 我 们 可 尺度 化 相 变 量 和 时 间 变量 使 得 系统 写 为 形式 


(13.2.13) 


gaa tay +h(z,y), 


其 中 “+"” 对 应 于 5 > 0, “一 " 对 应 于 5 < 0. 注意 变换 上 一 -63 y 将 第 一 种 情形 
化 为 第 二 种 情形 . 我 们 在 (13.2.13) 中 zy 前 选择 符号 “一 
系统 (13.2.13) 在 O(0,0) 附近 轨 线 的 性 态 如 图 13.2.8 所 示 . 为 研究 这 点 附近 的 
分 支 考虑 可 写 为 下 面 形式 的 双 参 数 族 
tay 
7 (13.2.14) 
ý= pm + Hawt 2? — zy + h(z,y,4)- 
RAKEAN 13.2.9 所 示 . 分 支 曲线 La,- ,La 将 (p, pa) -平面 分 
成 四 个 区 域 D;,… , Ds. 由 于 在 区 域 Dy 内 不 在 于， x t 一 too 时 所 有 轨 线 
sonora 当 从 Dy 穿 过 曲线 Li : (yn = HB +--+ ,pa > OF, 或 曲线 


La: {m= A... spa < 0} 时 , 那里 出 现 鞍 - 结 点 平衡 态 、 zre- 结 点 在 二 Fl La 
上 的 第 一 个 Lyapunov fit lo 不 等 于 零 的 意义 下 是 简单 的 . 但 是 , 在 这 些 曲线 上 轨 线 的 
性 态 存在 差别 : 在 Ly 上 较 - 结 点 在 结 点 区 域 是 不 稳定 的 , 而 在 La 上, 它 在 结 点 区 域 
是 稳定 的 . 穿 过 Ly, Be - 结 点 分 解 为 不 稳定 结 点 和 鞍点 . 当 参 数 继续 变化 时 , 结 点 变 


成 不 稳定 焦点 ,如 图 13.29 (区 域 Da) BAAR. 在 出 线 La: {m = pany + OUA) < O) 


上 系统 有 稳定 分 界线 回路 . 因此 , 在 区 域 Ds 存在 由 分 界线 回路 产生 的 稳定 极限 环 . 
焦点 在 曲线 La : {jt = dpa < 0} 上 变 成 弱 焦点 , 它 有 一 对 纯 虚 特征 值 相应 的 
Lyapunov 量 在 Ls 上 为 负 . 当 从 Ds 到 Dy 移动 时 稳定 环 袁 缩 为 弱 焦 点 并 在 曲线 Ls 
上 由 于 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 而 消失 , 因此 焦点 继承 稳定 极限 环 的 稳定 性 . 在 
曲线 La 附近 , 稳定 焦点 变 成 稳定 结 点 , 并 在 曲线 [4 上 与 鞍点 合并 ,两 个 平衡 态 在 
区 域 Di AWK. 

曲线 La, La, La 的 渐 近 性 来 自在 平衡 态 对 系统 (13.2.14) 的 线性 化 分 析 . 对 应 于 
分 界线 回路 的 曲线 La 的 存在 性 对 分 支 问题 的 完全 性 是 必要 的 . 在 曲线 La 上 从 弱 焦 
点 产生 的 稳定 环 必须 在 回路 上 消失 ( 当 向 La 移动 时 )- 

曲线 La 的 渐 近 性 可 以 如 下 得 到 . 假设 (13.2.14) 中 的 ja < O. 经 变量 和 时 间 的 
尺度 化 : 2 一 zVIET ~ yml? t — t/m, 系统 化 为 形式 


oe (13.2.15) 


ý= -1 +042? — ery+o(e), 


其 中 C= = 几 P/4. 在 。=0, 这 个 系统 变 成 Hamilton AS, 它 的 首次 


m yy 
Vial 
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了 


图 13.2.8 ”具有 两 个 零 特征 指数 的 平衡 态 附近 的 轨 线 性 态 . 


图 13.2.9 (ur pa) - 参数 平面 内 Bogdanov-Takens 点 的 分 支 图 


积分 是 
Fa 
7 
系统 在 = = ro = _1C + 上 VO7T3 (Ml y = 0) 有 鞍点 平衡 态 , 其 分 界线 回路 是 积分 
H 的 等 位 集 的 一 个 务 棱 . BOP = {H(c, = H(zo,0),2 < zo}. 对 任意 小 非 堆 = 这 
个 系统 不 再 是 Hamilton 系统 , H 也 不 再 是 它 的 首次 积分 , 因为 在 == 0 4 Å #0. 


-lori la 
+z- 30 32°. 
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一 般 地 , 回路 分 裂 . 很 明显 如 果 对 某 个 C 


时 /Sa votlo #0, 


则 对 充分 小 A 0 回路 分 改 (这 里 (z = z(t), y = y(t)) 是 在 = 0 的 同 宿 轨 线 ). 由 系 
统 (13.2.15), 这 个 不 等 式 可 写 为 
[Ë mozo, 
其 中 mi EET 与 z - 轴 的 交点 , H(z0,0) = H(z1,0). y = y(z) 是 r 的 方程 , 即 
H(z, y(z)) = 有 H(zo,0), 见 图 13.2.10. 因此 上 述 不 等 式 化 为 
F ztzo — 3) V2 Tids 4 0, 


它 可 容易 求解, 因此 给 出 C 4 C" = T C MRANTI e WEAR. 另 
一 方面 ,我 们 可 以 证 明 存在 曲线 C = C* + O(e) 对 应 于 € 4 O 时 分 界线 回路 的 存在 
性 . 回 到 (in, pa) -平面 给 出 曲线 La 要 求 的 渐 近 : {1 = vind. 


» 


1 


x 7 


x 


图 13.2.10 ”回路 是 等 位 线 H(z, y) = H(z0,0) 的 相应 Hamilton 系统 的 相 图 


这 个 在 平衡 态 具有 两 个 零 特征 指数 的 分 支 图 已 经 知道 很 长 时 间 了 . 但 是 还 存在 
证 明 极限 环 的 唯一 性 问题 . 换 句 话说 , 我 们 必须 额外 证 明 除了 Li,- La 以 外 不 存 
在 其 它 分 支 曲线 ( 即 对 应 于 半 稳定 极限 环 的 曲线 ). 这 个 问题 已 经 由 Bogdanov[33] 和 
Takens[146] 独立 解决 , 以 后 这 个 分 支 就 以 他 们 的 名 字 命 名 . 


13.3 ”具有 零 鞍 点 量 的 分 界线 回路 分 支 


E. Leontovich 第 一 个 考虑 了 具有 零 鞍点 量 oo 的 鞍点 的 分 界线 回路 分 支 问题 . 她 
证 明了 下 面 的 定理 : 


13.3 “具有 零 鞍 点 量 的 分 界线 回路 分 支 + 529+ 


定理 13.5 (Leontovich) ”如 果 在 Dulac 序列 中 


00 = 81 = +++ = Sn-1 = On-1 = 0, Sn #0, 
则 从 鞍点 分 界线 回路 分 支出 的 极限 环 不 多 于 2n 个 . 
如 果 
go=51= n=0, on #0, 


则 从 分 界线 回路 产生 的 极限 环 的 个 数 不 超 过 2n + 1. 这 些 估计 是 精确 的 , 即 可 扰动 
系统 使 得 所 得 系统 分 别 有 2n 或 者 2n + 1 个 极限 环 . 


Leontovich 在 对 上 面 定理 的 证 明 中 , 假设 了 系统 是 Cr - 光滑 , r > 4n +6. 首先 
她 证 明 当 第 一 个 鞍点 量 接近 于 零 时 , 在 鞍点 附近 系统 可 变换 成 
t= -a(l +e- ozy —---— on(zy)" — (zy)"**F (x,y), 
(13.3.1) 
y= 
其 中 1 +e = v 是 鞍点 指标 , os 是 鞍点 量 , FF 是 光滑 函数 . 假设 nje) < 1. 坐标 变换 的 
构造 可 如 e = 0 的 情形 以 相同 方法 进行 ( 见 引 理 13.2), 唯一 区 别 是 公式 (13.1.14) 现 
在 修改 为 : m 
eal =a 
ate) = giy |, olen) ste si 


ds 
ay) = | tus) sere: 


我 们 可 以 通过 引 理 13.2 的 证 明 追 踪 坐 标 变换 是 Cr“) 的 , 函数 F JB COn) 
-光滑 的 . 
Leontovich 证 明 的 下 一 步 是 计算 局 部 映射 . 事实 上 , 她 考虑 从 截 线 Sy: {y = d} 
到 So: {x = d) 的 映射 , 即 按 我 们 的 记号 是 局 部 映射 To WN. 注意 , 按照 定理 的 假 
设 , 仅仅 最 后 一 个 鞍点 量 on 是 有 界 非 零 , 而 oy,… son 都 是 小 量 . 因此 , 尺度 化 时 
MER, 系统 可 重 写 为 形式 
é=-2, 
b (13.3.3) 
ý =y(1 ++ õizy +--+ õnlzy)" + (zy)"* F(z, y)), 


其 中 系数 = 和 ön 都 是 小 量 , ön 有 界 非 零 . Leontovich 证 明 对 系统 (13.3.3) 
映射 Ty! 有 形式 3 


yo = zı + Ezy + Vi (z1)] + 62[023 + halz1)] +++: + 5nl027+ + pnti(z1)], (13.3.4) 
3 这 个 公式 可 如 定理 13.3 的 证 明 用 边 值 问题 的 方法 推导 . 
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其 中 


以 及 对 某 5 > 0 有 de = O(I) (此 外 ,对 j = 
ORI) 的 估计 ). 
大 范围 映射 : S: 一 So 的 Taylor 展开 表示 为 


,2n 十 1 Wr 的 j 阶 导数 有 如 


Bo = wt are +92} +--+ spat +O), (13.35) 


其 中 u 是 小 分 列 参 数 ，s1,… ,sn 是 分 界线 量 ， 由 定理 的 假设 s1,… ,sn-:! 是 小 量 . 
第 n 个 分 界线 量 s 在 定理 的 第 一 个 情形 是 有 界 非 零 的 , 在 第 二 个 情形 是 小 量 . 

如 果 系 统 有 极限 环 , 它 与 5 的 交点 的 2, - 坐标 满足 Ti (zi) = Tier). 因此， 
极限 环 的 个 数 问题 在 这 里 化 为 光滑 (ED C) 拟 多 项 式 


G(a1) = — p + le(dr1 + O(@}**)) — x1(e* — 1)] 
+ [61(02? + O(2?*4)) 一 s2z3] (13.3.6) 


+ [Fn—1 (027 + O(2?**)) 一 snz?] + 5n[gzn+l + O(2"*)] 


的 零点 个 数 问题 (其 中 5 不 必 是 整数 ) 在 证 明 这 个 定理 时 , Leontovich 发 展 了 上 面 
类 型 的 拟 多 项 式 的 计算 , 这 允许 她 证 明 对 小 的 ,5,s1,… ,5n-1, 如 果 sn AREF, 
则 函数 G 对 小 的 r; 不 可 能 有 多 于 2n 个 的 零点 , 或 者 , 如 果 sn 是 小 量 , 则 零点 不 多 
于 2n+1 个 . 

为 了 完成 证 明 , 我 们 还 必须 证 明 这 个 估计 的 “ 精确 性 ". 为 此 , Leontovich 非常 
详细 地 构造 了 一 个 具有 所 给 个 数 极限 环 的 扰动 系统 

TER, 她 并 没有 利用 有 限 参数 族 ， 不 过 , 她 知道 可 找到 适当 的 模 截 族 , 使 得 定 
理 13.5 的 第 一 种 情形 中 的 控制 参数 是 je,s1,01,… ,on-1, 或 者 在 第 二 种 情形 是 
1,6,81,011 ne 

我 们 回顾 这 个 定理 的 证 明 , 显然 完全 只 是 叙述 性 的 ，Leontovich 原来 的 证 明 由 
两 大 部 分 组 成 , 并 存放 在 莫斯科 的 VINITI 档案 馆 , 因此 , 只 有 苏联 的 研究 者 可 利用 . 
30 多 年 以 后 , Roussarie 独立 发 表 了 分 支 周期 轨道 个 数 的 上 述 估计 的 证 明 , 但 没有 证 
明 它 的 “精确 性 *， 读 者 如 有 兴趣 欲 知 其 详 可 参考 评论 [73]， 按 照 这 个 评论 的 精神 ， 
Leontovich 定理 可 改 述 如 下 : 在 一 般 平面 光滑 向 量 场 的 p -参数 族 中 , 从 粗 鞍 点 分 界 
线 回路 分 支出 的 极限 环 个 数 不 超 过 p. 此 外 , 这 个 估计 是 精确 的 

现在 让 我 们 更 详细 地 研究 余 维 2 情形 . 回忆 这 种 情形 的 两 个 不 同 条 件 : 第 一 个 
是 分 界线 回路 的 存在 性 条 件 , 第 二 个 条 件 是 当 第 一 个 分 界线 量 s; 非 零 时 第 一 个 鞍点 
量 mo 为 零 . 后 一 个 等 价 于 4 A 1. 我 们 将 假设 4 < 1, 因为 4 > 1 的 情形 由 时 间 反 
向 直接 得 到 . 
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由 13.8 节 的 结果 得 知 ( 见 公式 (13.8.30) 一 (13.8.32)) 在 某 C- ~ 坐标 下 局 部 
映射 To 可 以 写 为 


2 =W + (uo), 
其 中 v 是 鞍点 指标 , 在 分 支点 它 等 于 1. 函数 p 对 某 个 有 界 异 于 零 的 正 数 6 满足 估 
计 
ly) = olt), 
ply) = olt) (一 1 2), (13.3.7) 
ey) = oy). 
结合 上 面 对 局 部 映射 的 公式 和 对 大 范围 映射 Ti 的 公式 (13.3.5) (E n = 1), R 
们 得 到 Poincaré 映射 T = T: o To 的 方程 
p=p+Alm ei + ely), y>0, (13.3.8) 
其 中 v = 1 +e, p 是 仍 满足 (13.3.7) 的 新 函数 . 我 们 将 假设 系统 至 少 是 C3 - Het, 
因此 Poincaré 映射 (13.3.8) 至 少 是 C? - 光滑 . 
这 个 映射 是 单调 增加 的 一 维 映射 (因为 对 平面 系统 A > 0). 这 个 映射 出 现 的 仅 
有 分 支 是 具有 和 雪子 等 于 +1 的 不 动 点 分 支 . 这 种 点 的 y - 坐标 必须 满足 
Y= p+ Alp ey + 0(y'*4), 
1 = (1 +e)A(lu,e)y" + oly’). 


第 二 个 方程 的 右 端 至 少 是 C! - 光滑 . 因此 , 当 e< 0 时 y - 坐标 可 由 下 面 方程 唯一 
确定 : 


(13.3.9) 


y = emt Alel + o( Ute), (13.3.10) 
映射 在 这 点 的 二 阶 导数 等 于 


(1+ e)A(u,e)ey® + o(y*), 


显然 它 不 为 零 . 因此, Be - 结 点 不 动 点 是 简单 的 . 将 (13.3.10) 代入 (13.3.9) 的 第 一 
个 方程, 我 们 得 到 对 应 的 分 支 曲线 Ly 的 方程 为 


p = ee 1A(O,e) ML + o(1)). (13.3.11) 


分 支 图 如 图 13.3.1 所 示 . 曲线 L 对 应 于 半 稳定 极限 环 . 曲线 La ( 负 < - 半 轴 ) 
对 应 于 具有 正 鞍 点 量 的 分 界线 回路 , 而 曲线 Ls GE < - 半 轴 ) 对 应 于 具有 负 鞍 点 量 
的 分 界线 回路 . 这 些 曲线 将 参数 平面 的 原点 邻 域 划分 成 三 个 区 域 . EKR D, 存在 
两 个 极限 环 . 穿 过 万 它们 重合 并 消失 , 故 在 区 域 D 内 没有 极限 环 . 从 Di 到 Ds 在 
有 曲线 Ls (oo < 0) 上 由 同 宿 回路 产生 一 个 稳定 极限 环 . 对 Da, L2 和 D 中 的 参数 值 ， 
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图 13.3.1 ”在 可 定向 情形 (0 < A < 1) SOTERA (A+ = 0) 的 鞍点 同 宿 回路 分 支 图 , 参数 /4 
控制 回路 的 分 异 ,« 的 符号 与 芒 点 量 的 符号 相反 。 


这 个 稳定 极限 环 存在 . 穿 过 曲线 La 从 同 宿 回路 (co > 0) 分 支出 又 有 一 个 极限 环 , 这 
时 它 是 不 稳定 的 . 这 个 分 支 图 属于 Nozdracheva [99]. 

接 下 来 让 我 们 考虑 情形 -1 < A < 0, 它 对 应 于 不 可 定向 曲面 上 的 分 界线 回路 T 
(情形 A < -1 用 改变 时 间 方向 类 似 得 到 ). 这 时 T 的 邻 城 是 以 了 为 中 线 的 Mobius 
带 . Poincar6 映 射 在 这 种 情形 下 也 有 形式 (13.3.8), 其 中 函数 p 满足 估计 (13.3.7). 但 
是 , 现在 我 们 需要 更 多 的 光滑 性 , 因此 假设 系统 至 少 是 C+ - 光滑 , 即 在 (13.3.7) 中 
r24 

由 于 A < 0, Poincar6 映 射 递减 . 在 该 情形 的 新 特征 是 这 种 映射 可 以 有 周期 2 轨 
道 , 它 对 应 于 所 谓 的 二 重 极限 环 . 它们 可 以 通过 倍 周期 分 支 (不 动 点 具有 乘 子 -1) 产 
E, 或 者 通过 二 重 同 宿 回路 分 支 产 生 .后 者 对 应 Poincaré 映射 在 y = 0 的 周期 -2 
点 ( 见 图 13.3.2). 


图 13.3.2 ”对 应 于 二 重 分 界线 回路 的 Lamerey M. 
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HF 70) =p, 4 
0= p+ Alp e)p’ + o(u'**) 
时 出 现 二 重 回路 . 由 此 约束 我 们 得 到 下 面 对 应 于 二 重 回路 的 分 支 曲线 La 的 方程 是 
p=|A(0,a)M + oN, <0. (13.3.12) 


由 于 e < 0, 鞍点 量 是 正 的 , 因此 这 里 从 分 界线 回路 分 支出 的 周期 轨道 不 稳定 . 
注意 到 曲线 Le 位 于 由 系统 


Y= p+ Alm e)p te + oly +), 
-1 = (1+e)Ap a)y + oly") 


定义 的 曲线 L 的 上 方 ( 见 图 13.3.3), 它 对 应 于 倍 周 期 分 支 . 从 (13.3.13) 消去 ! 得 
到 曲线 L 的 方程 


(13.3.13) 


ua? | A(0,€) IM [1+ 0(1)], €< 0. (13.3.14) 
这 个 情形 的 分 支 图 ([38| 中 提供 的 ) 如 图 13.3.3 所 示 . 它 包含 下 面 四 条 分 支 曲 线 : 


图 13.3.3 ”在 不 可 定向 情形 (~1 < A < 0) 具有 零 鞍点 量 的 鞍点 同 宿 回路 的 分 支 图 . 控制 参数 与 图 
13.3.1 中 的 相同 . 


o Li 对 应 于 倍 周期 分 支 , 即 对 应 的 结构 不 稳定 极限 环 的 一 个 乘 子 等 于 -1, 第 一 个 
Lyapunov 量 * 为 正 . 


《为 了 计算 Lyapunov it, 我 们 至 少 需要 (13.3.8) 的 右 端 函数 的 三 阶 导数 , 这 就 是 为 什么 我 们 要 
RE (13.3.7) Fr > 4. 
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© La 对 应 于 Möbius 带 上 的 “二 重 " 分 界线 回路 . 在 这 条 曲线 上 鞍点 量 oo 是 正 的 . 
。 Ls (f = - 半 轴 ) 对 应 于 具有 正 鞍 点 量 co 的 简单 分 界线 回路 以 及 
。 La ( 正 = - 半 轴 ) 对 应 于 具有 负 鞍 点 量 oo 的 简单 分 界线 回路 . 
这 些 曲 线 将 (u e) - 参数 平面 按 轨 线 结构 稳定 性 态 分 成 四 个 区 域 . 
区 域 Pi 中 不 存在 极限 环 . JAD, 朝 Da 移动 , 在 曲线 Ly 上 由 简单 分 界线 回路 产 
生 一 个 稳定 极限 环 . 在 La 上 对 oo > 0, 从 一 个 二 重 分 界线 回路 分 支出 一 个 不 稳定 二 
重 回路 极限 环 . 因此 在 区 域 Ds 存在 两 个 极限 环 : 一 个 稳定 , 另 一 个 不 稳定 . 在 曲线 
Li 上 不 稳定 二 重 极限 环 与 稳定 极限 环 合并 . 此 后 只 有 一 个 单 回路 不 稳定 极限 环 停留 
在 区 域 Ds 中 . 在 曲线 Ls 上 它 附 在 同 宿 回 路 内 . 
注意 我 们 还 必须 证 明 在 这 个 分 支 图 中 不 存在 其 它 分 支 曲线 . 即 不 存在 周期 2 的 
任何 鞍 - 结 点 轨道 . 映射 (13.3.8) 的 周期 2 轨道 (ys, yo) 必须 满足 方程 
m = p+ Alm ey + pl), adie) 
n = p+ Alp, ey + plua). 
如 果 (m,y) 是 这 个 系统 的 解 , 则 (va, ys) 也 是 解 . 也 存在 解 y= ya = vo, 其 中 yo 是 
映射 (13.3.8) 的 唯一 不 动 点 , 对 p > 0 它 总 存在 . 因此 , 为 了 证 明 不 存在 周期 2 的 鞍 
- 结 点 轨道 , 只 需 验 证 系统 (13.3.8) 有 不 多 于 三 个 解 , 包括 重 次 . 这 个 验证 将 在 13.6 
节 对 更 一 般 系统 (WL (13.6.26)) 进行 , 它 对 应 于 co = 0 时 的 高 维 鞍 点 同 宿 回路 分 支 . 
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现在 我 们 研究 高 于 二 维 的 同 宿 回路 分 支 . 考虑 RH (或 者 更 一 般 地 在 (mn + 1) 
维 光滑 流 形 ) 中 具有 鞍点 平衡 态 O, 的 Cr - 光滑 (r > 1) 系统 的 连续 单 参数 族 X, 
不 失 一 般 性 , 可 以 假设 对 所 有 /平衡 态 在 原点 . 还 假设 O 的 特征 指数 中 只 有 一 个 是 
正 的 , 其 它 的 都 位 于 虚 轴 的 左边 . 分 别 记 这 些 特征 指数 为 7 和 入,… ,和 m, 满足 


Y>0> Re Xi 


由 假设 , 鞍点 O 的 不 稳定 流 形 W 是 一 维 的 , 稳定 流 形 W 是 m 维 的 . 不 稳定 
流 形 由 三 个 轨道 组 成 : 鞍点 O 本 身 以 及 两 条 分 界线 和 Ta, 假设 在 u= 0 系统 有 
鞍点 O 的 分 界线 回路 , 即 上 一 +00 时 Ti 趋 于 0. 由 此 


row’. 


除 此 以 外 , 我 们 还 假设 回路 对 p20 分 裂 : 如 果 p > 0 则 向 内 分 裂 (在 Ws 上 方 ), 如 
R p <0 则 向 外 分 裂 (在 W* FI). 
我 们 先 考虑 负 鞍 点 量 o 的 情形 


o=7+maxRe Xi <0. (13.4.1) 
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几何 上 这 意味 着 鞍点 附近 的 线性 化 流 收缩 二 维 面积 . 依次 , 这 表明 任何 两 个 截面 之 
间 的 局 部 映射 是 压缩 的 ( 见 引 理 13.3 的 证 明 ). 由 于 这 个 缘故 , 这 种 同 宿 回路 附近 的 
系统 的 动力 学 保持 简单 . 


定理 13.6 (Shilnikov [130]) ” 当 在 鞍点 的 鞍点 量 o 为 负 时 , 对 u > 0 从 同 宿 
回路 产生 单个 稳定 周期 轨道 L. t 一 too 时 分 界线 Ti 趋 于 L. 对 p < 0, 在 同 宿 回 
路 的 小 邻 域 U 内 不 存在 周期 轨道 . 当 t 一 too 时 X, 的 轨 线 或 者 趋 于 工 (或 者 趋 于 
= 0 时 的 回路 T), 或 者 趋 于 O, 或 者 离开 U. 


这 个 定理 的 定性 性 态 描述 于 图 13.4.1. 


s r pe 
3 


图 13.4.1 oo < 0 时 从 鞍点 分 界线 回路 产生 的 稳定 周期 轨道 


原先 , 这 条 定理 是 对 C? - 光滑 系统 证 明 的 . 我 们 在 这 里 强调 , 我 们 的 证 明 包括 
Ci - 类 系统 , 这 允许 我 们 直接 用 这 条 定理 到 定义 在 C! - 光滑 不 变 流 形 上 的 系统 (I 
定理 13.9). 

上 面 定 理 的 证 明基 于 对 Poincaré 映射 T= T: o To 的 研究 . 通常 , 某 两 个 截面 So 
和 S, 之 间 由 0 附近 的 轨 线 定义 的 局 部 映射 记 为 To, 以 及 由 接近 于 同 宿 回路 的 轨 
线 定义 的 从 Si 到 So 的 大 范围 映射 记 为 Ti- 

我 们 在 O 附近 引信 坐标 (u,y), ue R", y ERY, 使 得 不 稳定 流 形 在 O WF y 轴 ， 
稳定 流 形 切 于 u- 空间 . 因此 , 系统 在 O 附近 可 以 写 为 下 面 的 形式 


ù = B(u)u + plu, y, y), 
y= Hy + glu y, u), 


其 中 p 和 4g 以 及 它们 关于 (uy) 的 一 阶 导数 在 原点 等 于 零 ; 矩阵 B 的 特征 值 Xi)， 
… Am (H) 按 假设 有 负 实 部 , 特征 指数 y(u) 是 正 实数 . 

设 M+ 是 同 宿 回路 T 在 We, 上 的 某 一 点 , M- 是 了 在 We 上 的 一 点 . 我 们 选 
择 这 些 点 充分 接近 于 O 使 得 可 以 构造 两 个 与 Ta 横 截 相交 的 截面: 截面 So 通过 点 
M+, 截面 Sy 通过 点 M- (图 13.4.2). 由 于 稳定 流 形 切 于 u- 空间 , 得 知 如 果 M+ 充 
分 靠近 O, 则 在 M+ H wi £0. 回忆 u 是 以 u,- ,am 为 坐标 的 向 量 . 由 于 它们 的 


(13.4.2) 
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选择 是 任意 的 , 假设 在 M+ 有 关 0. 因此 , 我 们 可 以 选择 截面 So 为 在 w = 常数 
上 通过 M+ 的 小 面积 区 域 . 另 一 个 通过 M 的 截面 5; 是 y= 常数 上 具有 小 面积 的 
区 域 . 


图 13.4.2 ”定理 13.6 证 明 的 示意 图 . 


因此 ,ul = (ui … ,um) 为 在 Sy 上 的 坐标 , (ua) = (uuz stim) 为 So 上 
的 坐标 . 在 本 书 的 第 一 卷 的 6.2 节 ( 引 理 6.1) 我 们 已 经 证 明 


| | 所 Celo+r， (13.4.3) 
其 中 ud = Toly’, u?) ( 即 从 So 上 (u9,y°) 出 发 在 点 w 与 5! 相交 的 轨道 ), r 是 两 个 
对 应 点 之 间 的 飞行 时 间 . 由 截面 接近 O 移动 可 使 得 量 5 按 需要 充分 小 . 

在 稳定 流 形 上 的 轨道 对 所 有 正 时 间 都 停留 在 O 的 小 邻 域内 . 因此 , 对 So 上 接 
近 于 Wis。 的 点 的 飞行 时 间 r 很 长 . 从 而 , 公式 (13.4.3) 意味 着 映射 To 是 强压 缩 ( 回 
忆 由 假设 o < 0). 正如 前 面 指出 的 , 这 个 压缩 是 线性 化 流 收缩 面积 的 直接 结论 (在 引 
理 6.1 中 类 似 于 (13.4.3) 的 估计 的 证 明 是 基于 更 一 般 的 方法 ). 

注意 到 稳定 流 形 将 截面 So 分 为 两 个 部 分 , 映射 To 仅 定义 在 上 面部 分 SS (从 下 
面部 分 So 出 发 的 所 有 轨道 都 离开 O 的 小 邻 域 向 另 一 个 分 界线 Ts 靠近 , 因此 与 5; 
不 相交 ). 

正 像 二 维 情形 , 从 Sy 到 So 由 同 宿 回路 附近 系统 轨 线 定义 的 大 范围 映射 T, 是 
点 M- 的 小 邻 域 到 点 M+ 小 邻 域 的 微分 同 胚 . 从 而 它 的 导数 有 界 . 

因此 , Poincaré 映射 T = Ti o To 是 从 Sy 到 So 的 强压 缩 映射 ， 显然， a 
M € S$ 趋 于 边界 Soo = Wine So 时 , 它 的 像 TM BFA M-(p) = Ti0om st A 
此 由 连续 性 , 我 们 可 定义 


TSo = M+ (u) = TiM- (p). 
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由 假设 ,x > 0 时 回路 向 内 (在 Wis。 上方) 分 裂 , y < 0 时 回路 向 外 (在 Wis。 下 方 ) 分 
A. 这 等 价 于 下 面 的 条 件 


S$ 对 p>0, 
M*(u)€ 4 So 在 =0， 
So 对 p<0. 


引 理 13.4 BV 是 Rm 中 的 凸 闭 集 , U 是 V OTS. $ T 是 压缩 映射 
T:U 一 V. 还 假设 在 V H U 的 边界 OU MT 映 为 单个 点 M+. 则 如 果 M+ eU, 
映射 在 U 中 有 唯一 不 动 点 Me, 它 是 M+ 由 了 选 代 的 极限 . 所 有 不 进入 VU 的 轨 
线 都 趋 于 U 中 的 不 动 点 . 反之 , WIR M+ e V\U, WE U 中 不 存在 不 动 点 . 此 外 , tE 
何 轨道 经 映射 有 限 次 迭代 都 离开 U. 


注意 定理 13.6 由 这 个 引 理 直接 得 到 . 其 中 V = So, U = S$, BU = Soo, V\U = 
55， 以 及 由 于 T 是 Poincaré 映射 , EE S+ 上 的 稳定 不 动 点 对 应 于 稳定 极限 环 
(Soo = We 站 So 上 的 不 动 点 由 构造 对 应 于 同 宿 回路 r). 

为 了 证 明 上 面 的 引 理 , 将 映射 T 延 拓 到 VU E, 使 得 对 所 有 M e vU 有 
TM = M+. 这 个 扩展 映射 保持 压缩 且 将 V BA V. 因此 它 有 唯一 不 动 点 M", ER 
引 V 中 所 有 点 的 向 前 轨道 . 这 个 不 动 点 是 原 映射 T 的 不 动 点 , 只 要 它 属于 U. 否则 ， 
如 果 它 位 于 V\U, 它 是 一 个 “ 虚 的 不 动 点 "， 在 后 一 个 情形 , 由 构造 Me =TM" = 
M+. 反之 亦 然 , 如 果 M+ © V\U, 则 TM+ = M+. 这 意味 着 M+ = Me (由 不 动 点 
的 唯一 性 ). 因此 ,M* ¢ U 当 且 仅 当 M+ gU. 我 们 已 经 几乎 证 明了 这 个 引 理 . 最 后 
一 步 要 证 明 如 果 M e U, 则 M+ 的 选 代 永 不 离开 U (这 表明 这 些 选 代 收 全 于 M°). 
为 此 , 必须 注意 到 由 压缩 性 质 , 我 们 有 下 面 的 关系 


dist(T*M*, M*) = dist(T**!(@U),T**?.M"*) < dist(8U, M”), 


这 就 证 明了 我 们 的 论断 , 因此 完成 了 引 理 13.4 和 定理 13.6 的 证 明 . 

这 个 结果 给 了 我 们 周期 轨道 最 后 知道 的 一 个 主 ( 余 维 1) 稳定 性 边界 . 我 们 将 在 
下 面 看 到 (定理 13.9 和 定理 13.10) 同 宿 回路 分 支 的 其 它 情形 导致 复杂 动力 学 (F 
多 个 周期 轨道), 或 者 产生 单个 鞍点 周期 轨道 . 

所 以 , 我 们 来 考虑 正 鞍 点 量 情形 , 即 


y+, pax Re Xi>0 


(如 前 , 其 中 用 y 记 仅 有 的 一 个 正 特征 指数 , 用 An Am 记 具 有 负 实 部 的 特征 指 
数 ). 假设 最 靠近 虚 轴 的 特征 指数 是 单个 实数 , 即 


0> 和 > Re Xs. 
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入 是 复 的 情形 将 在 后 面 讨论 (定理 13.8). 
我 们 作 下 面 的 非 退 化 假设 5: 


arg we. 
(2) 扩展 不 稳定 流 形 WE ET 上 的 点 与 稳定 流 形 We BRAX (图 13.4.3). 


Wise 


图 13.4.3 ”定理 13.7 的 非 退 化 条 件 的 示意 图 : 同 宿 回 路 沿 着 主 方向 进入 鞍点 . 两 个 流 形 we 和 
We 彼此 横 堆 相交. 


传统 上 , 这 个 条 件 写 为 
A#0. 


我 们 将 在 下 面 借助 Poincaré 映射 定义 量 A. 它 类 似 于 在 13.1 WA 13.2 节 引 入 的 二 
维 情形 的 分 界线 量 4. 回忆 4 在 二 维 情形 总 是 非 零 的 . 但 是 , 在 高 维 4 的 非 零 是 一 
个 基本 假设 . 

我 们 在 这 里 考虑 的 情况 是 下 一 节 定理 13.9 的 一 个 特殊 情形 .。 从 这 个 定理 得 知 
( 应 用 改变 时 间 方向 的 系统 ) 单个 鞍点 周期 轨道 L 是 由 同 宿 回路 产生 . 它 有 mm 维稳 
定 流 形 和 二 维 不 稳定 流 形 ， 这 个 结果 类 似 于 定理 13.6. 但 是 , 注意 那 是 在 负 蒂 点 量 
情形 , 主要 结果 (产生 唯一 稳定 极限 环 ) 的 成 立 没有 任何 附加 的 非 退化 要 求 ( 主 稳定 
REA A, 没有 地 方 要 求 是 单 的 或 实数 ) 相反 , 当 鞍 点 量 是 正 时 , 非 退 化 假设 (1) 和 
(2) 的 破坏 导致 产生 更 多 的 分 支 . 我 们 将 在 13.6 节 研 究 这 个 问题 


5 回忆 强 稳定 不 变 流 形 W* 在 O 切 于 线性 化 矩阵 对 应 于 非 主 特征 指数 2,… , xm 的 特征 空 
间 . 它 是 (m — 1) 维 的 且 将 we 划分 为 两 部 分 . W* 中 不 属于 W* 的 轨道 当 + 一 +oo 时 沿 着 主 方 
MAF O. 扩展 不 稳定 流 形 是 光滑 不 变 的 , CE O 切 于 对 应 于 特征 指数 y 和 Xi 的 特征 空间 . 

5 考虑 定理 19.9 中 一 维稳 定 流 形 的 情形 并 改变 时 间 方向 . 于 是 定理 中 的 条 件 (1) 和 (2) 与 上 面 
两 个 非 退 化 假设 重合 - 


13.4 ”由 同 宿 回路 ( dim W* = 1 的 情形 ) 产 生 周期 轨道 "539 


进一步 我 们 假设 系统 是 Cr 的 , r > 2.7 在 这 种 情形 下 系统 在 O 附近 可 写 为 形式 
[ 见 13.8 节 和 公式 (13.8.28)] 


= A + fulz,y)z + fia(r, uy)u, 
u=Byut fa(z,y)x + falz, uy)u, (13.4.4) 
=m 


其 中 z e R! M y e R! RES, uc Rm-! 是 稳定 的 非 主 坐标 向 量 , B 的 特征 值 
(Azs Am) 位 于 直线 Rel) = Ar 的 左边 . 函数 fy 满足 


fa(z,0) =0, fi;(0,0,y) =0. (13.4.5) 


在 这 些 坐 标 下 稳定 流 形 局 部 地 由 y = 0 定义 , 局 部 不 稳定 流 形 由 {z = 0,u = 0} 定 
X, 强 稳定 流 形 由 {z = 0,y = 0} 定义 . 

扩展 不 稳定 流 形 Wiss 在 不 稳定 流 形 的 点 切 于 平面 v = 0. 事实 上 , t 的 方程 在 
{z = 0,u = 0} 的 绕 性 化 是 (这 里 我 们 用 了 在 z = OFF far = 0) 


ù = (Ba + faa(0,0,y(¢)))u- 


由 此 得 知 沿 着 We, 平面 u = 0 关于 线性 化 流 是 不 变 的 , 并 在 O 与 Wee MRA. 
因此 , 这 事实 上 在 Wis。 上 唯一 确定 了 WEE 的 切线 ( 见 第 一 卷 5.3 4). 

由 假设 , 回路 了 当 t 一 +00 时 沿 着 z 轴 进 入 O. 同时 它 在 t= -co 离开 O 时 
与 y 半 轴 局 部 地 重合 . 假设 了 与 O 分 别 从 正 z 和 这 边 相 连接 . 

选择 两 个 与 横 截 的 截面 So : (x = d} 和 Si : {y = d}, d > 0 是 某 个 小 数 . 用 
(vo, uo) ÌE So 上 的 坐标 , (z1,u) 为 5; 上 的 坐标 . 我 们 的 兴趣 是 在 的 小 邻 域内 会 发 
生 什么 , 因此 , 假设 对 某 小 5> 0, 在 S 上 |luo 一 utl| < 5, URE S1 E lizi, ull < ô. 
这 里 , w+ 是 点 M+(0,u+) =P.) So 的 坐标. 

局 部 映射 To : So 一 Si 在 给 定 的 坐标 下 改写 为 ( 见 13.8 节 公式 (13.8.30)) 


zi1=Wd +o(W), u =o(W), (13.4.6) 


其 中 v= jz 是 鞍点 指标 . 注意 , 在 (13.4.6) 的 右 端 只 有 oluk) 类 型 的 项 依赖 于 uo 
局 部 映射 To 定义 在 So 的 上 半 部 分 S : {yo > 0} (从 yo < 0 出 发 的 轨道 沿 着 
另外 的 不 稳定 分 界线 离开 O 的 小 邻 域 , 这 条 分 界线 局 部 地 与 y 的 负 半 轴 重合 ). 从 
(13.4.6) 立刻 看 出 , Sy 上 的 像 ToS? 是 顶点 在 点 M- (0,0) = TNS, 两 条 边 在 M- 
DE WENS (在 我 们 的 坐标 下 的 z: 轴 ) 的 曲线 三 角形 (H 13.4.4). 


了 在 Cr -情形 下 我 们 这 里 得 到 的 图 像 仍 成 立 , 但 是 当 系统 至 少 是 C? 时 , 分 析 变 得 更 加 明显 


+ 540 - 第 13 章 鞍点 平衡 态 的 同 宿 回 路 分 支 


图 13.44 ”局 部 Poincaré BEAT To 将 截面 So 的 上 半 部 分 sy RARE s 上 的 曲线 三 角形 . 
SoN Wie HALRB EM 


我 们 可 以 看 到 映射 To 沿 着 u 方向 是 强压 缩 的 , 又 由 于 v < 1 (等 价 于 o = 
+r > 0), 沿 y 方 向 是 膨胀 的 8 即 
z >i. 
由 O 的 小 邻 域外 接近 于 T 的 轨 线 的 流 定义 大 范围 映射 Ti : Sy 一 So. 在 Sy 上 
原点 M- 的 小 邻 域内 , 映射 T 可 以 写 为 形式 
加 =A+ailzl 十 Qi2u1 十 …， (13.4.7) 
fig = ut (p) +22; 十 az2ul 十 
其 中 p LOA WSR. 如 果 我 们 记 M+ (u) =T: (u) N So = TM W (u, ut (u)) 
是 这 点 的 坐标 . 由 定义 在 由 = 0, M+ E WE.) So. M u > CRH, A M+) 位 于 Sf 
内 , 即 回路 向 内 分 裂 . 当 u < 0 时 , 点 M+(p) 位 于 55 内 , 即 回路 向 外 分 列 ， 
由 于 Ti 是 微分 同 胚 , 我 人 有 


an az 
an an 


5 我 们 已 经 在 2.4 WR RTA REMUER. R C! - 光滑 的 非 线性 
系统 , 这 个 图 像 由 6.2 节 证 明 的 估计 得 到 . 事实 上 , 由 引 理 6.3 得 知 , 在 我 们 的 情形 , So 的 任何 直线 
{uo = 常数 , vo > 0} 在 To 下 的 像 是 在 Sı 上 的 曲线 

ui = tmoc(d 21,40), 71 20, 
其 中 we 是 光滑 函数 , 它 与 它 关 于 zi 的 一 阶 导数 在 z = 0 处 恒 等 于 零 . 因此 , 对 任何 固定 的 uo, 
这 条 曲线 在 点 M- 切 于 zi 轴 . 因此 , 整个 集合 TOSS 是 切 于 r: MMRR. 由 引 理 6.1 沿 "一 方 
向 压缩 , 沿 y - 方向 膨胀 . 注意 , 我 们 这 里 的 记号 与 6.2 节 的 不 同 . 为 了 与 引 理 6.1 一 引 理 6.3 的 对 
应 , 我们 必须 作 下 面 的 置换 : 6.2 WEB Tioe ERAT BOM To Ai, 这 里 的 截面 So 和 Sy 分 别 
是 62 节 中 的 sot 和 sn. 最 后 , 引 理 63 中 Sia 上 的 坐标 (u0, yP, w0) 和 Sot EAGAI (ut, w?) 
分 别 对 应 于 这 里 的 Sy 上 的 坐标 (y = d zhuvwa) 和 So 上 的 坐标 (vo, uo). 


A= #0 
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(此 外 , 当 流 定义 在 RH 内 或 者 在 可 定向 的 流 形 上 时 A > 0). 也 得 知 an 和 an 不 
可 能 同时 为 零 . 然而 , 系数 a 可 单独 为 零 . 记 an = A. 由 定义 ， 
ĝo 
ZAM 
注意 到 wE 和 Ws 在 TT 上 的 模 夫 性 事实 上 等 价 于 条 件 4 关 0， 另 外 , 截面 上 
坐标 的 选择 在 这 里 是 重要 的 : 由 于 我 们 取 zi 轴 切 于 直线 WENS, 这 条 直线 的 像 


TWEEN SI) 与 {vo = 0} = Wie So HARARE, 当 且 仅 当 B22 4 o, 

结合 公式 (13.4.6) 和 (13.4.7), 我 们 得 到 Poincaré 映射 了 Paar ARS: 

g= u+ Ay’ + oly”), 
= u+ (u) + amy” + oly") 

(我 们 在 这 里 去 掉 了 下 标 “0 并 尺度 化 变量 使 得 (13.4.6) 中 的 d = 1. 右 端 关于 的 
依赖 性 包含 在 oly”) 项 中 ). 注意 到 分 界线 量 4 是 作为 Poincaré 映射 中 也 渐 近 式 的 
EM yw 前 的 系数 出 现 的 

因此 , 如 果 A # 0, 则 映射 T= Ti o To 与 局 部 映射 Th 有 相同 的 性 质 , BI: 沿 u 
方向 压缩 , 沿 y - 方向 膨胀 , 即 它 是 鞍点 映射 ( 见 3.15 节 ). So LAR TS 类似 于 
图 13.4.5 所 示 . 注意 到 A < 0 时 TSf A S$ = o, 就 是 说 , 在 这 种 情形 下 , 从 同 宿 回 
路 小 邻 域内 出 发 的 任何 轨道 在 回路 附近 经 过 一 次 迭代 以 后 就 必须 离开 这 个 邻 域 . 反 
之 , 在 A > 0 的 情形 , 交 TSS NSI 非 空 . 对 SF 中 的 任何 垂直 线 uo = 常数 , CER 
射 7 的 选 代 下 将 位 于 S$ 中 , 并 收敛 于 从 点 M+ = 工 门 So 出 发 的 T 的 光滑 不 变 曲 
Bane 


A= (13.4.8) 


(13.4.9) 


40 4<0 


图 13.45 So St MIR TSS RMR, A> 0 MERE 5+, 或 者 当 A < 0 时 它 映 为 关于 
Wie N So 的 倒置 模 . A > 0 时 存在 映射 的 不 变 曲线 (5. 

图 13.4.6 (Ay > 0) 和 图 13.4.7 (Au < 0) 显示 Sd 在 映射 作用 下 的 像 当 回路 
分 裂 时 是 如 何 移动 的 . 在 任何 情形 , 由 于 映射 7 对 u- 变量 是 压缩 , 对 y 是 膨胀 , 故 
在 So 它 有 与 {yo = 0} 横 截 的 光滑 吸引 的 不 变 曲线 lo(j). 
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从 lo(u) 出 发 的 轨 线 组 成 流 的 二 维 吸引 不 变 流 形 Mu 这 个 流 形 在 同 宿 回路 小 
邻 域内 的 存在 性 证 明 , 由 6.1 节 的 定理 6.2 给 出 , 定理 的 假设 在 所 考虑 的 情形 下 与 我 
们 的 条 件 (1) 和 (2) 相 重合 . 


4>0p>0 
AS0,H<O 


图 13.4.6 SPRISSLER. 


fo) 


4>0 #<0 aans 


图 13.4.7 不 动 点 M* 对 应 于 由 同 宿 回路 产生 的 鞍点 周期 轨道 . 当 A > 0 时 它 的 不 稳定 乘 子 是 正 
的 , 在 情形 A < 0 它 是 负 的 . 


TOE M, 包含 对 所 有 负 时 间 位 于 小 邻 域 U 内 的 所 有 轨 线 . 在 O 附近 流 形 
M, 与 扩展 不 稳定 流 形 Wiss( 不 唯一 ) 重合 . 因此 , 如 果 我 们 记 hlu) = M,N Sa, M 
4(p) 在 点 M- 与 z1 轴 相 切 . 由 于 My 是 不 变 流 形 , 从 l (u) 出 发 的 轨道 必须 在 at) 
的 点 与 So 相交 , BD Tala (14) = lo(u). 由 (13.4.7) 和 (13.4.8) 得 知 在 lo(u) 的 点 处 , 如 
果 4 < 0 流 形 M, 与 它 自己 的 反 定 向 黏合 , 或 者 A > 0 时 与 它 的 相同 定向 答 合 . 故 
4 > 0 时 M, 是 环 域 , 4 < 0 时 它 是 Möbius 带 ( 见 图 13.4.8). 

当 限制 在 不 变 曲 线 lolu) 上 时 , 映射 T 是 一 维 及 胀 映射 , 当 4 > 0 时 是 单 请 递 
增 的 , 当 A < 0 时 是 单调 递减 的 . 这 种 映射 的 Lamerey 图 如 13.2 节 的 图 13.2.5 和 
13.2.6 所 示 . 因此 我 们 可 以 看 到 , 如 果 Ap > 0, 则 在 T 的 迭代 下 所 有 轨 线 都 离开 
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w © 


图 13.4.8 (a) 当 4 > 0 时 不 变 流 形 M, 是 可 定向 曲 而 , 或 者 (b) 当 A < 0 时 是 Mobius HY. 


Sf. 如 果 Ap < 0, 则 映射 HE lolu) 上 有 不 稳定 不 动 点 M* (u). 由 于 压缩 是 沿 着 与 
lolu) 横 截 的 方向 , 点 Me (u) 是 So 中 的 鞍点 . 
下 面 的 不 动 点 坐标 容易 从 (13.4.9) 得 到 : 


a 
oo (E)" 
由 于 Poincaré 映射 的 不 动 点 对 应 于 流 的 周期 轨道 , 我 们 可 以 叙述 下 面 的 一 个 结 
SR ( 见 图 13.4.9): 


定理 13.7 ”如 果 具 有 正 革 点 量 的 鞍点 同 宿 回路 满足 条 件 (1) 和 (2), 则 当 
Ap < 0 时 从 回路 产生 单个 鞍点 周期 轨道 Llu). A > 0 时 L(y) 的 不 稳定 流 形 是 二 维 
可 定向 的 (于 是 只 存在 一 个 正 乘 子 大 于 1), 或 者 当 A < 0 时 不 可 定向 (于 是 按 绝对 
值 大 于 1 的 乘 子 是 负 的 ) 对 Au > 0 不 存在 对 所 有 时 间 都 位 于 小 邻 域 U 内 的 轨 
M (除了 平衡 态 0). Ap < 0 时 几乎 所 有 的 轨道 都 离开 U. 例外 的 是 O, 以 及 一 条 
以 荆 为 它 的 c - 极限 , O 为 它 的 w - 极限 的 异 宿 轨道 


在 截面 So 上 , 不 动 点 M° (u) 的 局 部 不 稳定 流 形 是 通过 这 一 点 的 不 变 曲线 lo(y) 
的 一 小 段 ，5o。 上 Miu) 的 整个 不 稳定 流 形 可 以 通过 映射 T 对 局 部 不 稳定 流 形 的 
选 代 来 得 到 ， 由 于 映射 7 的 定义 域 sf 由 曲面 {yo = 0} = Wisc(0) 门 5o 界定 ， 
M'u) 的 不 稳定 流 形 由 这 个 曲面 的 像 界定 . 因此 当 A > 0 时 , 它 是 由 点 MY+(A) = 
TiM- = Fit) 站 So REH lo(u) 的 一 部 分 , 或 者 当 A < 0 时 是 lolu) 在 点 M+ (u) 和 
点 TUM+() 之 间 的 部 分 ( 见 图 13.4.7). 当 u — 0 Rt, M° (u) 的 不 稳定 流 形 当 A > 0 
时 趋 于 不 变 曲线 IS, 或 者 A < 0 时 收缩 到 点 M+. M*(j) 的 稳定 流 形 趋 于 {yo = 0}. 

5 这 条 轨道 是 在 不 变 流 形 M, 上 O 的 稳定 分 界线 - 
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图 13.4.9 ASA TEBE A ROS B AF Te A a al. 


由 构造 , 曲线 过 是 不 变 流 形 Mo 与 Sf 的 交 . 如 果 A > 0, If 上 点 的 向 后 轨 
道 在 p = 0 趋 于 点 M+ = T 门 5 从而, 在 情形 A > 0, 从 不 变 流 形 Mo LAF RBS} 
(yo > 0) 出 发 的 所 有 轨道 以 同 宿 回路 T 为 它们 的 a -极限 (也 见 13.2 节 的 注 4). 由 
于 流 形 Mo 是 吸引 的 , 它 必须 排斥 向 后 半 轨 道 . 因此 , 不 可 能 存在 其 它 的 以 T H a- 
极限 的 轨道 . 由 此 得 知 , 对 A > 0, Mo 的 上 半 部 分 是 唯一 确定 的 回路 T 的 不 稳定 流 
形 (图 13.4.10). 


aa 


图 13.4.10 ”具有 正 鞍点 量 的 鞍点 可 定向 同 宿 回路 (4 > 0) 有 不 稳定 不 变 流 形 


M p £0 BY, Poincaré 映射 的 不 动 点 M (u) 对 应 于 流 的 鞍点 周期 轨道 L(y). 
Lu) 的 不 稳定 流 形 交 于 O 的 稳定 流 形 , 因此 它 以 不 稳定 分 界线 Ti WF. 由 上 面 
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Lis 


Wise 


图 13.4.11 STK A 的 鞍点 同 宿 回 路 附近 稳定 流 形 Wwe 向 后 时 间 的 性 态 , 只 要 非 退 化 性 假设 成 
a 


分 析 得 知 , 当 A > 0 时 Liu) 的 不 稳定 流 形 是 二 维 柱 面 , 当 /一 -0 EGF T 的 不 
稳定 流 形 . 当 4 < 0 时 L(y) 的 不 稳定 流 形 是 M5bius 带 , 当 p — +0 时 它 收缩 到 工 , 

Muon, L(u) 的 稳定 流 形 趋 于 包含 的 W*(O)\W**(O) 的 分 枝 Wh. WE 
ZED 的 小 邻 域 U 内 的 特征 形式 如 图 13.4.11 所 示 . 这 里 , 局 部 稳定 流 形 可 以 沿 着 T 
按 向 后 时 间 延 拓 , 故 它 回 到 O 的 小 邻 域 . 由 于 A 关 0, 流 形 We 与 WEP 横 截 相交 ， 
因此 当 上 一 -oo 时 它 以 流 形 W 为 极限 . We 的 这 个 几何 性 态 是 4 的 值 非 零 的 直 
接 结论 . 但 是 要 注意 , 在 某 些 情形 , 即使 A = 0, 流 形 We 仍 可 以 以 wee 为 向 后 时 间 
的 极限 . 

HE o < 0 的 情形 也 应 注意 , 我 们 有 相同 的 几何 性 态 , 只 要 下 面 的 两 个 条 件 满足 : 


(1) 主 特 征 值 A, 是 单 的 实数 . 
(2) 同 宿 回路 T 不 属于 强 稳定 流 形 , 以 及 A #0. 


这 里 映射 了 仍 有 吸引 的 不 变 曲线 lolu), 但 是 (在 < 0 的 情形 ) 映射 了 在 lolu) 
上 是 压缩 的 . 因此 同 宿 回路 T A> 0 时 具有 稳定 流 形 , 即 以 T 为 w - 极限 的 点 
集 . 这 个 集合 由 通过 截面 So 的 上 半 部 分 5i 的 所 有 轨 线 组 成 , 并 以 We 的 闭 包 为 
界 . 注意 , 同 宿 回路 的 稳定 或 不 稳定 流 形 的 可 存在 性 打开 了 可 出 现 所谓 超 同 宿 ( 同 宿 
到 同 宿 ) 轨道 的 道路 , 它 本 质 上 丰富 了 动力 学 . 建议 读者 参考 [69,157,159]. 

正如 我 们 在 上 面 看 到 的 , 具有 实 主 特征 值 的 鞍点 同 宿 回路 附近 的 动力 学 本 质 上 
是 二 维 的 . 当 我 们 考虑 鞍 - 焦点 时 出 现 了 新 现象. 即 我 们 取 鞍 - 焦点 平衡 态 0 NE 
- 焦点 型 (2,1) ( 按 27 节 引入 的 记号 ) 的 Cr - 光滑 系统 (r > 2). 换 句 话说 , 假设 平 
衡 态 只 有 一 个 正 特征 指数 y> 0, 而 其 它 特征 指数 Xi, A2,…… , 和 m 具有 负 实 部 . 此 外 ， 
我 们 也 假设 主 (最 靠近 虚 轴 ) BERBE A 和 X2: 


入 a = -p 土 种 ，ReN <-p<0 (j=3,---,m) 
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组 成 . 由 时 间 尺 度 化 , 我 们 总 可 以 使 得 y = 1, 在 整个 这 一 节 都 这 么 假设 . 因此 , 情形 
p > 1 在 这 里 对 应 于 负 装 点 量 ( 故 这 包含 在 定理 13.6 H). FR, 我 们 在 这 里 将 主要 
集中 考虑 情形 p < 1 (ERE). 

O 的 不 稳定 流 形 WY 和 稳定 流 形 Ws 分 别 是 一 维和 n 维 的 . 不 稳定 流 形 是 O 
和 两 条 分 界线 Ti 和 Ts 的 并 . 由 定义 当 t 一 -oo 时 Ti BF O. 假设 分 界线 之 一 
(Ti) 当 + 一 +00 时 趋 于 O, 从 而 形成 同 宿 回 路 工 (图 13.4.12). 


CG) 


图 13.4.12 鞍 - 焦 点 同 宿 回路 


在 下 的 小 邻 域内 相 空间 的 结构 依赖 于 鞍点 指标 p 的 符号 . 我 们 将 看 到 轨 线 在 
邻 域内 的 性 态 在 情形 p > 1 (简单 动力 学 ) 和 情形 p < 1 (复杂 动力 学 ) 有 本 质 的 差别 . 
我 们 的 研究 是 基于 通过 局 部 映射 To : So 一 S 和 大 范围 映射 Ti : 51 一 So 的 到 
加 来 构造 Poincaré 映射 T. 其 中 So 和 S, 是 与 工 的 适当 配合 的 截面 
由 本 书 第 一 卷 附录 A 的 结果 (也 可 看 13.8 节 的 公式 (13.8.28)), 通过 某 个 关于 
坐标 和 时 间 的 Cr-: - 变换 , 在 O 附近 的 系统 可 化 为 形式 
ż = pz; — wra + fii(z,y)z + fia(z, u, y)u, 
ża = wr — paz + far(z,y)z + falz, u, y)u, (13.4.0) 
ù= But fa(z,y)z + faa(2,u,y)u, 
j=y, 
其 中 ue Rm-? 是 非 主 坐标 向 量 , 矩阵 B 的 特征 值 是 (Na,… Am). Co? -函数 所; 
满足 
fa(z,0) =0, fi3(0,0,y) =0, —f25(0,0,y) = 0. (13.4.11) 


在 这 些 坐 标 下 不 变 流 形 被 局 部 直 化 : 它们 的 方程 分 别 是 Wis。 = {z = 0,u = 0} 
和 We, = {y = 0}. 此 外 , 系统 在 稳定 流 形 上 关于 主 坐 标 (zi, zz) 是 线性 的 . 
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假设 在 t= —o0, T By 的 正方 向 离开 O, 即 它 与 y 的 正 半 轴 局 部 重合 . 因此 , 对 
某 小 d > 0, 我 们 可 以 选取 截面 51 为 y= d. 

当 分 界线 回 到 O 时 , 它 位 于 稳定 流 形 y = 0 上 . 如 果 系统 的 阶 数 大 于 3, 我 们 
将 假设 T 不 属于 强 稳定 流 形 We. 回忆 w 是 光滑 不 变 流 形 , CE O HF u- 2 
间 , 以 及 当 (13.4.11) 满足 时 , W“ = {z = 0,y = 0}. 回忆 由 2.6 节 和 2.7 节 得 知 , 从 
WAW” (因此 也 从 分 界线 T) 出 发 的 任何 轨 线 沿 着 主 平面 u = 0 趋 于 O, 因此 它 在 
这 个 平面 的 投影 是 螺 线 , 且 与 z 的 正 半 轴 相交 无 穷 多 次 . 设 M+(z+ > 0,0,u+,0) 
是 了 上 的 对 应 点 . 取 通 过 这 点 的 截面 So: {12 = 0}. 

由 13.8 节 (AL (13.8.30)—(13.8.33)] 得 知 ,在 t=0 KM z = (zo,0),u = uo 出 发 并 
HE t= r 终止 于 y=d HOW (z(t), u(t), y(t) 必须 满足 关系 式 


y(0) = ed 


2(r) = exp f (¥ | (2) + o(e-r"), (13.4.12) 
w -p oa 


u(r) = ole”), 
其 中 项 ole-e) 表示 (zo,uo,7) 的 某 个 C - 光滑 函数 , 它 以 及 它 所 有 直到 (r - 1) 
阶 的 导数 衰减 到 零 的 速度 快 于 e Pr. 
现在 我 们 计算 从 点 (zo, uo, yo) € So 到 Sı 的 飞行 时 间 
T= -nn 的. 
将 这 个 表达 式 代入 (13.4.12), 我 们 得 到 下 面 的 由 O 附近 的 流 的 轨 线 表示 的 局 部 映射 
To : (a0, to, Yo) 一 (zh 2, tx) € S: 2 的 公式 ; 


° d 
a = zo (H) cos win © + ov), 
m=20 (BY sin vin & + olub), (13.4.13) 


un = oly). 


这 里 ,项 oluf) 关于 (wo, uo, yo) 的 直到 (r - 1) 阶 的 导数 有 如 otyg °) 的 估计 ， 其 中 a 
是 关于 w 的 微分 次 数 . 

注意 到 映射 To 仅 对 yo > 0 有 定义 . 选择 小 5 > 0, 并 令 Sf 是 So 上 的 长 方形 
{lzo-zt|<5， |Iuo—u*|| <4, 0< yo <5} (NZ (2*,u*, 0) bak M+ =T N So fH 
坐标 ). 从 公式 (13.4.13) 我 们 可 以 看 到 S: 中 的 像 ToS 看 上 去 像 “ 蛇 形 "( 图 13.4.13)， 
它 沿 着 平面 m = 0 螺旋 进入 点 M-(0,0,0) = 由 S， (我 们 已 经 在 2.4 节 详细 描述 
过 这 个 形状 ). 由 连续 性 , 我 们 用 To(Wis。 门 50) = M- 定义 在 yo = 0 MBL To. 
TO RRA u iE S, EAG u- EPR, M uo 记 So 上 的 u- 坐标 - 
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图 13.4.13 BR - 焦点 附近 的 层 部 Poincaré BUM To. 
大 范围 映射 Ti : Sy 一 So 由 位 于 O 的 小 邻 域 之 外 的 段 邻近 的 轨 线 定义 , 映 
射 是 微分 同 胚 , 它 将 点 M- 映 为 点 M+, 因此 可 以 表示 为 
Žo = 2+ 十 anZ1 tar + a t+", 


Go = anıtı + a2272 + Q23U1 十 … » (13.4.14) 


üo = ut 十 as171 + G3272 + asst 十 


Az Va +a} #0. (13.4.15) 


注意 , 这 个 条 件 对 三 维系 统 自动 满足 , 那里 不 存在 非 主 u - 坐标 . 这 时 大 范围 映射 取 
形式 


我 们 将 要 求 


Zo = zt tant: + al2z2 十 ， 


Go = anti 十 02272 十 … 


由 于 大 范围 映射 必须 是 微分 同 胚 , 得 知 big” 2) 40, 这 实际 上 得 到 (13.4.15). 


在 维 数 大 于 3 时 , 条 件 A AO 本 质 上 是 非 旭 化 条 件 我 们 利用 坐标 变换 使 得 系 
统 局 部 地 有 形式 (13.4.10) 且 恒等式 (13.4.11) 成 立 , 这 是 很 重要 的 ， 在 这 些 坐标 下 
Wis 与 So 的 交 是 直线 yo = 0, 扩展 不 稳定 流 形 WHE 与 S 的 交 与 空间 u = 0 相 切 
(扩展 不 稳定 流 形 是 光滑 不 变 流 形 , 它 在 O 与 Wize BAR). 因此 , 从 (13.4.14) 我 们 可 
以 看 到 条 件 A #0 等 价 于 TWEENS) 和 Wa N So 在 点 M+ 的 模 截 性 条 件 , 即 
等 价 于 扩展 不 稳定 流 形 W 与 稳定 流 形 W 在 同 宿 回路 T 上 点 的 模 截 性 条 件 . 
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由 公式 (13.4.13) 和 (13.4.14) 得 知 Poincaré 映射 = Ti o To 的 下 面 表达 式 : 


§ = Azy? cos wind +8) + 


w 


ante + Arzy? os (win +61) +o"), (13.4.16) 
a= utd + Anay cos (win E +2) +040") 


其 中 (z,u,y) = (zo, uo, yo)d™} 以 及 Ar, 2,0,01,02 是 某 些 常数 . 
Tost 在 微分 同 胚 T, 下 的 像 也 有 螺旋 形 . CE M+ 附近 与 Wo 相交 无 穷 多 次 
事实 上 , 从 (13.4.16) 立刻 看 到 3 = 0 的 原 像 T- (Wi. N So) 由 曲面 的 无 穷 序列 


l : y = ye(z,u) = Ce-**/#(1 + o(1)k—+o0) (13.4.17) 


组 成 , 其 中 C = el0~"/2/。 E k RANA EKER. i k 一 +oo 时 这 些 曲面 
凝聚 在 y = 0 上 . 由 构造, 它们 是 O 的 (大 范围 ) 稳定 流 形 与 So 的 交 . 因此 , 稳定 流 
形 在 这 里 是 自 极限 的 ( 它 有 螺旋 面 形状 , 如 图 13.4.14 所 示 )- 


K 


Misaia Be- AARIA ENEKI TE) i EIB F ÉA a TT 


设 on 是 5 中 由 lasi 和 lzx 所 围 的 区 域 . 由 构造 , Si 上 不 属于 “ 带 域 "ou 的 
并 的 点 在 Poincaré 映射 T 下 的 像 落 入 区 域 y < 0. 因此 , 它们 的 轨道 离开 回路 的 邻 
域 . 从 而 我 们 只 限于 考虑 带 域 cx- 

每 个 带 域 的 像 Tok 是 曲面 y = 0 “HE” 的 一 图 的 一 半 ( 见 图 13.4.15). 注意 
到 它 有 明显 的 马蹄 形 . 由 (13.4.16) 和 (13.4.17) 得 知 第 个 马蹄 的 顶部 对 应 于 


y~ ~ earel, 


T 注意 由 假设 4 > 0, 以 及 z > 0, 因为 = 接近 于 z+ (点 M+ = rN So 的 坐标 ), 它 是 正 的 . 回 
忆 z+ 40, 因为 由 假设 r 不 位 于 强 稳定 流 形 内 . 


550 - 第 13 章 ”鞍点 平衡 态 的 同 宿 回路 分 支 


因此 , 4 p > 1 时 , ok 和 To 之 间 没有 交点 . 另 一 方面 , 当 p < 工时 , 交 Tor Mon 非 
空 并 由 两 个 连通 分 支 组 成 (图 13.4.16). 几何 上 显然 在 每 一 个 分 支 上 存在 T 的 一 个 
不 动 点 .12 


RW 
| g WE 


a 
/NN 
wW Fan 


p> pat 
图 13.416 Xf p>1 Alp <1 ox UR Poincaré 映射 的 像 Tox 的 位 置 
Poincaré 映射 T 的 不 动 点 对 应 于 系统 的 周期 轨道 . 因此 , 我们 几乎 证 明了 下 面 
的 定理 
定理 13.8 AR p < 1, 则 在 回路 的 任何 邻 域内 存在 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 . 


这 个 定理 是 关于 鞍 - 焦点 同 宿 回路 附近 复杂 动力 学 更 一 般 论 断 [ 还 包括 高 维 
不 稳定 流 形 以 及 (2,1) 和 (2,2) SURE - 焦点 ] 的 一 部 分 [136]. 条 件 p < 1 如 同 熟 知 
的 Shilnikov 条 件 在 这 里 也 是 非常 重要 的 , 因为 在 同 宿 回路 附近 相 空间 的 结构 与 定理 
13.6 包含 的 情形 p > 1 相 比 有 着 很 大 的 改变 . 在 边界 情形 p = 1 的 主要 分 支 , [29] 


2 我 们 看 到 的 类 似 于 著名 的 Smale 马蹄- 
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中 第 一 个 考虑 当 对 系统 进行 小 扰动 时 所 引起 的 从 简单 动力 学 (p > 1) 到 复杂 动力 学 
(p < 1) 的 同 宿 爆炸 . 


证 明 ”由 (13.4.16) 给 出 的 Poincaré 映射 T 的 不 动 点 由 下 面 方程 求 得 
y = Any? cos wine +0) + oly"), 
z= rtd + Airy? cos wind +0 + oly”), (13.4.18) 
usutd + Azzy” cos (omi +62) + oly”). 
z 和 + 的 值 由 第 二 个 和 第 三 个 方程 唯一 确定 ; 
g=atd*+O(y’), u=u+d + O(P). (13.4.19) 


将 这 些 表达 式 代 入 (13.4.18) 的 第 一 个 方程 , 得 到 不 动 点 的 y - 坐标 的 下 面 方程 : 


cos (win 5 +0) + oly). (13.4.20) 
Yy 


这 个 方程 右 端的 图 像 如 图 13.4.17 所 示 . 当 p < 1 时 [图 13.4.17(b)j, 存在 凝聚 于 零 的 
无 穷 多 个 根 : 


uh = Ce~**/*(1 + 0(1)k++00)) (13.4.21) 


其 中 C = e-d, 


J as 5 as 
@ 外 


图 13417 对 (a) p>1 和 (b)p<1 模 拟 的 一 维 Poincaré 映射- 
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映射 T 在 对 应 的 不 动 点 的 Jacobi 矩阵 为 [ 见 (13.4.16), (13.4.19) 和 (13.4.21)] 


CoM DAD) OG) OCR) 
Own) Owi) oo | 人 
oir) ONI) OCC”) 
HF k — +00 Bt yz — 0, FA (yz)? 一 0 和 (yi) 一 +00 (回忆 p < 1). 现在 容易 
看 到 矩阵 (13.4.22) 仅 有 一 个 特征 值 
(tit ~ enau), 


其 绝对 值 大 于 1, 其 它 所 有 的 特征 值 当 上 一 +00 HBTS. 

我 们 已 经 证 明 映射 T 的 无 穷 多 个 鞍点 不 动 点 的 存在 性 , 它们 对 应 于 系统 的 无 穷 
多 个 鞍点 周期 轨道 (具有 二 维 不 稳定 和 m 维稳 定 流 形 )， 对 应 于 偶数 的 周期 轨道 
有 负 的 不 稳定 乘 子 , 它们 的 不 稳定 流 形 是 不 可 定向 的 .对 应 于 奇数 k 的 周期 轨道 有 
正 不 稳定 乘 子 , 因此 不 稳定 流 形 可 定向 . 

第 人 个 不 动 点 的 y - 坐标 当 k 一 +00 时 趋 于 零 , 故 z - 坐标 趋 于 rt, 以 及 
u- 坐标 趋 于 w+ [ 见 (13.4.19)]. 因此 , 这 些 周期 轨道 凝聚 到 同 宿 回路 T. 证 明 完毕 . 

注 ”注意 , 鞍 - 焦点 同 宿 回路 附近 的 Poincaré 映射 的 不 动 点 问题 可 化 为 一 维 映 
射 

p= Ay’ cos (om3 +0) + oly") 


的 不 动 点 的 研究 . 事实 上 , 这 个 映射 可 捕获 到 这 样 的 同 宿 回路 附近 的 许多 (虽然 不 是 
全 部 ) 动力 学 特性 
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下 面 我 们 考虑 O 的 不 稳定 流 形 的 维 数 n > 1 的 一 般 情 形 . 设 m，… ,Yn 是 具有 
正 实 部 的 特征 指数 , 排序 如 下 
0<Rem <Rem<.<Rem. 
假设 鞍点 量 是 负 的 
o=Red +Ren <0, (13.5.1) 


即 最 接近 于 虚 轴 的 特征 指数 具有 正 实 部 . 
显然 , 如 果 o > 0, 我 们 总 可 以 改变 时 间 方向 使 得 它 为 负 - 
几何 上 , 我 们 可 以 假设 如 果 主 指数 n 是 实数 , 则 


m<Rem (i=2,---,n), (13.5.2) 
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以 及 如 果 m 是 复数 , 则 
Rey =Req2<Rey% (i=3,---,n). (13.5.3) 


为 了 区 别 这 两 种 情形 , 为 简单 起 见 , 我 们 称 第 一 情形 的 平衡 态 为 鞍点 ， 第 二 情形 的 
为 鞍 - 焦点 ， 注 意 这 个 术语 不 同 于 我 们 在 本 书 整个 第 一 卷 中 用 过 的 术语 . 就 是 说 ， 
在 这 一 节 我 们 不 考虑 主 特征 指数 A 是 实数 还 是 复数 .因此 , 在 这 特殊 的 一 节 , 如 果 
(13.5.1) 和 (13.5.2) 满足 , 我 们 就 称 O 为 鞍点 , 即使 A, 是 复数 . 

现在 我 们 再 作 两 个 非 退 化 假设 . 就 是 说 , 我 们 假定 


(1) 同 宿 回路 了 不 属于 强 不 稳定 流 形 W**. 回忆 (2.6 WA 2.7 节 ) 鞍点 的 不 稳 
定 流 形 有 一 个 特殊 的 子 集 一 光滑 的 强 不 稳定 不 变 流 形 Ww. 它 在 O 切 于 线性 化 
和 矩阵 的 特征 空间 , 这 个 空间 对 应 于 鞍点 情形 的 非 主 特征 指数 ?2,… ,7m, 或 者 在 车 - 
焦点 情形 对 应 于 ys,… an. WY 的 不 属于 W 的 轨 线 , 在 鞍点 情形 当 t 一 -o0 时 
沿 着 主 方向 (对 应 于 主 特征 指数 n 的 特征 向 量 ) 趋 于 O, REER - 焦点 情形 沿 着 
二 维 主 平面 (对 应 于 主 特征 指数 y 和 x 的 特征 平面 ) AMEE O. 

换 句 话说 , 我 们 假设 当 + 一 -co 时 同 宿 回路 趋 于 O 有 上 面 描述 的 两 个 方式 之 
一 . 原则 上 , 这 并 不 是 强 限制 , 因为 它 在 分 支 曲 面 上 定义 了 一 个 开 的 稠密 子 集 : 如 果 
对 某 系 统 T 位 于 W E, 则 经 任意 小 光滑 扰动 可 将 它 推 到 W*\W 中 . 

(2) 扩展 稳定 流 形 W" 与 不 稳定 流 形 We 在 T 上 的 点 横 截 相交 . 回忆 (2.7 节 ) 
二 维 局 部 不 变 流 形 W*5 在 O 分 别 切 于 线性 化 矩阵 对 应 于 稳定 特征 指数 入,… Am 
和 主 不 稳定 指数 y (鞍点 情形 ), 或 者 n.a ( 鞍 - 焦点 情形 ) 的 特征 空间 . 由 于 它 包含 
局 部 稳定 流 形 , 它 也 包含 同 宿 回路 T. 在 了 附近 沿 着 向 后 轨道 的 延 拓 大 范围 定义 了 
不 变 流 形 WE. 局 部 (因此 大 范围 ) 扩展 稳定 流 形 不 是 唯一 的 , 但 是 任何 两 个 这 样 的 
流 形 在 稳定 流 形 的 任何 点 彼此 相 切 . 因此 , 我 们 的 横 截 性 条 件 是 适 定 的 . 

注意 , 在 鞍点 情形 (x 是 实数 ), 在 不 属于 强 不 稳定 流 形 W 的 任何 点 的 不 稳定 
流 形 的 切线 张 成 相 迷 度 向 量 且 强 不 稳定 叶 层 天 * 的 叶片 的 切线 通过 这 个 给 定点 . 
由 于 WE 是 不 变 流 形 , 它 由 整 条 轨 线 组 成 . 因此 , 它 的 切线 也 包含 相 速度 向 量 ， 从 
而 , 在 鞍点 情形 WE 与 W™ 的 横 截 性 等 价 于 W*5 与 叶 层 F 的 模 截 性 . 


在 鞍点 情形 现在 我 们 得 注意 , 上 面 的 假设 与 本 书 第 一 卷 6.1 节 的 定理 6.1 的 条 
件 重合 . 这 个 定理 建立 了 (具有 同 宿 回路 的 系统 自己 和 附近 的 系统 的 )(m+1) 维 (C*) 
光滑 排斥 不 变 流 形 M 的 存在 性 , 这 个 流 形 包含 对 所 有 正 时 间 位 于 的 小 邻 域 V 内 
的 所 有 轨道 ,由 此 得 知 , RAF T 的 分 支 问题 在 这 里 可 以 化 为 在 流 形 M 上 的 分 
支 问题 . 

在 鞍点 O 的 小 邻 域内 , 这 个 不 变 流 形 与 某 个 扩展 稳定 流 形 Woe 重合 . 因此 后 
面 的 流 形 在 O 切 于 对 应 于 特征 指数 y 和 Ar,- , Xm 的 特征 空间 . 从 而 , 限制 在 M 


13 这 是 在 O 附近 与 主 方向 横 截 的 唯一 确定 的 W* 的 不 变 叶 层 , 见 6.1 节 . 
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上 的 系统 的 鞍点 平衡 态 有 一 维 (对 应 于 y) 不 稳定 流 形 和 m 维稳 定 流 形 (对 应 于 
入 ,… Am). 相应 的 鞍点 量 是 负 的 . 在 这 种 情况 同 宿 回路 分 支 由 定理 13.6 刻画 . 现 
在 , 回忆 At 是 排斥 流 形 , 即 流 在 与 M 横 截 的 方向 是 膨胀 的 . 故 从 At 上 的 鞍点 分 
支出 的 稳定 周期 轨道 (按照 定理 13.6) 事实 上 是 整个 系统 的 具有 n 维 不 稳定 流 形 的 
鞍点 周期 轨道 , 因此 , 我 们 得 到 了 下 面 结果 


定理 13.9 (Shilnikov [134]) ” 设 具 有 鞍点 量 o < 0 的 鞍点 O 有 同 宿 回路 T, 
它 满足 非 退 化 条 件 (1) 和 (2). $ U Æ T 的 小 邻 域 . 如 果 同 宿 回路 在 不 变 流 形 M 上 
向 内 分 裂 , 则 产生 具有 n 维 不 稳定 流 形 的 单个 周期 轨道 Deh, 对 所 有 时 间 停留 在 
U 内 的 轨道 只 有 鞍点 O, 环 工 以 及 以 O 为 它 的 a - 极限 , L 为 它 的 w- 极限 的 单 
APE. 

当 回 路 向 外 分 裂 时 , 在 U 内 没有 周期 轨道 . 此 外 , U 内 的 整 条 轨道 只 有 鞍点 O. 
当 存 在 分 界线 回路 时 , U 内 除了 和 O 就 没有 其 它 的 整 条 轨道 了 


这 个 定理 的 原来 的 证 明 没有 化 到 不 变 流 形 上 (虽然 原来 的 阐述 与 现在 的 有 些 
不 同 但 两 者 是 等 价 的 )， 定 理 的 证 明基 于 直接 分 析 同 宿 回路 附近 的 (m+ m — 1) 维 
Poincaré 映射 . 这 个 映射 是 在 类 似 于 本 书 第 一 卷 3.15 节 定义 的 意义 下 的 鞍点 映射 ， 
BORE, 类 似 于 3.15 节 的 定理 3.28, 就 可 应 用 不 动 点 定理 . 为 了 得 到 Poincaré 映射 的 
适当 估计 , 在 [134] 中 假设 系统 是 解析 的 . 注意 , 现在 的 证 明 只 需 Ct - 光滑 性 . 


TERK - 焦点 情形 , 下 面 的 结果 成 立 . 


定理 13.10 (Shilnikov [136]) ÜLE - 焦点 O 有 满足 非 退 化 条 件 (1) 和 (2) 
的 同 宿 回路 T. 则 在 的 任意 小 邻 域内 存在 无 穷 多 个 蒂 点 周期 轨道 


我 们 不 准备 在 这 里 给 出 这 个 定理 的 证 明 , 因为 它 超出 了 本 书 的 范围 , 这 个 定理 
的 一 个 部 分 情形 (定理 13.8) 已 经 在 上 一 节 讨论 过 了 . 事实 上 , [136] 中 的 主要 定理 包 
含有 鞍 - 焦点 同 宿 回路 邻 域内 相 空 间 结构 的 更 详细 信息 , 即 借助 符号 动力 学 对 双 曲 
子 集 的 描述 . 

在 定理 原来 的 证 明 中 所 考虑 的 系统 假设 是 解析 的 . 后 来 其 它 简化 证 明 被 提出 ， 
它们 基于 简化 到 分 界线 回路 附近 的 非 局 部 中 心 流 形 上 (如 果 稳 定 特 征 指数 A, 是 实 
数 , 则 这 样 的 中 心 流 形 一 般 是 三 维 的 , 如 果 A = 六 是 复数 , 则 它 是 四 维 的 ), 以 及 平 
衡 态 附近 简化 系统 的 光滑 线性 化 (I [120,147]). 低 维 光滑 不 变 流 形 的 存在 性 在 这 里 
是 很 重要 的 , 因为 它 有 效 地 减少 了 问题 的 维 数 . 


14 这 是 系统 在 M 上 的 不 稳定 分 界线 六 

15 但 是 我 们 应 该 强调 , 单 赁 条 件 (1) 和 (2) 还 不 足以 保证 在 鞍 - 焦点 情形 回路 附近 任何 光滑 不 
变 流 形 的 存在 性 (对 这 样 的 流 形 的 存在 实际 需要 的 是 WF 与 Fe 的 模 截 性 条 件 . 见 [150]). 因此 ， 
化 到 不 变 流 形 一 般 还 不 能 完全 给 出 定理 13.10. 
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13.6 ” 同 宿 回 路 的 余 维 2 分 支 


在 这 一 节 和 下 面 几 节 我 们 将 回顾 在 不 同 模型 中 出 现 的 同 宿 回路 和 异 宿 环 的 某 些 
余 维 2 分 支 . 
考虑 具有 鞍点 平衡 态 O 的 ("+1) 维 Cr -光滑 (r > 4) 系统 . 设 O 只 有 一 个 正 
特征 指数 y > 0, 其 它 特征 指数 A1,A2 An 假设 具有 负 实 部 . 此 外 , 我 们 要 求 主 稳 
定 指数 Xi 是 实数 : 
和 > Re N， 了 一 2 


O 的 不 稳定 流 形 W 是 一 维 的 , 稳定 流 形 W* 是 n 维 的 . 假设 一 条 不 稳定 分 界线 
(Ti) 24 t+ +00 时 趋 于 O, 因此 形成 同 宿 回路 , 如 图 13.6.1 所 示 


图 13.61 hF We 与 we 在 同 宿 回路 T 的 点 上 横 截 相交 性 被 破坏 而 出 现 的 倾角 - 翻转 分 支 
(A=0). 
我 们 将 分 析 这 种 同 宿 回路 的 余 维 2 分 支 的 下 面 三 种 情形 . 
情形 A. 
Q) v=1, 
(2) rg we, AR 
(3) A#0. 
情形 B. 
(1) A=0, 
即 W*5 ÆT RAF Wwe ( 见 图 13.6.1). 
BD rew”, 
E t > +00 时 工 沿 着 主 方向 进入 O, 以 及 
鸭子 <y<l wrt G=2 n) 
情形 C. 
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qQ row", 

即 + 一 +00 时 工 沿 着 非 主 方向 进入 O ( 见 图 13.6.2). 
(2) 扩展 不 稳定 流 形 WY? SRR W ET LARR, 以 及 
(3) v<1， 太 >1 (j=2,---,n). 


Ge 时 a= M) 


CY 
图 13.6.2 ”轨道 - 翻转 分 支 一 同 宿 回路 r 沿 着 非 主子 流 形 在 分 支 时 刻 闭合 . 


情形 A 对 应 于 正 鞍 点 量 和 负 鞍 点 量 之 间 的 边界 . 情形 B 和 情形 C 分 别 对 应 于 定理 
13.4 中 的 非 退化 条 件 (1) 和 (2) 的 破坏 (从 具有 正 鞍 点 量 的 同 宿 回 路 产生 的 鞍点 周 
期 轨道 ). 最 后 两 个 情形 中 的 条 件 (3) 对 排除 从 这 些 分 支 向 复杂 动力 学 的 转移 是 必要 
的 (复杂 动力 学 的 某 些 情形 在 [44,70,78,96,79,71,72] 中 有 研究 ). 

同 宿 回路 的 余 维 2 分 支 对 研究 Lorenz 方程 


ż=-o(z-y), ùġ=rz-y+zz, ż=-—bz+ zy 


的 分 支 现 象 是 本 质 的 . 当 o = 10, = 以 及 = 13.926 时 鞍点 O(0,0,0) 的 一 维 不 
稳定 分 界线 T 和 Ta 沿 着 相同 方向 ( z 的 正 半 轴 ) 回 到 鞍点 . 它们 在 几何 上 形成 被 
称 为 蝴蝶 同 宿 的 结构 (图 13.6.3). 注意 蝴蝶 同 宿 只 能 够 出 现在 n > 3 的 R" 中 . 

一 般 地 , 蝴蝶 同 宿 分 支 是 余 维 2 分 支 . 但 是 , Lorenz 方程 关于 变换 (z,y,z) 一 
(-2,—y, 2) 对 称 . 在 这 样 的 系统 中 一 个 同 宿 回路 的 存在 自动 意味 着 另 一 个 回路 的 存 
在 , 它 是 其 对 称 像 . 因此 , 对 称 系统 的 蝴蝶 同 宿 是 余 维 1 现象 

在 Lorenz 模型 中 , 对 应 于 蝴蝶 同 宿 的 参数 值 的 鞍点 量 是 正 的 . 因此 , 两 个 对 称 
的 同 宿 回 路 的 向 外 分 裂 时 , 从 每 个 回路 产生 一 个 鞍点 周期 轨道 . 此 外 ， 一 个 周期 轨道 
的 稳定 流 形 与 男 一 个 周期 轨道 的 不 稳定 流 形 模 截 相交 , 反之 亦 然 . 这 种 相交 性 的 出 
现 相应 地 导致 包括 同 宿 轨道 的 双 曲 极限 集 , 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 等 的 存在 性 , 等 
等 [1]. 在 没有 对 称 的 蝴 旦 同 宿 情形 也 存在 参数 空间 的 区 域 , 其 中 这 样 的 粗 极限 集 存 
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图 13.6.3 SERM. HAS) Rt AH EIRA. 


在 (1,141,149). 但 是 , 由 于 这 个 极限 集 是 不 稳定 的 , 它 不 可 能 直接 与 奇怪 吸引 子 一 一 
Lorenz 方程 中 混沌 动力 学 的 数学 反映 相对 应 

为 了 解决 这 个 问题 , [138] 中 提出 研究 上 面 情形 A, B 和 5 中 的 蝴蝶 同 宿 . 即 , 建 
立 当下 面条 件 成 立时 由 蝴蝶 同 宿 分 支 直接 导致 出 现 的 Lorenz 吸引 子 


(a) 鞍点 量 o = 0 以 及 在 两 个 回路 上 的 额外 条 件 |4| < 2 满足 . 或 者 当 
(b) 在 两 个 回路 上 4 = 0, 其 中 o > 0 以 及 情形 B 的 条 件 3 满足 . 或 者 当 
(e) 两 个 回路 都 属于 非 主流 形 (其 中 o > 0 以 及 条 件 3 也 满足 ). 


情形 (a) 对 应 于 余 维 3 分 支 , 情形 (b) 和 (c) 则 是 余 继 4 的 . 但 是 , 如 果 系 统 具有 
某 些 对 称 性 , 则 上 面 三 个 分 支 都 化 简 为 余 维 2. 在 [126,127,129] 中 建立 的 满足 = 0 
或 者 A = 0 的 对 称 蝴蝶 同 宿 , 它们 出 现在 称 为 扩展 Lorenz 模型 和 Shimizu-Morioke 
系统 中 , 以 及 在 某 些 离散 对 称 系统 中 呈现 的 余 维 3 局 部 分 支 的 某 些 情形 中 [129]. 

我 们 在 这 里 不 准备 考虑 Lorenz 吸引 子 的 产生 (对 此 可 见 [114, 115, 117, 126, 
127, 129) , 但 考虑 单个 同 宿 回路 的 余 维 2 分 支 . 情形 A 的 分 支 图 与 二 维 情形 的 相 
同 (0 < A < 1 时 见 图 13.3.1 以 及 -1 < A<0 时 的 图 13.3.3. |A| > 1 的 情况 化 为 改 
变 时 间 方 向 后 的 |4| < 1). 这 是 在 [38] 中 已 经 建立 的 , 虽然 完全 的 分 支 图 的 证 明 还 没 
有 完成 (缺少 其 它 分 支 曲线 ) 我 们 在 这 里 就 结束 对 这 个 问题 (13.6.3 小 节 ) 的 讨论 

情形 B 和 C 的 分 支 开 折 是 相同 的 , 如 图 13.6.4 所 示 . 其 中 上 是 同 宿 回路 的 分 
裂 参 数 , 4 是 分 界线 量 . 由 于 在 13.4 节 分 界线 量 A 仅 当 回路 不 属于 W* 时 有 定义 ， 
所 以 我 们 必须 对 情形 C 给 出 它 的 意义 . 

回忆 非 主 流 形 Was, 是 (n 一 1) 维 的 . 它 将 Wi, 划分 为 两 个 分 枝 . 如 果 回 路 位 
FW E, 则 小 扰动 可 使 得 它 失 去 Wie, HEA Wi. 的 任 一 个 分 枝 进入 鞍点 . 我 们 
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图 13.6.4 ”轨道 - 翻转 分 支 和 倾角 - 翻转 分 支 的 分 支 开 折 在 最 简单 情形 是 相同 的 ， 


将 证 明 (13.6.2 小 节 ) 当 回 路 从 一 个 分 枝 移 向 另 一 个 时 , 将 伴随 着 分 界线 量 4 符号 
的 改变 . 

情形 B 的 分 支 图 由 [126] (也 见 [127,129]) 和 [77] 独立 提出 , 情形 C 的 由 [119] 
提出 , 这 里 我 们 对 这 两 种 情形 给 出 一 个 统一 且 自 相 容 的 证 明 ,， 它 包括 分 支 图 的 完全 
性 的 证 明 . 在 西方 , 情形 B 称 为 倾角 -翻转 分 支 , 情形 C 称 为 轨道 - 翻转 分 支 

在 鞍点 附近 引入 坐标 使 得 系统 局 部 地 呈现 下 面 的 形式 [ 见 13.8 节 公式 (13.8.28)] 


ż= -vz + firlz,y)z+ fiolz,uy)u, 


ù= Bu+ fn(z,y)z + far(z,u,y)u, (13.6.1) 


其 中 =e R 和 ve RE BAAR, ue R"-! hiekkaa. v= | eA 
指标 , LBBB MIREIJE -%,… ,mm IER my = [BEA], 回忆 1 < vyg = 


2n. 在 情形 B 我 们 有 3 < v <1, 在 情形 C 有 v < 1， 在 情形 A, 在 分 支点 
v= 1, 因此 我 们 可 以 在 这 里 令 v = 1 + e, 其 中 < 是 小 参数 , Cr-1 - 函数 fas 满足 


fa(z,0)=0, fı;(0,0,y) =0. (13.6.2) 


在 这 些 坐 标 下 , 稳定 流 形 局 部 地 由 y = 0 给 出 , 局 部 不 稳定 流 形 由 {z = 0,u = 0} 给 
出 . 强 稳定 流 形 的 方程 是 {z = 0,y = 0}. 

由 假设 , 回路 r 局 部 地 与 y 半 轴 重合 , 它 在 t= -oo 离开 O. 由 于 在 情形 A 和 
BLD W“, 当 +t 一 too 时 它 沿 着 z 轴 进 入 O. 在 情形 C, 当 分 界线 T 回 到 鞍点 时 ， 
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它 局 部 地 位 于 {z = 0,y = 0} 中 . 我 们 也 假设 当 + 一 -oc 时 回路 从 正 y 这 边 与 O 连 
接 , 以 及 在 前 面 两 个 情形 当 t 一 +00 时 从 正 2 这 边 与 O 连接 . 

选择 回路 T 的 两 个 横 截 面 5 和 51. 设 5; 由 {y = d} 给 出 , So 在 情形 C 由 
{llull = d) 给 出 或 者 在 情形 A 和 B 由 {z = dd} 给 出 , 其 中 d > 0 是 小 数 ，S; 上 
的 坐标 记 为 (z1, uw1)，5o 上 的 坐标 在 情形 A 和 B 记 为 (yo,uo) 或 者 在 情形 C 记 为 
(vo, Zo, uo). 

在 So 的 上 半 部 分 S$ : {yo > 0}, 局 部 映射 Ta: Si 一 S: 由 系统 的 轨道 定义 , 由 
此 从 (13.6.1) 的 最 后 一 个 方程 得 知 从 Si 到 Si 的 飞行 时 间 是 


re -n¥. (13.6.3) 


在 13.8 节 将 证 明 [ 见 公式 (13.8.30)—(13.8.36)] , 利用 恒等式 (13.6.2) 得 知 系统 从 在 
t = 0 的 点 (zo,uo) 开始 在 上 = r F {y = d} 终止 的 解 有 下 面 估计 : 


a(r) = ezo 十 各 (rzoyuoT) 十 和 (ui7)， 


> (13.6.4) 
u(r) = &2(20, Uo, 7) + €2(uo,7), 
其 中 
£1,2(0,u0,7) = 0, 
llénaller-2 = ofe”), lnaller-a = (e047), (13.6.5) 


llgnaller-: lailer- = ofe), 
这 里 7 TRAA FIERE F min{2v, 1+ vva Yn) (BCD > v, 此 外 在 我 们 
有 2v > 1 的 情形 A 和 B 中 ,5 > 1), 以 及 取 5 使 得 0 < 5 < min{z 办 一 1 xn 一 1 
将 飞行 时 间 的 公式 (13.6.3) 代入 (13.6.4) 和 (13.6.5) ,得 到 在 情形 C 时 局 部 映 
MY To: Sf 一 Si 下面 的 估计 (其 中 截面 So 是 |luol| = 可 


1 = zoygd™” + gilzo,Yotio), ui = p2(Z0, Yo, uo), (13.6.6) 
其 中 
p = ollzolus + WB*°), 
atp p-e +e 
agag = "ol +n) (P+acr-3) 
o-o pa ortig (13.6.7) 


=op") (s+p+g<r—2), 


agog °C" aoka 


og) 在 ptq=r 一 1 
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在 情形 A 和 B, 其 中 在 So 上 满足 zo = d, 对 To 有 下 面 的 公式 : 
= ed" + pi(yo, uo), u = pa(yo, uo), (13.6.8) 
函数 p12 满足 
y= oly), 
rer) prag = oh. oe 
回忆 这 里 的 >> 1, 与 (13.6.7) 相反 , 那里 我 们 只 有 7 >v. 
13.6.1 A= 0 的 情形 一 一 倾角 - 翻转 


在 O 的 小 邻 域外 部 由 接近 于 的 轨道 的 流 定义 大 范围 映射 人 : S1 So. 在 情 
JE B, 映射 Ty 在 点 M~(0,0) = Wie.) Si 的 小 邻 域内 可 表示 为 


Jo = u+ Ary taxi +, 


(13.6.10) 
ig = ut tage, + a +--+, 
其 中 4 是 分 界线 量 , 假设 它 在 分 支点 为 零 . 在 这 个 公式 中 , (iu ut (u, 4)) 是 点 M+ = 
TiM- 的 坐标 , 在 这 点 分 界线 T 第 一 次 与 5o 相交 . 同 宿 回路 在 u = 0 存在 (因为 
此 时 M+ € Wief So). 
结合 公式 (13.6.8) 和 (13.6.10), 我 们 得 到 Poincaré 映射 T 在 情形 B 时 的 下 面 
RAR: 
G=urAy’+eryu), y>0, 
(13.6.11) 
ū=u* +any” + paly, u) 
(我 们 在 这 里 省 略 了 下 标 “0", 且 在 (13.6.8) 中 尺度 化 变量 使 得 d = 1. 变换 后 的 函 
数 p12 仍 满足 估计 (13.6.9), 注意 大 范围 映射 T, 的 Taylor 展开 中 的 二 次 项 在 新 函 
数 p12 下 起 到 O(y™) 阶 作用 , 但 它 在 与 (13.6.9) 的 比较 中 可 忽略 , 因为 v > > 


Bo 是 方程 

(人 (fs) > (13.6.12) 
的 根 , 注意 到 a 由 (13.6.12) 唯一 确定 , 且 当 u, 4 一 0 时 收敛 于 零 , 从 (13.6.11) 我 
们 看 到 对 y > TS 有 了 < 因此 , 在 映射 的 迭代 下 , y 值 减少 直到 它 变 成 Ola) 

的 大 小 . 因此 ， 通过 下 面 的 变量 和 参数 的 尺度 化 是 合适 的 : 
yay, usut+avu, p=asing, A=a cos ġ, 
其 中 (a,9) 是 (u, A) -平面 上 的 一 类 极 坐 标 于 是 我 们 可 以 将 这 个 映射 重 写 为 形式 
g=sin G+oos $y +=, 


(13.6.13) 
ū=any” +, 
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其 中 省 略 号 表示 这 样 的 项 , 它们 以 及 它们 关于 y” 和 u 的 一 阶 导数 当 a 一 +0 时 为 
P. 此 外 , 它们 所 有 直到 (r 一 1) 阶 的 导数 在 任何 有 界 但 不 为 零 的 y 区 间 上 一 致 趋 于 
P. 这 类 收敛 性 对 证 明 映射 (13.6.13) 与 一 维 极限 映射 


G=sing+cosoy”, y>0 (13.6.14) 


产生 相同 分 支 已 经 足够 了 . 这 个 映射 的 Lamerey 图 如 图 13.6.5 所 示 . 映射 的 右 端 或 
者 是 单调 递增 ( 当 -了 < 6 < T), 或 者 单调 递减 (H 了 < 9 < 2), 这 类 映射 分 别 地 
只 可 能 有 不 动 点 和 周期 2 轨道 . 此 外 , 在 这 类 瑞 射 中 出 现 的 分 支 只 可 能 是 鞍 - 结 点 
分 支 以 及 原来 的 倍 周 期 分 支 (“原来 的 ” 仅 适用 于 不 动 点 ). 再 者 , 不 动 点 或 者 周期 2 
轨道 在 映射 定义 域 的 边界 (由 y = 0 给 出 ) 可 消失 . 这 对 应 于 原 系统 的 同 宿 回路 (分 
别 是 简单 和 二 重 ) 分 支 . % 的 分 支 值 由 系统 

y=sin $ + y” cos ġ, Maig 

+1 = vy""* cos ¢ 

求 得 , 其 中 “+” 对 应 于 不 动 点 的 鞍 - 结 点 分 支 ,“ - EAR a A NST 
这 个 系统 对 鞍 - 结 点 分 支 情形 可 重 写 为 


y= 


(=v we (13.6.16) 


wo T Cang 


图 13.6.5 BRAT (13.6.14) 的 Lamerey M. 
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或 者 , 对 倍 周期 情形 写 为 


v 


ni E aa 


Urni cone (13.6.17) 
w C 
其 中 , y 是 分 支 不 动 点 的 坐标 . 这 些 方程 对 每 一 个 分 支 确定 了 o 的 唯一 值 . 此 外 , 两 
个 分 支 都 是 非 退 化 的 : Lyapunov 量 在 鞍 - 结 点 分 支 不 为 零 , 在 们 周期 分 支 非 零 且 正 . 
因此 , 鞍 - 结 点 分 支 导致 出 现 一 对 不 动 点 , 稳定 与 不 稳定 的 , 而 倍 周 期 导致 出 现 
不 稳定 周期 2 轨道 . 当 % = 0 和 o = r 时 不 稳定 不 动 点 在 y = 0( 对 应 于 单 闭 同 宿 回 
路 ) 消失 . 不 稳定 周期 2 轨道 当 


cos ó 
* Gin ay 
时 趋 于 y = 0 (二 重 同 宿 回路 )， 为 了 确认 没有 其 它 分 支 值 (在 那些 值 也 可 能 出 现 周 
期 2 轨道 的 鞍 - 结 点 分 支 ), 只 要 指出 映射 (13.6.14) 的 第 二 次 和 迭代 的 三 阶 导数 永 不 
为 零 . 这 意味 着 映射 的 二 次 选 代 不 能 有 多 于 3 个 不 动 点 , 包括 它们 的 重 次 . 因此 , 这 
保证 这 个 映射 不 会 出 现 其 它 周期 2 轨道 . 

我 们 已 经 完成 了 对 一 维 映射 (13.6.14) 的 分 析 . 退化 的 高 维 映射 下 


0=1 (13.6.18) 


=sin $+cos $Y, ü= any" (13.6.19) 


的 相 图 可 容易 构造 . 由 于 Poincaré BRAY T 接近 于 上 面 的 映射 [I (13.6.13)], 每 一 个 
没有 从 区 域 0<y < = 跑 出 的 轨道 必须 到 达 由 (13.6.19) 给 出 的 映射 的 a- 极 
限 集 或 w - 极限 集 的 小 邻 域 . 由 上 面 分 析 得 知 这 些 极限 集 是 不 动 点 或 周期 2 的 周期 
轨道 . 当 它们 不 接近 于 y = 0 时 , 映射 T 及 至 少 它 的 三 阶 导数 接近 于 他 为 此 我 们 在 
上 面 已 经 假设 考虑 的 系统 是 Cr - 光滑 , r > 4. 见 公式 (13.6.13) 后 面 的 说 明 ]. 这 保 
证 当 (13.6.19) 的 所 有 周期 点 都 是 粗 时 这 两 个 映射 具有 相同 的 相 图 , 以 及 , 这 些 映 射 
在 使 得 到 产生 非 退化 鞍 - 结 点 或 倍 周期 分 支 的 5 值 附近 产生 同样 的 分 支 . 在 使 得 
T 的 不 动 点 或 周期 2 轨道 接近 于 y = 0 时 的 6 值 附近 [这 些 值 分 别 由 方程 sn $ = 0 
和 (13.6.18) 给 出 ], 这 个 不 动 点 或 周期 2 轨道 永远 是 鞍点 型 , 此 外 , 映射 了 的 一 次 或 
二 次 迭代 在 y = 0 附近 按 9.15 节 的 意义 是 鞍点 映射 . 对 映射 7 同样 成 立 : 由 于 它 关 
Foy 的 一 阶 导数 一 致 地 接近 于 全 的 一 阶 导数 , 我 们 可 以 找到 y 作为 了 和 u 的 函数 ， 
并 对 所 得 的 交叉 映射 验证 定义 3.7 中 的 条 件 (3.15.10) 满足 . 由 于 鞍点 映射 只 可 能 有 
单个 鞍点 不 动 点 , 得 知 映射 T 只 可 能 有 单个 接近 于 y = 0 的 鞍点 周期 轨道 , 且 这 个 
周期 轨道 接近 于 映射 了 的 鞍点 周期 轨道 . 

因此 , 映射 T 与 一 维 映 射 (13.6.14) (对 小 a) 产生 相同 分 支 ， 回 到 原来 的 参数 
(u, A), 我 们 得 到 分 支 曲线 (13.6.16) 一 (13.6.18) 下 面 的 渐 近 表达 式 : 
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sh 
epn EE a, 4>0 -一 较 - 结 点 . 

ph 
euvr AN, Aa<o 一 信 周 期 分 支 . 以 及 
e p~ (~-A), A<0 一 一 二 重 回路 . 


也 回忆 直线 p = 0 对 应 于 原来 的 同 宿 回路 . 

综 上 所 述 , 我 们 得 到 在 情形 B，(4,p) -平面 上 的 分 支 的 下 面 描述 ( 见 图 13.6.4): 
在 区 域 Dy 没有 轨道 (除了 鞍点 ) 对 所 有 时 间 都 停留 在 同 宿 回 路 的 小 邻 域 U 内 . 
穿 过 对 应 于 鞍 - 结 点 分 支 的 曲线 La, 产生 一 个 稳定 和 一 个 鞍点 单 回路 周期 轨道 . 在 
曲线 za 上 这 个 鞍点 周期 轨道 附 有 A > 0 时 的 同 宿 回路 . 此 后 这 单个 稳定 周期 轨道 
在 区 域 Ds 中 存在 . 穿 过 直线 La 时 从 二 重 同 宿 回 路 分 支出 鞍点 二 重 周期 轨道 , 这 个 
二 重 回路 周期 轨道 与 单 回路 周期 轨道 在 直线 La 上 合并 , 因此 后 面 的 周期 轨道 失去 
稳定 性 ( 反 向 倍 周期 分 支 ) 而 变 成 鞍点 型 . 在 分 支 曲线 Ls 上 新 鞍点 周期 轨道 消失 在 
单个 不 可 定向 /扭转 (4 < 0) 的 同 宿 回路 中 . 


13.6.2 Tc W” 的 情形 一 一 轨道 - 翻转 
下 面 我 们 证 明 在 情形 C (T c W) 的 分 支 可 完全 一 样 进行 ， 这 里 截面 So 为 
{lul =a}. 由 接近 于 的 轨道 定义 的 大 范围 映射 Ti : S1 一 So 现在 表示 为 
加 =A 十 alzl 十 Qi2t t+, 
žo =n + arm + ax +++, (13.6.20) 
Uo = ut + aaT1 + 032U1 十 
其 中 (a,m ut (yn) 是 点 M+ = TiM- = Pi 站 so 的 坐标 . 在 (u,n) = (0,0) 系统 有 
位 于 We 上 的 同 宿 回路 (因为 这 时 M+ © Wet N So). 因此 必须 对 小 的 9 和 /考虑 
分 支 . 
TER, WE 和 Ws 的 横 截 性 假设 等 价 于 条 件 an A 0 ( 见 13.4 4%). 
结合 (13.6.20) 和 局 部 映射 的 公式 (13.6.6), 我 们 得 到 在 情形 C 的 Poincaré 映射 
了 的 下 面 表达 式 : 
J=u+ansy” tp(r yu), vy>0, 
B= nt ancy” + p(T, y, u), (13.6.21) 
ü= ut +anzy” + ¢a(z,y,u) 
(这 里 省 略 了 下 标 “O 且 在 (13.6.6) 作 了 变量 尺度 化 而 使 4 = 1. 函数 p123 满足 估 
计 (13.6.7), BY p12 = ollzly? + y+). 
我 们 定义 分 界线 量 为 
A=nan- 
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注意 在 上 = 0 M n 40, 分 界线 Ti 组 成 同 宿 回路 , 按 7 的 符号 回路 趋 近 WAWE 
的 两 个 分 枝 之 一 . 由 于 定理 13.7 的 非 退 化 条 件 对 7 4 0 满足 , Poincaré 映射 T 有 通 
过 点 MHO, nut) 且 与 稳定 流 形 模 截 的 光滑 不 变 曲 线 . 当 我 们 限制 在 这 条 曲线 上 时 ， 
映射 T 呈现 形式 
可 = anny” + oly”), 

即 我 们 的 分 界线 量 4 的 定义 与 13.4 节 对 非 退化 ( 余 维 1) 同 宿 回路 情形 的 定义 是 相 
RH TERESE We Wi 的 一 个 分 枝 移动 到 另 一 个 分 枝 时 , 分 界线 
量 改变 其 符号 , 如 图 13.6.6 所 示 、 


图 13.6.6 ”轨道 - 翻转 同 宿 分 支 : 改变 分 界线 趋 于 鞍点 的 方式 导致 分 界线 量 A 的 符号 的 改变 . 


Wr- 变量 变换 : co +n. TERN T 可 写 为 


g=ut+Ay’ +anzy’ +yz +m yu), y20, 


外 


= 027 十 altZ + Paz + 7,y, 0), 

ü=ut+ anny” +asizyY + pa(z + ,yu). 
经 尺度 化 变换 y= ya, zaz, um ut+au (其 中 心 取 自 (13.6.12)) 后 ,这 个 映 
射 化 为 类 似 于 (13.6.13) 的 形式 . 经 过 这 些 工作 以 后 , 现在 就 可 用 与 情形 B 一 样 的 方 
法 进行 且 得 到 完全 相同 的 结果 
13.6.3 c = 0 的 情形 


现在 我 们 来 研究 情形 A, 即 o = 0 时 的 同 宿 回路 分 支 . 这 里 从 Sy 到 S, 的 局 部 映 
射 由 公式 (13.6.8) 给 出 ,其 中 v= 1+e 从 5; 到 So 的 大 范围 映射 由 公式 (13.6.10) 定 
义 (其 中 A 不 再 假设 是 小 的 . 此 外 现在 它 依赖 于 小 参数 (y,e)). 我 们 也 假设 |A| < 1 
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(可 改变 时 间 方 向 对 情形 |4| > 1 作 类 似 处 理 ). 结合 公式 (13.6.8) 和 (13.6.10), 我 们 
可 以 将 Poincaré BRAS T 写 为 形式 


p+ Ame)y t+ pilvu), vy>0, 


g 


(13.6.22) 


* +any™t + paly, u), 


其 中 pka 满足 估计 (13.6.7) (这 里 关于 z 的 依赖 性 必须 被 禁止 ). 

注意 在 情形 A 中 的 条 件 2 和 3 与 定理 6.2 的 条 件 ( 见 13.4 节 的 详细 解释 ) 重 
合 , 这 些 条 件 保证 对 所 有 小 的 p, 二 维 光 滑 不 变 吸引 流 形 M 的 存在 性 . 一 般 地 , 它 仅 
为 C! 光滑 . 因此 , 我 们 不 能 直接 应 用 13.3 节 的 二 维 结果 到 我 们 的 情形 , 因为 前 者 要 
求 更 高 阶 的 光滑 性 . 尽管 如 此 , 不 变 流 形 M 与 So 的 交 是 Poincaré 映射 T 的 光滑 
吸引 不 变 曲线 lo (与 y = 0 HUB). 当 限 制 在 这 条 曲线 时 , Poincaré 映射 是 一 维 映射 
它 的 右 端 当 4 > 0 时 单调 递增 , A < 0 时 单调 减少 . 这 为 我 们 对 原 映射 T 的 预期 分 
支 提供 了 重要 的 定性 信息 : 当 A > 0 时 它们 可 仅 包含 不 动 点 的 鞍 - 结 点 分 支 和 倍 周 
期 分 支 , 以 及 当 A < 0 时 包含 事实 上 的 局 期 2 轨道 的 鞍 - 结 点 分 支 ， 此 外 , 不 动 点 
或 者 当 A < 0 时 的 周期 2 轨道 可 以 跑 到 这 个 映射 定义 域 的 边界 {y = 0} (这 分 别 对 
应 于 简单 的 或 者 二 重 的 同 宿 回路 ). 

简单 同 宿 回路 对 应 于 “= 0. 如 果 TMH E€ Wis。, 即 当 


O= p+ Alm e)p + pip ut), 
二 重 同 宿 回路 对 A < 0 存在 (IR (13.6.22)). 这 给 出 对 应 分 支 曲 线 的 渐 近 表达 式 : 
p= + o(1)), e<o. 
不 动 点 的 分 支 从 系统 (与 (13.6.22) 比较 ) 
y=p+ Ay + plnu) vy>0, 
u=u* +any'* + paly u), 
af () a ( Alte + Phy Chu ) (:) 
z anll +E +e, vou) \z 
求 得 . 这 里 “+" AFER - 结 点 分 支 “- ”对 应 于 售 周期 分 支 , (y,u) 是 分 支 不 动 点 


的 坐标 (1, z) 是 对 应 于 乘 子 1 的 特征 向 量 . 
由 于 gay =U!) 和 gia as 二 oly*+ 9), 我 们 可 容易 地 用 y 表达 = M ui 


z~ tan(l +e)y, u~ut. 


(13.6.23) 


因此 系统 取 形式 
y=p+ Ayt +o), y>0, 


(13.6.24) 
+1 = A(1 + e)y" + oly"), 
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它 类 似 于 在 二 维 情形 定义 映射 T 的 不 动 点 分 支 曲线 的 方程 组 (13.3.9) 和 (13.3.13) 
(13.3 节 ). 它们 给 出 分 支 曲线 (e < 0) 下 面 的 渐 近 表达 式 : 


e p= AOE +o()) — Be MARA (A > 0). 以 及 


ope 2 A(0,e)1/"(2 + ol) — 售 周 期 (4 <0). 
容易 证 明 这 些 分 支 是 非 退化 的 , 即 第 一 个 Lyapunov 量 在 两 种 情形 都 非 零 . 此 
外 , 在 倍 周期 分 支 这 个 Lyapunov 量 为 正 . 因此 , 在 这 个 分 支 产 生 周 期 2 的 鞍点 轨道. 
所 有 这 些 结果 与 我 们 在 二 维 情形 得 到 的 相同 . 因此 分 支 图 是 相同 的 . 剩 下 最 后 一 
步 验证 对 A < 0 可 不 存在 周期 2 轨道 的 鞍 - 结 点 分 支 . 周期 2 轨道 {(y,t), (ya,uz)} 
必须 满足 方程 
va = p+ A eR + pilnu), 
n= u+ Alme 
ug = ut + anyit + paf, mn), 


+ pily ua), (13.6.25) 


ty = ut + omy + palya, ua), 


其 中 加 >0 且 内 >0. 
由 于 对 小 的 y, Pou 是 小 的 , 我 们 可 以 从 (13.6.25) 中 的 最 后 两 个 方程 求 得 作为 
(vis ye) 函数 的 (wi,uz). yia 的 方程 可 以 写 为 


te PEY 
m = u+ Alment + p(y ya), (13.6.26) 
n=Ht Alme) + elvan), mi 2 0y 20. 
其 中 , 函数 p 有 下 面 估计 : 
plum) = olit) 
He p-ars > 2 
e a) Se ), 
ot -re 
am = olt), (13.6.27) 
pg aty) Qspsr-2- 小 
pea Holy tty P) ÆEp+g=r-lp>l 
Rð 


回忆 我 们 有 假设 -1 < 4 < 0 . 因此 , 对 e > 0, (13.6.26) 的 右 端 是 压缩 . 从 而 ， 
系统 对 。 > 0 可 能 只 有 一 个 解 . 由 对 称 性 在 这 个 解 上 有 v = vo, 即 它 对 应 于 映射 T 
的 不 动 点 . 因而 , 映射 对 < > 0 没有 周期 2 轨道 , 于 是 我 们 将 限于 考虑 负 < 情形 . 
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由 于 A < 0, (13.6.26) 的 第 一 个 方程 的 右 端 当 ys 增加 时 减少 . 因此 , ye < p. 类 
似 地 yn < yp. 因此 可 尺度 化 变量 : y 一 yuy 一 van, 使 得 所 得 系统 有 形式 


1 

ta =1— CW + Pp nia), 
Soll (13.6.28) 

n =1- Cn + luv, mir), 


其 中 
= (13.6.29) 


并 且 尺 度 化 的 两 个 变量 v2 属于 区 间 (0,1). 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 yy > vo 以 及 对 
有 界 常数 C, n 有 界 不 为 零 . 

容易 看 出 , 如 果 C 保持 有 界 不 等 于 1, 则 对 小 的 4 和 上 系统 (13.6.28) 有 唯一 解 . 
注意 到 由 系统 的 对 称 性 得 知 在 这 种 情形 下 y = yo, 这 意味 着 当 C 不 接近 于 1 时 , BR 
射 了 不 可 能 有 周期 2 轨道 

因此 , 在 参数 平面 内 有 关 的 区 域 仅 对 应 于 pl ~ |A]. 由 于 由 假设 |4| < 1, 得 知 
关于。 是 指数 式 地 小 , 即 对 某 正 数 K 有 


p< exh, 


由 此 得 知 , (13.6.28) 中 的 p - 项 是 可 以 忽略 的 , 且 容 易 验证 从 (13.6.28) 中 的 第 二 个 
方程 用 加 求解 y, 再 将 所 得 表达 式 代 入 第 一 个 方程 , 所 得 方程 右 端的 三 阶 导数 对 小 
e < 0 将 永 不 为 零 . 

这 表明 系统 不 可 能 有 多 于 三 个 解 . 每 一 个 周期 2 轨道 给 出 两 个 解 [(y,yz) 和 
(umn). 因此 映射 T 不 可 能 有 多 于 一 个 的 周期 2 轨道 , 即使 考虑 到 重 次 , 即 也 不 可 
能 存在 周期 2 的 鞍 - 结 点 轨道 . 


13.7 8 字形 同 宿 分 支 和 异 宿 环 分 支 


在 这 一 节 , 我 们 将 回顾 8 字形 同 宿 分 支 , 以 及 含有 一 对 不 引起 复杂 动力 学 的 鞍 
点 的 异 宿 环 分 支 在 这 里 我 们 跳 过 所 有 的 证 明 , 因为 我 们 的 目的 仅仅 是 告诉 读者 在 
[148,149,151] 和 (50) 中 得 到 的 8 字形 同 宿 分 支 的 结果 , 以 及 在 [121—125] 和 [34—35] 
中 对 不 同类 型 的 我 们 还 没有 广泛 知道 的 异 宿 环 的 结果 

8 字形 同 宿 是 由 一 对 鞍点 同 宿 回 路 组 成 , 当 t = -oo 时 它 的 两 条 不 稳定 分 界线 
Ti 和 Ts 从 鞍点 的 相反 方向 出 来 (图 13.7.1). 我 们 将 考虑 鞍点 O 的 不 稳定 流 形 是 一 
维 的 情形 , 即 鞍点 仅 有 一 个 正 特征 指数 Y > 0, 所 有 其 它 的 特征 指数 都 具有 负 实 部 : 
Re N < 0,j = 1,… ,n. 此 外 , 假设 鞍点 量 o 是 负 的 : 


o= y+ max Red; <0. 
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Whee 


图 13.7.1 8 字形 同 宿 一 一 分 界线 从 相反 方向 离开 鞍点 


我 们 还 假设 系统 是 Cr - 光滑 , r > 1, 因此 可 以 研究 它 在 C - 光滑 扰动 下 的 分 
支 . 考虑 8 字形 同 宿 Pi UUO 的 充分 小 邻 域 UV. 以 N 记 整个 地 位 于 U 内 的 所 
有 轨道 的 集合 . 下 面 的 定理 断言 , 集合 N 除了 在 分 支点 的 两 条 同 宿 回 路 和 O, 不 包 
含 其 它 轨道 . 它 也 刻画 了 任何 附近 系统 的 这 个 集合 的 结构 . 


定理 13.11 ”对 具有 8 字形 同 宿 满足 o< 0 的 系统 的 任何 充分 接近 的 系统 , 集 
合 N 是 分 界线 Ti UTs 并 的 闭 包 , 它 可 以 是 下 面 六 种 可 能 的 类 型 : 

(1) MO 包含 两 个 稳定 周期 轨道, 一 个 是 Ti 的 w - 极限 集 , 另 一 个 是 T 的 
w -极限 集 . 

(2) MO 包含 一 个 稳定 周期 轨道 , 它 是 两 条 分 界线 T: 和 Ta 的 w - 极限 集 . 

(3) N\O 包含 一 个 稳定 周期 轨道 , 它 是 一 条 分 界线 的 w- 极限 集 , 第 二 条 分 界 
线 构成 同 宿 回 路 . 

(4) N = MUTUO, 其 中 一 条 分 界线 形成 同 宿 回路 ,第 二 条 分 界线 以 这 个 回路 
H w -极限 集 . 

(5) N = Ty UT2UO, 其 中 两 条 分 界线 形成 同 宿 回路 (因此 形成 8 字形 同 宿 ). 以 
及 

(6) N 是 吸引 的 拟 极 小 集 ， 它 包含 两 条 P+ - 稳定 分 界线 T， 和 T 一 条 是 
W*(O) 中 的 P- - 轨道 以 及 非 闭 Poisson ~ 稳定 轨 线 的 连续 统 


注意 只 有 情形 (1) 和 (2) 对 应 于 结构 稳定 系统 , 其 它 情形 是 非 粗 的 . 本 质 上 , 具 
ARRAS 8 字形 同 宿 分 支 是 Morse-Smale 类 中 的 内 分 支 . 

对 对 称 系统 作 特 殊 考 虑 , 那里 两 个 分 界线 回路 一 起 趋 于 一 个 鞍点 .这 样 的 情况 
相当 平凡 . 即 当 回 路 向 内 分 裂 时 , 由 定理 13.4, 每 一 个 产生 单个 稳定 极限 环 . 当 回路 
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向 外 分 裂 时 , 稳定 性 转移 到 从 8 字形 同 宿 回 路 分 支出 的 大 振幅 对 称 的 稳定 周期 轨道 ， 


如 图 13.7.2 所 示 . 而 且 就 这 些 了 . 这 就 是 为 什么 下 面 我 们 主要 集中 对 非 对 称 系统 理 
论 的 研究 . 


a 


A Wh 
<\ 


uy) fr) 
G 


LH 


图 13.7.2 ”对 称 情形 的 8 字形 同 宿 分 支 . PANEI LB “向 外 " BERETA ORL ARNEL 当 
回路 向 内 分 裂 时 从 每 一 个 回路 分 支出 一 个 周期 轨道 

引入 8 字形 同 宿 的 邻 域 UV 为 包含 鞍点 O 和 分 界线 在 其 内 部 的 黏 有 两 个 柄 只 
和 Us 的 小 球 Uo. 从 而 ,对 整个 位 于 U 中 的 任何 轨道 存在 一 个 自然 编码 一 一 符号 1 
和 2 的 序列 , 它 描述 一 个 旅程 , 按照 这 旅程 轨道 沿 着 柄 Uy 和 Ua 的 内 部 游 飞 . 对 同 
宿 回路 这 个 编码 是 有 限 的 . 此 外 我 们 也 对 极限 环 指定 用 这 两 个 符号 循环 排列 按 模 定 
义 的 有 限 长 编码 . 为 了 对 周期 轨道 积 同 宿 回 路 (它们 可 以 由 8 字形 同 宿 产 生 ) 刻画 
可 能 的 编码 , 我 们 构造 类 似 于 数论 中 Farey 树 的 二 叉 树 . 在 第 一 个 顶点 我 们 指定 符 
号 偶 (1,2); 由 它 两 个 稍 头 向 下 指向 顶点 (1,21) 和 (12,1), 并 按照 下 面 规则 继续 进行 ， 
即 对 顶点 (p, s) 存在 箭头 指向 (p,sp) 和 (ps, s) (如 图 13.7.3 所 示 ), 其 中 p 和 s 表示 
由 阿拉 伯 字 {1,2} 组 成 的 有 限 个 字 . 称 偶 (>, s) 是 可 允许 的 , 如 果 它 是 如 此 构造 的 树 
的 一 个 顶点 . 两 个 符号 1 和 2 的 无 穷 序列 偶 (p,s) 可 允许 , 如 果 存 在 由 树 的 枝 组 成 
的 一 个 无 穷 路 径 , 它 通过 顶点 (pe, si), 使 得 当 i 一 +00 时 m 一? 和 as 一 5 一 个 字 
称 为 可 允许 的 , 如 果 它 是 可 允许 偶 的 元 素 . 

ay 

we 


a20 


PARS 
pp pss) 
oN oN 


图 13.7.3 “二叉树 描述 周期 轨道 和 同 宿 回路 可 能 的 类 型 ,它们 可 从 不 对 称 情形 的 8 字形 同 宿 产生 、 
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定理 13.12 ”对 任何 系统 , 它 充分 接近 于 具有 负 鞍 点 量 的 8 字形 同 宿 的 系统 , U 
中 的 周期 轨道 或 者 同 宿 回路 必须 有 可 人 允许 的 编码 .如果 存在 一 对 周期 轨道 , 或 者 一 
对 同 宿 回路 , 或 者 一 个 极限 环 和 一 个 同 宿 回路 , 则 它们 的 编码 必须 形成 一 个 可 允许 
偶 . 如 果 分 界线 T 和 Ts 是 P+ - 稳定 ( 即 N 是 拟 极 小 集 ), 则 它们 的 编码 形成 一 个 
无 穷 序列 的 可 允许 侦 . 


拟 极 小 集 的 局 部 结构 在 这 里 由 分 界线 编码 完全 确定 . 我 们 用 下 面 公式 对 符号 1 
和 2 的 无 穷 序 列 s = {s} 引信 旋 转 数 8(s): 


B(s) = lim H 序列 {si}j&。 中 1 的 个 数 }， (13.7.1) 


假设 这 个 极限 存在 . 容易 证 明 , 如 果 无 穷 序列 偶 (p, s) 可 允许 , 则 旋转 数 8(p) 和 8(s) 
事实 上 存在 . 此 外 , 它们 彼此 相等 : 


Bip) = B(s), 


且 是 无 理 数 .对 区 间 [0,1] 中 任何 一 个 无 理 数 8, 存在 唯一 可 允许 无 穷 序列 偶 , 它 的 
旋转 数 等 于 2. 
因此 , 我 们 可 以 对 每 个 从 8 字形 同 宿 分 支 产生 的 拟 极 小 集 指定 旋转 数 B. 


定理 13.13 ”如 果 定 理 13.11 中 的 集合 N 是 具有 旋转 效 5 的 拟 极 小 集 , 则 N 
上 的 流 拓扑 共 辐 于 具有 旋转 数 6 的 特殊 Cherry Hi (限制 在 它 的 拟 极 小 集 上 ) 


Cherry 流 是 二 维 环 面 上 具有 两 个 平衡 态 的 流 , 这 两 个 平衡 态 是 鞍点 和 不 稳定 结 
点 . 两 条 不 稳定 分 界线 是 P+ - 稳定 的 . 一 条 稳定 的 分 界线 是 以 结 点 为 a - 极限 , 另 
一 条 位 于 不 稳定 分 界线 的 闭 包 内 , C P- - 稳定 的 [ 见 图 13.7.4(a)]， 不 稳定 分 界 
线 的 闭 包 是 拟 极 小 集 , 它 包 含 鞍点 O 以 及 非 闭 P- 稳定 轨 线 的 连续 统 . 这 种 流 的 旋 
转 数 定义 与 在 无 平衡 态 的 环 面 上 流 的 旋转 数 的 定义 方法 相同 . 由 于 在 Cherry 流 中 没 


nen, 


w 四 


图 13.7.4 (a) 环 面 上 的 Cherry 流 . (b) HBL REA Cherry 流 得 到 的 拟 周期 流 . 
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有 周期 轨道 , 它 的 旋转 数 是 无 理 数 .Cherry 流 是 特殊 的 , 如 果 它 处 处 收缩 面积 , 除了 
不 稳定 结 点 的 小 邻 域 . 两 个 特殊 的 Cherry BETO, 当 且 仅 当 它们 的 旋转 数 相同 
(更 多 详情 见 [104,16]). 我 们 看 到 定理 13.13 对 拟 极 小 吸引 子 给 以 完全 描述 , 这 种 吸 
引子 可 从 具有 负 鞍 点 量 的 8 字形 同 宿 产 生 . 注意 , 我 们 可 以 将 不 稳定 分 界线 Ti 和 
Ts BAER, 使 得 在 拟 极 小 集 上 的 流 经 过 这 个 “黏合 ”运算 变 成 拓扑 共 轧 于 在 环 
T {|z| < 1, lyl < 1} 上 的 系统 


i=r +y, j=l? +y) 


[ 见 图 13.7.4(b)] 
一 般 地 , 我 们 必须 区 别 下 面 两 个 情形 : 


情形 1 M- 焦点 : 和 ,2 是 复数 且 
0>Re M =Re >Re Ay (f=3,.…,n). 
情形 2 鞍点: A, 是 实数 且 
0>M>Re Ay (G =2,--- 4). 


在 这 两 个 情形 , 我 们 假设 在 分 支点 有 


。 同 宿 回路 Ps 不 位 于 强 稳定 流 形 wee 内 , 以 及 
。 分 界线 量 A 在 两 个 回路 上 不 为 零 


后 一 个 条 件 可 解释 为 二 维 扩展 不 稳定 流 形 WE 与 稳定 流 形 沿 着 两 个 回路 的 横 
截 性 ， 分 界线 量 在 鞍点 情形 由 公式 (13.4.8) 定义 , TERE - 焦点 情形 由 公式 (13.4.15) 
定义 . 

考虑 光滑 双 参 数 族 Xun CIRA MEAE 8 字形 同 宿 的 系统 的 余 维 2 分 支 
SUSAR, 且 满 中 上述 非 退化 条 件 . 控制 参数 /az 是 同 宿 回路 的 分 裂 参 数 : 当 jn > 0 
时 , 假设 回路 T 向 内 分 裂 . 

设 C, 表示 在 (i, pa) -平面 上 对 应 具有 编码 s 的 同 宿 回路 存在 性 的 分 支 集 . 由 
FEM, {m = 0} 定义 曲线 Cr, 以 及 {pz = 0} 对 应 于 曲线 Co. 对 在 下 面 情形 中 的 其 
它 编码 , C, 或 者 是 由 方程 ys = hala) 定义 的 曲线 (如 果 字 {s} 中 最 后 一 个 符号 是 
1) ,或 者 是 由 po = js(a) 定义 (如 果 {s} 中 最 后 一 个 符号 是 2), 其 中 hy 是 对 p< 0 
定义 的 光滑 函数 , 它 的 一 阶 导数 当 — -0 时 趋 于 零 (对 所 有 可 能 的 编码 {s} 一 致 )， 
或 者 C, 是 这 曲线 开 弧 (区 间 ) 的 无 限 集 

在 鞍 - 焦点 情形 , 由 定理 13.11 和 定理 13.12 所 有 可 能 性 允许 在 任何 模 截 族 
Xmm 中 遇 到 . 这 个 情形 的 分 支 图 如 图 13.7.5 所 示 . 注意 到 对 应 于 编码 以 1 结尾 的 
同 宿 回路 的 分 支 曲线 接近 于 ja 的 负 半 轴 , 因此 , 它们 都 位 于 筷 形 |u| < [aol 内 . 对 
应 于 其 编码 以 2 结尾 的 同 宿 回路 的 曲线 则 位 于 扇形 jua| < la| 内 . 由 于 在 这 里 两 个 
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扇形 内 的 图 像 是 对 称 的 , 我 们 只 需 叙述 对 应 于 编码 以 1 结尾 的 同 宿 回路 的 分 支 曲线 
的 结构 . 


a 
oe 环 1 和 环 21 


图 13.7.5 HATS RRA ROR -焦点 8 字形 同 宿 分 支 图 . 


这 里 , ju = 0 对 应 于 曲线 Ci, 曲线 Coy 也 朝向 ua 的 负 值 离开 点 (0,0), 曲线 Cor 
与 Ly 相交 于 无 穷 多 个 点 . 于 是 我 们 可 以 按照 下 面 规则 归纳 地 继续 进行 : BL (p, s) 是 
以 1 结尾 的 字 的 可 允许 偶 , W C, AC, 相交 于 无 穷 多 个 点 , WR PH Q 是 Cs 和 
C, 的 两 个 相 邻 交点 , 使 得 在 P 和 Q 之 间 的 区 间 上 hy > he, W P 和 Q 进一步 由 分 
别 与 C, 和 C 相交 无 穷 多 次 的 Cos 和 Cp HUME, 等 等 . 在 由 Cpe A Cap 的 弧 
所 围 的 区 域内 , 具有 编码 {ps} 的 稳定 极限 环 存在 . 相反 , 如 果 在 P 和 Q 之 间 的 区 间 
上 hp < hs, 则 对 ja 的 这 些 值 不 存在 具有 以 字 p 和 s 组 成 的 编码 的 同 宿 回 路 . 此 外 ， 
如 果 hp < hy, 则 在 由 曲线 C, BIC, 从 P 到 Q 的 线段 所 围 成 的 区 域内 的 每 一 处 , FE 
在 一 对 具有 编码 {p} 和 {s} 的 稳定 极限 环 - 

拟 极 小 吸引 子 对 应 于 曲线 C, 的 并 的 极限 点 

在 鞍点 情形 ( 主 特征 指数 A, 是 实数 ), 分 支 图 依赖 于 分 界线 量 A! 和 A 的 符号 ， 
以 及 在 t = +oo 同 宿 回路 Ts 和 Ts 进入 鞍点 的 方式 . 我们 首先 考虑 r 和 Ts 彼此 
相 切 地 进入 鞍点 的 情形 , 即 稳定 蝴 坚 同 宿 分 支 情形 - 

这 里 , 如 果 A, > 0 和 Az > 0 ( 见 图 13.7.6), 区 域 (wa > 0, p2 > 0) 对 应 具有 编 
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码 {1} 和 编码 {2} 的 一 对 环 的 存在 性 , KIR (x; > 0, p < 0) 对 应 具有 编码 {1} 的 唯 
一 环 的 存在 性 . 区 域 (p < O, ua > 0) 对 应 具有 编码 {2} 的 唯一 环 的 存在 性 . 在 区 域 
(jy < 0, p2 < 0), 分 支 集 是 从 原点 出 发 的 曲线 组 成 的 Cantor €, 它 是 由 可 数 多 条 对 
应 于 同 宿 回 路 的 曲线 , 以 及 对 应 于 拟 极 小 集 的 曲线 的 连续 统 所 组 成 . 这 个 区 域 有 下 
面 的 结构 : 对 有 限 字 的 任何 可 允许 偶 (p, s), 存在 曲线 C 和 C,; 在 由 C, AC, 界定 
的 区 域内 , 曲线 Cr。 和 Cop 处 于 这 样 的 位 置 : Cw 位 于 Cp 与 Cpo ZM. 由 曲线 Cp, 
和 Cop 界定 的 区 域 对 应 编码 为 {ps} 的 单个 稳定 极限 环 的 存在 性 . 在 每 条 曲线 C, 上 
一 条 不 稳定 分 界线 形成 具有 编码 s 的 同 宿 回路 , 但 第 二 条 分 界线 趋 于 这 个 同 宿 回 路 
( 即 它 属于 同 宿 回 路 的 稳定 流 形 , 见 13.4 节 的 末尾 )- 


G 


图 13.7.6 SLATS BR RAY BEATE (41,2 > 0) 的 蝴蝶 同 宿 分 支 图 


对 无 穷 序列 的 每 一 个 可 允许 偶 (p, s), 存在 对 应 于 具有 旋转 数 B(p) = Als) 的 拟 
极 小 吸引 子 存在 性 的 曲线 C(p, s). 曲线 C(p, s) 由 


lim C,, = lim Cp, 


求 得 , 其 中 (pa, s) 是 接近 (p,s) 的 有 限 字 可 允许 侦 序 列 . 

在 其 它 余下 情形 , 拟 极 小 吸引 子 不 出 现 . 在 情形 A > 0 和 A < 0 ( 见 图 13.7.7)， 
存在 仅 具 有 编码 {1}, {2} 和 {21*} SR, k = 1,2, (其 中 {14} 表示 由 个 “1" 组 
成 的 字 ), 参数 平面 被 曲线 C1,C2,Ci2, Ore 以 及 Cina (k= 1,2.…) 划分 为 可 数 多 个 
区 域 . 注意 , 这 些 曲线 凝聚 到 ja 的 负 半 轴 上 , 其 中 分 界线 ,形成 简单 同 宿 回路 , 分 
界线 Ta 当 + 一 +00 时 趋 于 这 个 回路 . 
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环 21 和 环 2 
C 
图 13.7.7 ”具有 负 鞍 点 量 的 鞍点 的 半 可 定向 (Ai > 0 和 A2 < 0) 的 蝴蝶 同 宿 分 支 图 


在 情形 A, < 0 和 Aa < 0 (如 图 13.7.8 所 示 ), 只 存在 具有 编码 {1}, {2} 和 {12} 
的 环 , 参数 平面 被 划分 为 6 个 区 域 . 


图 13.7.8 ”具有 负 远 点 量 的 鞍点 的 不 可 定向 (41,2 < 0) 的 蝴蝶 同 宿 分 支 图 - 


对 Tt 和 Ts 从 相反 方向 到 达 鞍 点 的 情形 的 分 支 图 如 图 13.7.9 一 图 13.7.11 所 示 . 
在 这 种 情形 下 , 不 存在 氢 极 小 吸引 子 , 以 及 极限 环 的 编码 只 可 能 是 {1}, {2}, {12}, 
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图 137.9 SANE 点 的 不 可 定向 (A1.2 < 0) 的 8 字形 同 宿 分 支 图 . 


图 13.7.10 ”具有 负 鞍 点 量 的 鞍点 的 半 可 定向 (A1 > 0 和 Aa < 0) 的 8 字形 同 宿 分 支 图 . 


{1(21)*} 和 {2(12)*} (k = 1,2,…). 在 情形 A, > 0, Az > 0 和 Ay < 0, Az > 0, 分 支 
集 由 有 限 多 条 曲线 组 成 . 在 情形 A < 0, 42 < 0, EMME ACERT Cie 和 
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图 13.7.11 具有 负 丢 点 量 的 鞍点 的 可 定向 (41,2 > 0) 8 字形 同 宿 分 支 图 - 


Cn 上 的 曲线 组 成 . 在 这 些 曲 线 上 , 一 条 不 稳定 分 界线 形成 二 重 回路 的 同 宿 回路 , 另 
一 条 分 界线 当 上 一 +00 时 收敛 于 它 . 
我 们 注意 , [69| 中 有 关于 作为 另 一 条 分 界线 之 极限 集 的 同 宿 回路 分 支 的 系统 研 
F 
我 们 还 得 注意 , 这 些 结果 可 以 立刻 推广 到 鞍点 具有 商 维 不 稳定 流 形 的 情形 ， 即 ， 
如 果 O 有 几 个 特征 指数 具有 正 实 部 但 是 主 特征 指数 是 实数 , 即 如 果 


m < Re yj, 


以 及 如 果 两 个 同 宿 回路 都 不 属于 强 不 稳定 流 形 W 且 按 相反 方向 离开 鞍点 , 以 及 
如 果 扩 展 稳定 流 形 在 两 个 回路 上 与 不 稳定 流 形 横 截 , 则 定理 6.3 可 以 应 用 以 保证 排 
斥 的 (n + 1) 维 C - 光滑 不 变 流 形 的 存在 性 . 由 于 在 不 变 流 形 上 系统 在 O 只 有 一 
个 正 特征 指数 , 故 所 有 上 面 的 结果 在 这 里 可 应 用 , 唯一 的 区 别 是 极限 环 和 拟 极 小 集 
不 再 保持 吸引 而 是 变 成 鞍点 . 

我 们 现在 考虑 具有 两 个 鞍点 Os 和 On 的 异 宿 环 情形 . 设 两 个 鞍点 的 不 稳定 流 
形 是 一 维 的 , 并 设 O 的 不 稳定 分 界线 Ti 当 t 一 +00 时 趋 于 Oz, O2 的 不 稳定 分 界 
线 Ta 4 t+ +00 时 趋 于 O1. 并 Ti UT UO: UO: 是 异 宿 环 . 关于 这 样 环 的 小 邻 域 
U 内 的 分 支 问题 在 [121] 中 有 详细 的 考虑 . 

整个 这 一 节 我 们 假设 两 个 鞍点 的 鞍点 量 都 是 负 的 .在 这 种 情形 下 , 从 异 宿 环 可 
分 支出 的 周期 轨道 不 多 于 一 个 . 此 外 这 个 唯一 轨道 是 稳定 的 (吸引 的 ). 

当 系统 有 对 称 性 , 使 得 O, 关于 On 对 称 , 分 界线 Ti 关于 分 界线 Ta 对 称 , 这 时 
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分 支 相当 简单 : 当 分 界线 向 内 分 型 时 , 产生 稳定 周期 轨道 ; 当 分 界线 向 外 分 裂 时 , 几 
FAR (除了 O12) 都 离开 U. 

在 一 般 情形 , 由 于 出 现 多 重 回路 的 异 宿 连 接 , 图 像 可 能 更 加 复杂 . 

取 光 滑 双 参 数 族 Xun, 它 与 具有 所 考虑 类 型 的 异 宿 环 的 Cr - 光滑 (r > 1) 系 
统 之 余 维 2 分 支 曲面 横 截 . Zu, 和 jz 是 分 裂 参数 , 它们 控制 异 宿 轨道 r; 和 Ta, 使 
得 当 js > 0 时 异 宿 连 接 Ti 向 内 分 裂 . 

在 (m, pa) - 平面 上 , 存在 两 条 分 别 对 应 于 鞍点 O, 和 On 的 同 宿 回 路 的 曲线 Li 
和 Lz. 这 两 条 曲线 分 别 是 某 两 个 对 正 上 有 定义 且 满 足 h(0) = 0, h'(0) = 0 的 光滑 函 
数 jn = 各 (ua) 和 pa = ha (yer) 的 图 像 . 在 Ly 和 La 之 间 的 区 域内 存在 稳定 的 周期 
轨道 . 注意 , 当 鞍 点 量 为 负 时 , 多 重 回路 的 同 宿 回 路 不 可 能 出 现 . 

对 族 X,,ws 的 分 支 图 也 可 以 包含 曲线 Ch 和 Ch (k = 1,…) 使 得 在 u E Of, 
Oili = {1,2}) 的 不 稳定 分 界线 Ti 沿 着 U HE 大 次 完全 旋转 而 进入 鞍点 Q (i # j), 
因此 , 它们 形成 异 宿 连 接 ， 曲 线 C 由 方程 yy = hrg ln) 定义 ,其 中 hsj 是 定义 
在 正 m - 轴 的 开 子 集 上 且 使 得 hj 的 一 阶 导数 当 jp 一 0 时 (关于 k) 一 致 地 趋 于 
零 的 光滑 函数 ,对 应 于 异 宿 连 接 的 分 支 集 的 确切 结构 依赖 于 平衡 点 O 是 鞍点 还 是 
We - 焦点 而 完全 不 同 . 

对 O, 和 Oy 都 是 补 点 情形 的 分 支 图 如 图 13.7.12 一 图 13.7.15 所 示 . 其 中 , 如 果 
两 个 分 界线 量 是 正 的 , 则 仅 有 可 能 的 异 宿 连 接 是 原来 在 p = 0 或 在 la = 0 存在 的 
连接 . 当 Ay > 0 和 Ag < 0 时 , 仅 有 的 新 分 支 曲线 用 C 标记 . 在 4 <0 和 Az <0 
的 情形 , 存在 对 应 于 所 有 可 能 的 异 宿 连接 的 无 穷 多 条 分 支 曲线 . 曲线 C 凝聚 在 曲线 
C; 上 , 使 得 对 pe Cj, 分 界线 Ti 在 Oj 形成 简单 同 宿 回路 , 而 O: 的 分 界线 Ti 当 
t too 时 趋 于 这 个 回路 . 


图 13.7.12 ”两 个 鞍点 之 间 的 两 种 方式 的 一 维 异 宿 连接 . 
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图 13.7.13 对 Ay > 0，4a >0 和 ,2 > 1 的 情形 , 图 13.7.12 中 异 宿 环 分 支 的 (a, ua) - 平面 ， 
在 区 域 12 和 3 中 只 存在 一 条 稳定 周期 轨道 


图 13.7.14 ”与 图 13.7.13 相 局 , 但 Ai < 0,A2 < 0. 系统 在 区 域 ! 中 有 一 条 稳定 周期 轨道 ,而 在 其 
它 地 方 没有 周期 轨道 . 


在 异 宿 轨道 上 分 界线 量 A1. 的 定义 与 同 宿 回路 的 情形 一 样 . 注意 , 情形 (A. > 
0,42 > 0} 和 {A; < 0, Ag < 0} 对 定义 在 平面 上 的 系统 都 有 可 能 ( 见 图 13.7.16), 但 
在 后 一 个 情形 两 条 轨道 T A ra 都 是 游荡 的 . 

O 和 Or 都 是 鞍 - 焦点 情形 的 分 支 图 如 图 13.7.17 所 示 . 其 中 , 对 应 同 宿 回路 
的 曲线 L, 和 La 与 曲线 CH, : (ur = 0} 和 CR : {pa = 0} 相交 无 穷 多 次 . 接 下 来 , 对 
每 个 上 = 0,1,2,…, 对 万 与 Ch 的 连通 分 支 (La 与 Ch, 的 连通 分 支 ) 的 任何 两 个 
相 邻 交点 使 得 不 等 式 hea (42) > hiala) (相应 地 , hali) > hia (v2) 在 这 些 点 之 间 
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图 13.7.15 ”与 图 13.7.13 相同 , 但 Ay > 0, Ar < 0. 系统 在 区 域 1 一 3 中 有 一 条 稳定 周期 轨道 ,而 在 
别处 没有 周期 轨道 . 


i 
h th 


© 
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图 13.716 ”三 类 异 宿 环 : (a) Aaa > 0; (b) Ara <0; (c) Ar < O, Az > 0 时 , Möbius AP LPTR 
之 间 的 半 可 定向 异 宿 连接 


成 立 , 存在 曲线 CHY (相应 地 CHE) 的 分 枝 连接 这 些 点 .依次 地 这 个 分 枝 与 Li( 相 
应 地 La) 相交 无 穷 多 次 , 等 等 - 

这 个 过 程 的 极限 点 对 应 于 同 宿 回路 的 存在 性 , 这 个 同 宿 回路 是 另 一 个 鞍 - 焦点 
的 分 界线 的 w — 极限 集 - 

对 O; SORE -焦点 以 及 On 是 鞍点 情形 的 分 支 图 如 图 13.7.18 和 图 13.7.19 所 示 . 
这 里 , 图 像 依赖 于 沿 着 异 宿 轨道 Ts 计算 的 分 界线 量 A 的 符号 . 对 Ay > 0 不 存在 如 
Ch 的 曲线 , 其 中 大 > 1. 当 Ao < 0 时 曲线 Ch 与 L 相交 无 穷 多 次 , 曲线 CF, 的 集 


ki 和 13 时 ”和 贡 局 了 网 念 装 同 蛋 曲 政 分 文 


合 对 Aa < 0 时 的 结构 与 0;,2 都 是 鞍 - 焦点 的 情形 相同 . 


© 


图 13.7.17 (a) 一 对 鞍 - 焦点 之 间 的 两 种 方式 的 一 维 异 宿 连接 . (b) 对 应 的 分 支 图 


曲线 Ch 的 集合 的 组 织 如 下 : 注意 到 曲线 Lo: ja = halm) ZHR Ch : {ua = 0} 
无 穷 多 次 . 设 P(J4,0) 和 Qu, 0) 是 使 得 在 这 两 点 之 间 ha > 0 的 两 个 相 邻 交点 . 设 
所 > wif. 则 当 Ag > 0 时 从 点 P 出 发 的 (或 者 当 42 < 0 时 从 点 Q 出 发 的 ) 无 穷 多 
条 曲线 Cs ,它们 中 的 每 一 条 与 52 相交 于 一 点 . 曲线 Ci 终止 于 Q( 如 果 42 <0 则 
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图 13.718 (a) W- 焦点 和 鞍点 之 间 的 两 种 方式 的 异 宿 连接 . 情形 (b)A < 0 和 (c)A2 > 0 时 对 
应 的 分 支 图 . 


终止 于 P), 曲线 CR 终止 于 交点 Ch N La, 等 等 : 曲线 CH EFA Ch La. 

所 有 这 些 交点 对 应 于 On 的 不 可 定向 的 同 宿 回路 (回路 上 的 分 界线 量 为 负 ), E 
们 凝聚 在 回路 上 分 界线 量 为 零 的 点 .La 上 的 这 点 与 点 P (A < 0 时 的 点 Q) 之 间 
的 线段 对 应 于 可 定向 的 同 宿 回路 , Os 的 分 界线 Ti 当 t 一 +00 时 盘旋 趋 于 它 . 曲线 
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Ci, 从 左边 凝聚 在 这 个 线段 上 . 
我 们 必须 指出 , 这 个 图 像 被 证 明 仅 当 系统 至 少 是 C3, 且 满 足 


2pv< p? +2 


时 才 成 立 这 里 p RAE -焦点 Os 的 鞍点 指标 , v EBEA On 的 装点 指标 , 以 及 
5 = [Re |, 其 中 y 表示 Oz 的 正 特征 指数 , Ao 是 0 最 车 近 虚 轴 的 非 主 特征 指数 


(CN 是 主 指数 , 故 = (22) 和 1 < v < 5; 由 假设 也 有 p > 1 一 鞍点 量 为 负 ). 

如 果 上 面 这 个 不 等 式 不 满足 , 则 曲线 Ch 集 的 结构 可 能 不 同 : 从 PR Q 出 发 的 
曲线 Ch, 仍 可 有 无 穷 多 条 , 但 在 某 些 情形 它们 中 只 有 有 限 多 条 曲线 与 L 相交 ,其余 
曲线 将 终止 于 最 后 的 交点 . 

注意 所 有 这 些 结果 (除了 在 O, 是 鞍 - 焦点 , On 是 鞍点 情形 的 曲线 Ch 集 的 精 
细 结 构 ) 是 对 C! - 光滑 系统 证 明 的 . 因此 , 如 同 8 字形 同 宿 情形 , 这 些 结果 可 以 直 
接 推广 到 O, 和 Op 的 不 稳定 流 形 是 高 维 的 情形 (但 是 它们 这 时 必须 有 相同 的 维 数 )， 
只 要 本 书 第 一 卷 的 定理 6.4 中 保证 在 异 宿 环 附近 的 C - 光滑 不 变 流 形 存在 的 条 件 
满足 . 

(121) 中 研究 的 另外 情形 对 应 于 在 平衡 态 Oy ALO 的 鞍点 量 有 相反 符号 的 异 宿 
环 分 支 (两 个 鞍点 量 是 正 的 情形 或 者 当 O, 和 On ABA - 焦点 时 将 导致 复杂 动力 
学 , 或 者 通过 改变 时 间 万 向 并 化 到 不 变 流 形 上 而 化 为 之 前 的 情形 ) 这 里 的 主要 假设 
是 0 和 On AB ALATA (RIEBE - 焦点) 

特别 地 , BO, 的 不 稳定 流 形 的 维 数 等 于 O 的 不 稳定 流 形 的 维 数 ， 除 此 以 外 ， 
设 在 O, 和 Op 的 稳定 和 不 稳定 主 特征 指数 是 实数 . 还 假设 两 条 异 宿 轨道 Tis 沿 着 
主 方向 进入 和 离开 鞍点 . 我 们 也 假设 一 个 鞍点 的 扩展 不 稳定 流 形 与 另 一 个 鞍点 的 稳 
定 流 形 沿 着 每 个 轨道 Ti s BUA, 以 及 一 个 鞍点 的 扩展 稳定 流 形 与 另 一 个 鞍点 的 不 稳 
定 流 形 沿 着 Taa 也 是 模 截 的 . 在 这 些 假设 下 , 定理 6.4 确保 存在 的 二 维 不 变 流 形 , E 
捕获 对 所 有 时 间 停留 在 异 宿 环 小 邻 域内 的 所 有 轨道 ， 因 此, 这 里 的 动力 学 本 质 上 是 
二 维 的 . 再 次 注意 , 由 于 不 变 流 形 一 般 只 有 Ci - 光滑 , 为 了 研究 这 个 问题 我 们 必须 
对 原来 的 高 维系 统 进行 计算 . 

By Bl vy 分 别 是 在 Or 和 On 的 鞍点 指标 . (BRK va #1, va A AB vava # L 
则 从 所 考虑 的 异 宿 环 可 分 支出 不 多 于 两 个 周期 轨道 

分 支 图 如 图 13.7.19 一 图 13.7.22 所 示 . 分 界线 量 A, 和 Ay 定义 为 二 维 不 变 流 
形 上 异 宿 轨道 T: 和 Ta 附近 的 大 范围 映射 的 导数 . 注意 , Ayo 的 符号 与 鞍点 量 的 符 
号 的 组 合 的 其 它 情 形 可 以 通过 改变 时 间 方向 和 排列 下 标 “ 1 ”和 “2" 类 似 地 得 到 

我 们 可 以 看 到 , 与 鞍点 量 有 相同 符号 的 情形 不 同 , 这 个 情形 的 特性 是 这 里 可 能 
出 现 鞍 - 结 点 分 支 , 单 回路 周期 轨道 的 倍 周期 分 支 以 及 一 重 回路 的 同 宿 回路 、 

[34, 35) 第 一 个 研究 其 不 稳定 流 形 有 不 同 维 数 的 鞍点 的 异 宿 环 这 个 研究 主要 集 
中 在 具有 复杂 动力 学 的 系统 . 但 是 , 我 们 在 这 里 考虑 一 个 动力 学 是 简单 的 情形 . 设 三 


13.7 8 字形 同 宿 分 支 和 异 宿 环 分 支 583 ; 


图 13.719 REF Ana > 0, vi > 1, va < 1 和 wwz > 1, 异 宿 环 的 两 个 平衡 态 都 是 鞍点 时 的 分 支 图 
(RM 13.7.12). 系统 在 区 域 1—3 有 一 个 极限 环 , 在 区 域 4 有 了 两 个 极限 环 , 在 区 域 5 一 7 没有 极限 
环 . 在 曲线 SN EAR RR - 结 点 产生 一 对 极限 环 ; 在 曲线 La 上 不 稳定 环 变 成 同 宿 回路 , 而 稳定 极限 
环 终止 于 Li. 


图 13.7.20 图 13.7.12 中 对 Aya < 0, va > 1, va < 1 和 mua > 1 情形 的 民宿 环 的 分 支 图 . 这 个 系 
统 在 区 域 1 有 一 个 极限 环 , 在 区 域 有 两 个 极限 环 , 在 其 他 区 域 没有 极限 环 . 


维 无 穷 光滑 系统 有 两 个 平衡 态 O 和 On, 它们 分 别 具 有 实 特征 指数 了 > 0 > 和 1 > 和 2 
Mm > 六 > 0 > E ( 即 O 的 不 稳定 流 形 是 一 维 的 , 以 及 O: 的 不 稳定 流 形 是 二 维 
的 ). 假设 二 维 流 形 W*(O:) 和 W*(O2) 沿 着 异 宿 轨 线 To ( 它 既 不 位 于 对 应 的 强 稳定 
流 形 上 又 不 位 于 强 不 稳定 流 形 上 ) WRAL. 也 假设 O 的 一 维 不 稳定 分 界线 与 02 
的 一 维稳 定 分 界线 重合 , 故 存在 结构 不 稳定 的 异 宿 轨道 了 (图 13.7.23). 额外 的 非 授 
化 假设 在 这 里 是 鞍点 量 非 零 , 以 及 O; 的 扩展 不 稳定 流 形 与 02 的 扩展 稳定 流 形 在 结 
构 不 稳定 异 宿 轨道 上 的 点 处 模 截 . 
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图 13.7.21 4 A1 >o0 4a<om>lwm<1l 和 mx >1 时 ,图 13.7.12 中 的 异 宿 连 接 分 支 图 . 系 
统 在 区 域 12,3 和 5 有 一 个 简单 周期 轨道 ,在 区 域 4 有 两 个 周期 轨道 (一 个 是 简单 的 另 一 个 是 倍 周 
期 的 ), 在 其 他 地 方 没有 周期 轨道 . 稳定 周期 轨道 在 对 应 于 倍 周 期 (翻转 ) 分 支 的 曲线 PD 上 失去 稳 
定性 . 二 重 周期 的 不 稳定 极限 环 在 蕊 上 变 成 二 重 分 界线 回路 . 稳定 的 简单 极限 环 终止 在 Ly E. 


图 137.22 图 13.7.12 中 当 Ay > 0 Aa < gm < 1, va > 1 和 viva > 1 时 的 异 宿 连接 分 支 图 , 这 
个 系统 在 区 域 1,2,3 和 5 有 一 个 简单 周期 轨道 , 在 区 域 4 有 两 个 周期 轨道 (一 个 是 简单 的 另 一 个 是 
售 周 期 的 ), 在 其 他 地 方 没有 周期 轨道. 


图 13.7.23 ”两 个 鞍点 之 间 的 异 宿 环 . 注意 连接 O 和 O 的 异 宿 轨 线 r, 是 结构 稳定 的 
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这 个 分 支 是 余 维 2 的 : 控制 参数 (ja,y2) 在 这 里 选择 为 01 的 一 维 不 稳定 分 界 
线 与 某 个 截面 的 交点 的 坐标 , 该 截面 与 另 一 个 鞍点 Or 的 一 维稳 定 分 界线 横 截 . 由 于 
对 应 的 分 支 图 十 分 复杂 , 我 们 在 这 里 就 不 叙述 它 了 , 有 兴趣 的 读者 建议 参考 原来 的 
文章 [34,35]. 尽管 如 此 , 在 这 种 情形 下 , 从 这 样 的 异 宿 连接 分 支出 不 多 于 两 个 周期 轨 
道 (永远 是 鞍点 周期 轨道 )- 
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这 一 节 我 们 证 明 在 整个 这 一 章 中 已 经 用 过 的 鞍点 平衡 态 附近 的 解 的 估计 . 

考虑 在 具有 m 维稳 定 和 n 维 不 稳定 不 变 流 形 的 鞍点 平衡 态 邻 域内 的 C- 光 
滑 (r > 3) 系统 . 

设 鞍 点 的 特征 指数 是 (1,… Am) 和 (4,… sIn), IEP Re A; < 0 (= Lvm) 
H Re % > 0 (i = 1,… ym). 假设 (M1,… Am) 的 实 部 等 于 某 个 -和 < 0, 其 余 的 稳 
定 特 征 指数 (Xm,+1,… , Am) 严格 位 于 直线 Re () = -A 的 左边 . 考虑 到 不 稳定 特征 
指数 , 我 们 假设 Re = …= Re n, = 7 > 0 ARX i> m A Rey > 7. 

如 同 在 本 书 第 一 卷 附录 A 中 的 证 明 , 满足 上 面 假设 的 R"+m 中 的 系统 可 以 用 变 
量 的 Cr-: - 变换 化 为 形式 


ż= Biz + fu(z,y, 0) + falz, u, y, v)u, 


ù = Bru + fa (z, y,v)z + fa(2,u, y, v)u, 
ú= Biu + falz, y v)z + falz, uy, v) assa) 
ý = Cry + gu (z, y)y + ale my, vO) 


ù = Cav + gn (z,u, y)y + ga2(T, u, y, Vo, 


其 中 By 的 特征 值 是 (A1,… Ami), Ba 的 特征 值 是 (Xm,+1,… sAm), Ci 的 特征 值 是 
(ripe Ym), Ca 的 特征 值 是 (e+: ,7m). 此 外 , C= - 光滑 函数 fis 和 gi 满足 


fulz,0,0)=0, gu(0,0,y) = 
fro(z,u,0,0) =0, gi2(0,0,y,v) 
£0,u,v) =0, gj(z,u,0) =0, 
fz2(0,0,0,0) =0, 922(0,0,0,0) = 0. 
Bro > 0 和 ? > 0 使 得 对 一 切 t> 0H 
1leBat|l < eet, lle PI] < et. (13.8.3) 
例如 , 当 只 存在 一 个 稳定 主 特征 指数 (mi = 1 和 和 1 = -A 是 实数 ), 或 者 如 果 存在 一 


IHAA ERMER M (m = 2 和 入 A+ iww £0), W ro = 入 类 似 
地 , 如 果 ni = 1, 或 者 如 果 m = 2 以 及 六 = 73 不 是 实数 , 则 4o = y- 


0, 
(13.8.2) 
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我 们 也 选择 某 量 X A y, 满足 


O< Xo < À' < min{2A9,X"}_ AO < yw <7 < min{2,7"}, (13.8.4) 
其 中 X Bly” 使 得 对 一 切 +> 0 有 
letet, pe] g er. (13.8.5) 
我 们 也 取 某 X 和 了 使 得 


0<X<X<min{fX, Ao +y} 和 O<w<F<min{y,7+Ao}. (13.8.6) 


设 Mo(z0, to, yo, vo) 和 My (xr, ta, yi, v1) 是 鞍点 小 邻 域内 的 两 点 , 令 Mo 的 在 时 
M t= r 到 达 Mi 的 轨道 不 离开 鞍点 的 邻 域 . 在 2.8 节 已 经 证 明 (zwi) 和 (yo, vo) 
对 任何 小 的 (zouo yv) 和 r > 0 是 唯一 确定 的 . 此 外 , (2,1, yo, vo) 光滑 依赖 于 


(Zo, uo, y1, V17). 
引 理 13.5 (Ovsyannikov-Shilnikov [101]) 记 
x1 = et" zo + $i (Z0, u0, is 017), 


yo =e yi + (20, uo VT), 


(13.8.7) 
ty = (xo, Uo, y1, V137), 
vo = m(zo, Yo, y1, V137). 
如 果 恒 等 式 (13.8.2) 成 立 , 则 有 下 面 估计 : 
Il@lle- = ofe"),  IImifler-2 = fe"), (13.8.8) 
Uléaller-2 = 0(e**), llmller-» = ole™™"), (13.8.9) 


其 中 外 .le 表示 函数 本 身 的 范 数 以 及 它 所 有 直到 (r 2) 阶 导数 的 范 数 的 最 大 值 
证 明 记 
fi=faz+ fau 和 ge= gay+ gav. (13.8.10) 
REY ( 见 27 4), MAENE (zouo, 0), 系统 
ale) = ePitzo + fe fafale) ule), als) ve), 
A 
u) = etu0 + | EPEA f(a) ys), 
ft) = eey — | eH M(x) ule) ul) 0694s, 
v(t) =e Op, -f 


(13.8.11) 


Cale- g9(x(s), u(s), y(s), v(s))ds 
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的 解 (w(t), u(t), y(t), v(t) 对 te [0,7] 满足 下 面 的 估计 
Ilz(t) — etzoll < Krete- A-0), 
lutoi < Kae, 
lvlt) — eol < Kem“ e“ G70), 


lv < Kae 0-9, 


(13.8.12) 


其 中 Kia 是 某 些 常数 .15 

此 外 , 类 似 的 估计 必须 对 (13.8.12) 的 左 端 表达 式 关于 (zo, uo, y, v1) 的 所 有 导 
数 成 立 , 其 中 诸 K 的 值 可 依赖 于 导数 的 阶 . 注意 , 不 需要 去 估计 关于 上 和 7 的 导数 ， 
因为 由 简单 恒等式 ( 见 引 理 5.1 和 5.2 节 中 的 说 明 ) 它们 与 其 它 导数 有 关 . 

如 同 在 2.8 节 证 明 的 , (13.8.11) 的 解 是 从 初始 猜测 (2 (t), u(t), y(t), VO (D) = 
0 开始 以 如 下 方式 计算 的 逐次 盟 近 (2 (t), u (t), ye), vE) 一 +00) 的 极限 : 


letD(b) 一 ettzo 十 Í eB- fa (2 (8), u8), 4(a),0(s))ds, 
la 
uD (t) = ePatug + f * Palm) f(a), ua), y8), 0 (8))ds, 
o 
y(t) = e-cr-om — [ eH CHl4-H g, (2140 (2), u? (a), © (8), 0" (8)) ds, 
t 


WEIG = eto = f ehet gafr a), ua), a), 0 (0). 
: (13.8.13) 
因此 , 为 了 证 明 (13.8.11) 的 解 的 某 些 估计 , 按 归纳 法 我 们 可 假设 次 逐次 通 近 
满足 这 些 估计 , 然后 以 这 些 假设 为 基础 , 验证 (k+ 1) 次 通 近 也 满足 它们 . 当然, 这 些 
估计 必须 与 上 无关. 
现在 假设 对 某 Ki.2, k 次 近似 满足 (13.8.12). 由 此 得 知 


lrA] < ee", yO] < Zee“ (13.8.14) 


与 Ki 的 值 无 关 , 只 要 r 足够 的 大 , 其 中 e 是 所 考虑 的 鞍点 邻 域 的 大 小 ( 故 llzoll < 
s linl] < £). 
基于 恒等式 (13.8.2), 函数 f 可 有 估计 
fall < sup i ffety.oy!l elly oll + suplia. lull- lyell (13.8.15) 


16 严格 地 讲 , 这 给 出 (13.8.8) 和 (13.8.9) 右 端的 OC) - 型 估计 , BEREH AN, iy 稍微 靠近 
零 ,就 可 用 o 符号 代替 符号 O. 
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由 此 , 由 (13.8.14) 和 假设 (13.8.12) 成 立 , 得 知 对 充分 小 = 有 
Are (s), we), ¥(s), v] 
Ken Pete 200-9) + KoK3e-N eml- (13.8.16) 
< (1+ KoK3)e -enmt -), 


其 中 Ko 是 某 常数 . 注意 , 我 们 在 这 里 用 了 诸 和 之 间 的 关系 式 (13.8.4) 和 (13.8.6). 
类 似 地 , 如 果 = 充分 小 , 则 


{faz (8), u(s), y (8), (a) < (€ + 6K2)e*", (13.8.17) 


其 中 可 缩小 鞍点 邻 域 的 大 小 使 得 5 = sup || foal) 选择 为 任意 小 . 
由 (13.8.16) 和 (13.8.17) 分 别 得 到 


[UA | 
h 
< (1+ KoKG emor fee Veas 

h 


I E paea) ula) (0) v (0a 
lo 


‘ 
< (e+5Ka) [ ds, 
lo 


由 此 (WL (13.8.13), (13.8.3) 和 (13.8.5)), (z,u) 0+3 满足 具有 相同 的 Kl 和 Ks 的 
(13.8.12), 如 果 


Kı > (1+ KoK3) 


t 
和 + 一 人 
ii 1 

Ka > e+ (e+ôKa) yr y 
由 问题 的 对 称 性 , 立刻 得 到 关于 Kia 的 不 等 式 , EN (yv) tt WE (13.8.12) 已 
经 足够 了 . 总 之 , 这 给 出 
1 

do 二 ms (13.8.18) 
Ka > € + (€ + ôK) max wipes}: 


Kı > (1+ KoK}) 


其 中 当 缩小 鞍点 邻 域 的 大 小 = 时 5 BFE. 

这 些 不 等 式 对 Ka = Ole) 和 K = O(1) 容易 满足 . 因此 , 我 们 事实 上 可 以 选择 
适当 的 常数 K a 使 得 估计 (13.8.12) 满足 . 为 了 完成 引 理 的 证 明 , 必须 证 明 类 似 的 估 
HERE (13.8.11) 的 解 (x(t), u(t), y(t), v(t) 的 所 有 导数 成 立 - 
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在 2.8 节 已 经 证 明和 逐次 逼近 收敛 于 边 值 问题 的 解 和 它 的 所 有 导数 ， 因 此 我 们 可 
以 假设 k 次 逼近 满足 17 
[[Dpx (t) ~ DpleP*zo)l| < KP te“), 
Dyu (t KP et, 
IDO KP dsi 
[Dp (t) - Dalet -9y )] < K Pee“ G—0)7, 
lIDpv ON < Ke 


其 中 某 Kyo 5 k 无 关 但 可 依赖 于 导数 的 阶 p FÈ, 基于 这 个 假设 , 我 们 必须 证 明 
下 一 个 通 近 (1+ (t), u+ (t), yD (t), vD (t) 的 导数 满足 相同 的 估计 . 
事实 上 , 只 需 对 e+e) 和 uD (e) 进行 计算 , 对 yte) 和 v(t) 的 公 
式 由 问题 的 对 称 性 得 到 
微分 (13.8.13) 给 出 


Dpz™+ (t) = Dp(e?**z0) + f eP- Dy f(z (8), u (8), ¥(s), 0 (s))ds, 
h 

Dpat) = Dylemtu) + | * PAA Dp fala (8), ua), y8), v (8))ds 
h 


由 (13.8.3) 和 (13.8.5), 我 们 有 


[Dpe**) (t) ~ Dp(e**z0)|| 


et Í ‘oor Dp h (EP) u8), ys), ds, 
h 
llDpu*+ (a) 


ce't E fer [Dp ra) u) TOR | as] A 


现在 用 早先 我 们 在 证 明 引 理 时 的 相同 方法 , 我们 还 必须 验证 对 任意 p, 类 似 于 
(13.8.16) 和 (13.8.17) 的 估计 对 导数 Dpf1,2 也 成 立 : 


(13.8.20) 


[Dp fia (s),u (9),y*(s),0(9))I] < Riet (13.8.21) 
以 及 
UID, faa 8), u? (4), 4 (8),0(6))Il < (Ra + SKY)e Ne, (13.8.22) 


其 中 可 以 将 考虑 的 鞍点 邻 域 缩小 使 得 5 选择 为 任意 小 、K2 与 (13.8.19) 中 的 常数 
天 但 的 特殊 选择 无 关 , Ki 5 KP EX (然而 , Kiz 可 依赖 于 对 应 较 低 阶 导 数 的 
Kia). 


1 我 们 用 记号 Dp = 


DaT, u0, yt, vt) 
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由 链 规则 , 导数 
Dofi(z Pe) u) YO) s) 
可 由 和 式 
WH ye |i E, s), (0), 00) 
a lE ray, vy ý $ s 


x||Du (2% (8), uD (E (8), u® (s) (538-20) 
XI| Diy, (WO8), 0 (a) Drg se (ye), (Ca 


估计 , 其 中 qa 是 满足 1 < a +a < p 的 非 负 整数 , 4 (i = 1,… ,qr +a) 是 满足 
Ltt lates =p 的 正 整数 . 

由 假设 , 对 导数 || Du (s)|) AM | Drv) (s)|) 的 估计 由 (13.8.19) 给 出 . 对 大 的 7， 
由 估计 (13.8.19) 得 


{Die (s)|] < 2er->*， |Diy(s)]] < 22°”. (13.8.24) 
因此 估计 (13.8.23) 可 重 写 为 


entorant), 


(ipa -| oo 


(13.8.25) 
显然 , 在 f 的 估计 中 , WE q > 2 和 qa > 1 的 项 满足 (13.8.21), fa 的 估计 中 使 

得 q > 2 的 所 有 项 满足 (13.8.22). 也 注意 
Omf fa Laie 
BU.) yu)m 
其 中 , 我 们 利用 了 (13.8.12), (13.8.14), (13.8.4) 和 恒等式 (13.8.2), 在 > = 0 它们 给 出 


Onja Lo, 由 于 Sr 二 2 和 fa eC, fa 的 qa 阶 导数 是 光滑 函数 因此 ,一 
au. eo 
fa 


且 在 = = 0 它 等 于 零 , 它 可 由 Bs = O(a) 估计 - 
因此 , 由 (13.8.26) 得 知 , 对 fi 的 估计 (13.8.25) 中 满足 gi = 0 和 qa > 1 的 项 ， 
以 及 对 fo 的 估计 中 满足 q = 0 的 所 有 项 分 别 地 也 满足 (13.8.21) 和 (13.8.22). 
类 似 地 , 由 于 fi 在 (y,v) = 0 恒 等 于 零 , 得 知 
a fi 
O(a, u)™ 


因此 , fy 的 估计 (13.8.25) 中 满足 q > 2 的 所 有 项 满足 (13.8.21). 


- 29) +5 - ul) (s) = O(e-*’*). (13.8.26) 


= Ole"), 
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在 (13.8.25) 中 最 后 余下 要 研究 的 项 是 (9 = 1) 


2 2h ||. -awron 
Bz lyo) || s 
hiatale 


注意 在 (zu) = 0, fi, = 0 [ 见 (13.8.2)]， 因 此 , 它 以 及 它 关于 (y,v) 的 所 有 直到 
qz <7 —3 阶 导 数 都 是 O(z,u) 阶 的 . 由 此 , 从 (13.8.12), (13.8.14) 和 (13.8.4) 得 知 上 
面 两 项 可 以 由 (常数 «em Oe’) 估计 , 即 它们 满足 (13.8.22), 以 及 若 q > 1, 
满足 (13.8.21). 
WFR fi 考虑 情形 % = 1,92 = 0. 为 满足 (13.8.21), 我 们 必须 证 明 
es Bh 
oa, » 

但 这 显然 可 从 (13.8.14) 和 (13.8.12) 得 到 , 因为 fı = fz+ fizu, AR fis FE (vv) = 0 
SFE [ 见 (13.8.2)] 

我 们 已 经 证 明 导 数 Dy fiz (8), us), y (s), v(s)) 满足 估计 (13.8.21) 和 
(13.8.22). 注意 对 ztb(s) 和 YA (5) 的 导数 我 们 仅仅 用 了 估计 (13.8.24), 它 与 (13.8.19) 
中 的 Ka a 的 选择 无 关 . 因此 , (13.8.21) 中 的 估计 因子 Ky 事实 上 与 天 名 无 关 . (13.8.23) 
中 依赖 于 K 的 对 (13.8.22) 起 作用 的 项 仅 为 


Ufoull | Dpu (9) AB [sell - Dp» a). 
这 里 的 第 一 项 可 由 OK eN 估计 , 由 缩小 所 考虑 的 鞍点 邻 域 = 的 大 小 可 使 得 其 中 
的 5 任意 小 . 第 二 项 可 以 由 
KP eT- (Gel EON + Ifall u 
= KP? OS +u = KP? OCee**) 

估计 [ 见 (13.8.14), (13.8.12) 和 (13.5.18)]. 所 有 这 些 与 (13.8.22) 完全 一 致 . 

现在 ,对 下 一 个 通 近 (zk+D(b,ukrD(b,Vk+D(tbutkrD(b) 估计 (13.8.19) 的 正 
确 性 由 (13.8.21), (13.8.22) 得 知 , 它们 与 由 (13.8.16) 和 (13.8.17) 得 (13.8.12) 的 正确 
性 的 方法 完全 一 样 . 

这 就 完成 了 引 理 13.5 的 证 明 


注 1 根据 本 书 第 一 卷 附录 B 对 微分 同 胚 的 鞍点 不 动 点 附近 轨 线 估计 的 完全 
相同 的 步骤 , 我 们 也 可 以 证 明 


llgnzller-: = o(e7™7), hn.aller-: = ole™™") (13.8.27) 
以 及 对 r= 2 这 个 估计 也 成 立 . 


= Ofe- 
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注 2 ”回忆 当 系 统 (C") 光滑 依赖 于 某 些 参数 时 , 坐标 变换 将 系统 化 为 C? - 
光滑 依赖 于 参数 的 形式 (13.8.1) 和 (13.8.2) (确切 地 说 , 它 关 于 所 有 变量 和 参数 的 直 
到 (r - 1) 阶 导数 连续 , 除了 只 有 关于 参数 的 最 后 (r - 1) 阶 导数 可 能 不 存在 ). 此 时 
矩阵 Bi 和 Cio 是 参数 的 C - 光滑 函数 . 

引 理 13.5 的 估计 在 这 里 仍 成 立 . 事实 上 , 贯穿 我 们 的 证 明 (与 本 书 第 一 卷 附录 
B 中 的 类 似 叙述 相 比较 ) 容易 追踪 关于 参数 额外 的 9 次 (9 < 7 一 2) 微分 只 能 得 到 在 
估计 (13.8.8) 和 (13.8.9) 的 右 端 出 现 r1 因子 , 但 这 个 因子 可 以 在 入 和 y 接近 于 零 时 
被 o(e-*") 和 ofe") 项 吸收 

函数 5 和 的 (r - 1) 阶 导数 现在 分 别 可 以 用 or?e-%") 和 o(rre-™") 估计 
(证 明 与 附录 B 中 的 过 程 完全 相同 ). 这 里 9 = 0,… ,r - 2 是 关于 参数 的 微分 次 数 ， 
Do 和 yo 现在 以 对 和 矩阵 指数 的 估计 (13.8.3) 水 远 满足 的 方式 依赖 于 参数 . 


HES ”我 们 更 多 注意 鞍点 的 不 稳定 流 形 是 一 维 的 情形 . 这 里 没有 v- 变量 且 
ye R+ 由 尺度 化 时 间 , 系统 (13.8.1) 可 以 化 为 形式 
ż= Biz + fulz,y)e + falz, u, y)u, 
ù= Bau + fa(z,y)z + falz, u,y)u, (13.8.28) 
gen 
其 中 By 的 所 有 特征 值 (wm,… ,wm 


(bmt Vm) 都 位 于 直线 Rel: 
须 满足 


) 有 相同 的 实 部 —v < 0, Ba 的 所 有 特征 值 
=v" < -v RUA. C - 光滑 函数 fj 必 


falz,0)=0, fi1;(0,0,y) 0. (13.8.29) 
引 理 13.5 在 这 里 断言 边 值 问题 的 解 是 


(13.8.30) 
uy = €2(T0, Uo, Y1,7), 
其 中 
léiller-2 = o(e-**), [Kfalle~-2 = of”). (13.8.31) 
这 里 
vce <min{2v,v"}, v<d<min{v’,v + 1}. (13.8.32) 
估计 (13.8.27) 可 以 写 为 


llé1.2ller-: = ofe”). (13.8.33) 
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注 4 对 (13.8.30) 中 的 函数 &,2 可 得 到 更 精细 一 点 的 估计 . 即 , 设 
&,2(uo, 91.7) = €1.2(0, u0, 137). (13.8.34) 
则 函数 Ea 分 别 满足 某 些 比 6 更 好 的 估计 . 事实 上 , 我 们 有 
aller* = 0(e-7),  |IGaller-2 = oe"), (13.8.35) 
对 任何 2 M 2 RE 
v < Ô <min{v",A1+v)},v < P <min{v”,1 +r}. (13.8.36) 


为 了 证 明 这 点 , 我 们 指出 & = z(7) ME = ulr), 其 中 (t) ult) yt) 是 系统 
(13.8.28) 边 值 问题 {z(0) = 0,u(0) = wo,y(r) = v} 的 解 ， 它 满足 积分 方程 系统 
[ 见 (13.8.11)]: 


a= f et et) ue), 
hd e (13.8.37) 
u(t) = us 人 Pelt fa(z(s),u(s), yie’ )ds, 
l 


对 它 可 从 (a, u)(t) = 0 开始 , 用 逐次 逼近 法 求解. 可 以 验证 (与 引 理 13.5 的 证 明 方法 
相同 ), 对 所 有 t e (0,7) 每 一 个 逐次 通 近 满足 不 等 式 
llz(Dller-s < Kien, lult)ller-s < Kae“, (13.8.38) 


诸 K 为 某 常数 , 对 每 一 步 逼 近 它们 都 相同 . 因此 其 极限 满足 相同 的 不 等 式 , 这 就 给 
出 了 (13.8.35) [ 见 不 等 式 (13.8.12) 的 说 明 ]. 
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IEF Alk, 证 书 所 叙述 的 材料 涵盖 了 对 两 个 非 瞬 时 现象 分 析 的 理论 基础 : 驻 定 
态 和 自 激 振动 . 前 一 个 的 数学 映像 是 稳定 平衡 态 , 后 一 个 是 稳定 周期 轨道 ， 理 论 上 ， 
系统 可 观察 到 的 与 相 空间 中 代表 点 的 位 置 相应 的 状态 没 必 要 确切 地 定位 在 平衡 态 或 
者 周期 轨道 上 , 但 可 仅 无 限 接近 .! 我 们 也 必须 考虑 到 系统 参数 可 能 的 变化 ， 如 果 参 
数 变化 充分 慢 , 则 代表 点 可 在 稳定 性 区 域内 跟随 极限 机 制 发 展 . 但 是 , 当 研究 一 个 具 
体 的 动力 系统 和 选择 参数 值 时 , 我 们 必须 注意 不 仅 要 考 虚 机 制 的 稳定 性 要 求 ,也 要 
考虑 其 它 问题 . 例如 , 有 可 能 装置 的 最 佳 工作 条 件 只 能 在 它 的 稳定 性 区 域 的 阔 值 附近 
达到 . 另 一 个 问题 是 系统 的 参数 可 向 稳定 性 边界 以 拟 驻 定 方式 发 展 . 任何 进一步 的 
侵入 超出 了 这 个 边界 会 导致 出 现 非常 不 平凡 的 动力 学 对 这 种 情况 的 分 析 就 是 我 们 
最 后 这 一 章 的 主题 : 当 在 稳定 性 区 域 的 边界 游 飞 时 , 代表 点 具有 什么 样 的 变化 ? 
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为 了 回答 上 一 节 提 出 的 问题 , 我 们 必须 首先 详细 说 明 平衡 态 和 周期 轨道 稳定 性 
区 域 边界 的 主要 类 型 . 为 此 我 们 必须 对 前 面 各 章 叙 述 过 的 所 有 信息 进行 系统 地 分 类 . 
特别 关注 区 别 各 类 边界 的 特性 . 
考虑 由 
t= X(z,£), 一 (et ,Ep) (14.1.1) 
TARE ALR PARAS ERG BER RS YLA. 形式 上 , BERLLAN L EE OR AT fE 
明显 地 加 以 区 别 . 然而 , 对 每 个 非 线性 动力 学 的 特殊 领域 的 这 些 过 程 的 直观 理解 以 及 对 它们 的 及 


时 区 分 通常 不 会 引起 困难 
2 这 种 情况 照 字面 意义 称 为 “在 混沌 的 边缘 ". 
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刻画 的 n HE p - 参数 族 . 

假设 系统 有 平衡 态 (为 简单 起 见 , 设 平衡 态 在 原点 , 即 X(0,=) = 0). 在 参数 空 
间 Rr, 平衡 态 的 稳定 性 区 域 的 主要 边界 是 由 下 面 给 出 的 条 件 定义 的 两 个 余 维 1 曲 
面 , 在 它们 上 面 平衡 态 变 成 


(1) 贰 一 结 点 


X(0,e) =0, An(e) = 0， 
Axle) > 0… ,An-i(e) > 0， lale) #0, 


其 中 Ai(e) 是 第 i 个 Routh-Hurwitz 子 式 , ba(=) 是 第 一 个 Lyapunov fit. 
(2) 弱 焦 点 


X(0,e) =0, An-i(e) =0, 
Aile) > 0… ,An-2(e) >0, Anle) > 0， Li(e) #0, 

其 中 Li(e) 是 第 一 个 Lyapunov (焦点 ) 量 . 

接 下 来 假设 系统 (14.1.1) 在 某 参 数 区 域内 有 稳定 的 周期 轨道 . 这 里 , 稳定 性 区 域 
的 边界 可 以 按照 在 边界 是 否 存在 周期 轨道 而 区 分 为 两 类 主要 的 不 同类 型 如果 周期 
轨道 在 稳定 性 边界 存在 , 则 问题 化 为 对 应 的 Poincaré 映射 的 不 动 点 的 稳定 性 条 件 的 
研究 ， 

设 

E(p,e) =p"! + a(e)p™ +--+ + an-1(€) = 0 (14.1.2) 

是 在 不 动 点 线性 化 映射 的 特征 方程 . 则 下 面 对 应 的 条 件 给 出 第 一 类 稳定 性 边界 : 

(1) Be - 结 点 周期 轨道 ( 折 分 支 ) =(+1,s) =0, lz(e) # 0. 此 外 ,除了 p= +1, 特 
征 方程 (14.1.1) 所 有 其 它 的 根 严格 位 于 单位 圆 内 - 

(2) 倍 周期 分 支 (翻转 分 支 ) =n( 一 1,6) = 0, ta(e) #0. 除了 p= 一 1, (14.1.1) 其 它 
的 根 必须 严格 位 于 单位 加 内 . 

(a) 不 变 环 面 的 产生 =(cxw,e = 0,0 # {0, 于 Te r)a) #0 BET pia = 
ef, (14.1.1) 所 有 其 它 根 必须 严格 位 于 单位 图 内 . 
还 存在 四 类 已 知 的 主要 稳定 性 边界 , 在 它们 上 面 周期 轨道 不 再 存在 

(4) 周期 轨道 南 缩 为 弱 焦 点 ( 当 它 趋 于 分 支点 时 周期 轨道 的 长 度 收缩 为 零 ) 这 个 
条 件 与 定义 平衡 态 具 有 单 对 纯 虚 特征 值 的 边界 条 件 重合 , 只 要 Lyapunov Bt Li(e) <0. 

(5) 周期 轨道 与 鞍 - 结 点 平衡 态 Oe 的 同 宿 回路 F(e) 合并 , 其 中 T(e) ¢ W” (0). 

(6) 周期 轨道 与 鞍点 平衡 态 O, 的 同 宿 回路 Te) 合并 , 壕 点 的 特征 指数 和 1(e),… ， 
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An(e) 满足 下 面 的 条 件 : 
Re Xi(e) <0 (i 


+ yn—1), An(e) > 0, 


ax, EE) + An(e) <0. 


在 这 种 情形 和 上 一 个 情形 , 周期 轨道 的 周期 无 限 增加 , 而 其 长 度 保持 为 有 限 . 

(7) 也 是 最 后 一 个 对 应 于 “蓝天 突变 ”的 情形 , 即 当 趋 于 稳定 性 边界 时 周期 轨道 
Le 的 周期 和 长 度 都 趋 于 无 穷 . 这 种 边界 是 由 鞍 - 结 点 周期 轨道 A* 的 存在 性 进行 
区 别 , 这 里 我 们 假设 当 + 一 +00 时 不 稳定 集 WL) 上 的 所 有 轨 线 都 回 到 Co, 其 中 
W*(L*)QW(L*) =o. WCL) 中 的 轨 线 定义 了 所 谓 本 质 映射 J( 详 细 见 第 12 章 ). 
它 是 圆周 映射 , 当 穿 过 鞍 - 结 点 边界 中 使 /的 度数 为 零 , Bmax] 7’) < 1 的 这 部 分 
时 出 现 蓝天 突变 . 


这 些 分 支 中 的 大 部 分 其 算法 已 经 开发 出 来 了 , 因此 可 在 软件 中 执行 , 我 们 在 这 里 
指出 一 些 为 这 些 分 支 问题 而 设计 的 软件 包 : LOCBIF [76] , AUTO [46) 和 CONTENT 
[83].“ 蓝 天 突变 " 是 个 例外 . 尽管 它 是 余 维 1 边界 的 , 在 非 线 性 动力 学 的 应 用 中 还 没 
有 找到 这 个 分 支 , 虽然 明显 的 数学 模型 已 存在 [53]. 
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稳定 性 的 安全 边界 和 危险 边界 的 概念 是 Bautin [24] 在 研究 平衡 态 的 稳定 性 边 
界 时 提出 的 

通过 安全 边界 时 ,系统 的 状态 仅仅 有 小 的 定量 改变 . 而 在 危险 边界 系统 的 任何 
小 扰动 都 会 使 系统 离开 危险 边界 并 引起 其 性 态 的 重大 和 不 可 逆 的 变化 . 

在 这 里 我 们 应 该 注意 , 在 安全 边界 情形 , 参数 慢 慢 移动 回 到 稳定 性 区 域 时 系统 
可 回 到 原来 的 状态 , 而 这 在 危险 边界 情形 一 般 不 可 能 . 

显然 , 安全 边界 和 危险 边界 主要 是 由 在 边界 上 对 应 的 平衡 态 或 周期 轨道 的 稳定 
性 和 不 稳定 性 区 分 . 


定义 14.1 EPRS O。 的 稳定 性 边界 上 的 点 eo 称 为 是 安全 的 , 如 果 Oc, 是 
浙 近 稳定 的 . 


定义 14.2 ”在 周期 轨道 Le 的 稳定 性 边界 上 的 点 co 称 为 是 安全 的 , 如 果 Leo 
是 渐 近 轨道 稳定 的 . 


后 一 个 情形 对 应 Poincaré 映射 的 不 动 点 渐 近 稳定 . 

在 这 样 的 稳定 性 边界 上 , 分 支 平衡 态 Oc。( 或 周期 轨道 Leo) PAARI. A 
此 穿 过 边界 后 , 小 吸引 “ 云 ”( 它 的 大 小 依赖 于 我 们 离开 边界 有 多 远 ) 将 继承 On. (R 
Le) 的 稳定 性 . 当 参 数 向 相反 方向 变化 回 到 稳定 性 边界 时 , 将 使 云 轨迹 缩 回 到 一 点 
(或 周期 轨道 ). 
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这 样 的 情形 我 们 称 稳定 性 的 软 失 去 . 新 建立 的 机 制 内 吸引 轨迹 可 以 是 新 平衡 态 、 
周期 轨 线 、 非 共振 环 面 , 或 者 甚至 是 奇怪 吸引 子 (这 种 情况 一 般 归于 即时 混沌 ) 当 
0O:。 有 三 个 零 特征 值 时 后 一 个 选项 是 有 可 能 的 (对 对 称 系统 见 [18] 或 者 [129]). 


定义 14.3 EPRS O. 的 稳定 性 边界 上 的 点 so 称 为 是 危险 的 , 如 果 Oc。 是 
Lyapunov 意义 下 不 稳定 . 


定义 14.4 ”周期 轨 线 Le 的 稳定 性 边界 上 的 点 co 称 为 是 危险 的 , 如 果 对 应 的 
Poincaré 映射 的 不 动 点 在 Lyapunov 意义 下 不 稳定 


注意 定义 14.2 和 定义 14.4 只 适用 于 周期 轨道 在 稳定 性 边界 存在 的 情形 . 

这 里 , 当 接 近 稳定 性 边界 时 下 面 的 情景 发 生 : O。(L。) 的 吸引 盆 越 来 越 小 , 在 “一 
co 的 极限 , 它 退化 为 稳定 集 W*(Oc。) (W*(Leo)) . 这 个 集合 是 非 空 的 , 因为 由 定义 ， 
Oey E W%(Oeg) (Leo © W*(Leo)). 但 是 , 它 也 可 能 仅 由 一 个 点 Oe。 组 成 : 例如 , 平 
HERRERIA ADER. 在 一 般 情形 , W"(Oco) (W" (Leo) 是 不 平凡 的 . 此 外 ， 
在 某 些 情形 它 还 可 以 是 全 维 (等 于 相 空间 的 维 数 ) 的 : 例如 , 如 果 Oso ER - 结 点 

通过 危险 点 后 , 代表 点 的 性 态 可 有 如 下 情形 : 


(1) 如 果 在 Oso (Leo) 的 小 邻 域内 不 出 现 新 的 极限 集 , 则 代表 点 从 该 邻 域 发 散 . 
此 时 我 们 有 所 谓 刚 性 失去 稳定 性 . 

(2) 如 果 出 现 新 吸引 子 , 则 仍 存在 代表 点 从 该 邻 域 跑 出 的 可 能 性 , 而 不 是 选择 一 
个 已 经 出 现 的 稳定 机 制 . 因此 我 们 也 可 把 这 个 情形 归于 刚性 失去 稳定 性 . 


后 面 的 说 明 仅仅 是 启发 性 的 . 它 反映 小 噪声 的 影响 , 这 在 实际 系统 中 永远 存在 
(此 外 , 大 家 知道 在 分 支 阔 值 附近 波动 被 放大 ), 因此 , 代表 点 甚至 在 系统 到 达 危 险 边 
界 以 前 就 从 老 机 制 挣脱 了 . 

从 上 面 的 理由 得 知 , 当 穿 过 稳定 性 边界 时 系统 的 动力 学 问题 依赖 于 系统 在 临界 
情形 的 性 态 . 这 就 是 为 什么 即使 还 没有 进一步 研究 相应 的 分 支 现象 之 前 , 研究 临界 
情形 仍 是 非常 重要 的 . 此 外 , 完全 的 分 支 分 析 在 许多 情形 (例如 , 平衡 态 至 少 有 3 个 
特征 指数 在 虚 轴 上 , 或 者 周期 轨道 有 3 个 乘 子 在 单位 圆 上 ) 原则 上 是 不 现实 的 ( 见 
(60)). 

在 稳定 性 边界 上 的 安全 /危险 点 处 周期 轨 线 不 存在 的 情形 (Ki 支 情形 ), 情 
况 变 得 不 太 确定 , 一 般 还 不 能 作 很 好 的 区 分 . 但 是 , 在 主要 情形 已 经 得 到 了 充分 的 了 
解 ( 见 下 面 ). 

这 一 节 的 余下 部 分 我 们 仅 考虑 余 维 1 的 安全 /危险 的 稳定 性 边界 . 这 人 允许 我 们 
只 要 用 一 个 分 支 参数 . 因此 , 我 们 假设 在 = = 0 系统 


宇 一 X(z, 是 (14.2.1) 


位 于 稳定 性 区 域 的 边界 上 , = < 0 时 它 在 稳定 性 区 域 的 内 部 , © > 0 时 在 其 外 部 . 
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14.2.1 ”安全 边界 的 准则 
(1) 设 0: 是 平衡 态 , 0.-o 有 单 对 纯 虚 特征 值 . 此 时 系统 X(e) 写 为 形式 
ż = ple)z — wle)y + (Lile)z — ME) +y?) + 
ý= w(x + ple)y + (M (e)z + Lile)w)(z? + ¥*) +, (14.2.2) 
z= (A(e) + h(z,y, z,£))z, 
其 中 z, y € R, z € R"-?, w(0) # 0, (0) = 0, FE e # O,ple)e > 0. 矩阵 Ale) 的 特征 


值 有 负 实 部 . 如 果 Lyapunov 量 L (0) 是 负 的 , 则 对 应 的 边界 5 是 安全 的 . 当 。 从 
零 增 加 时 , 从 弱 焦点 Oe-o 产生 唯一 稳定 的 周期 轨道 (图 14.2.1). 


图 14.2.1 在 安全 边界 上 出 现 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 . 


(2) 设 周期 轨 线 L。 的 一 个 乘 子 在 稳定 性 边界 上 变 成 等 于 一 1. 与 周期 轨 线 横 截 
的 截面 上 的 Poincaré 映射 T 可 表示 为 形式 


B= p(e)z + aa(e)z? + aa(e)z +--+, 


(14.2.3) 
= (Ale) + g(z,y,€))v, 


其 中 z € R?,y € R"-?,p(0) = 1, ¥ e < 0 Bt [p(e)| < 1, Me > 0 Bf [ø(e)| > 1. Ale) 
的 特征 值 严格 位 于 单位 圆 内 . 如 果 Lyapunov Bt la = -aa(0) - a3 (0) 是 负 的 , 则 稳定 
性 边界 52 是 安全 的 . 

由 这 个 Poincaré 映射 的 形式 得 知 , 对 应 于 y = 0 的 不 变 中 心 流 形 在 这 里 是 
Mobius 带 , 周期 轨 线 为 其 中 线 . 在 = > 0, 其 它 出 现 的 二 重 回路 的 周期 轨 线 继承 所 
有 附近 轨 线 的 稳定 性 和 吸引 性 , 见 图 14.2.2. 
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图 14.2.2 ” 售 周期 分 支 或 翻转 分 支 


(3) 设 系统 有 具有 一 对 乘 子 等 于 eto 的 周期 轨 线 , 其 中 (0) + {0, 1/2, 20/3, 7}. 
于 是 Poincaré 映射 可 写 为 形式 

& = ple)(z cos ple) — ysin ple)) + (La(e)z 一 9(e)y)(z2 +y?) +, 

g = p(e)(zsin ole) + ycos p(e)) + (Me)z + Lrle)y)(e? +y?) +--+, (14.2.4) 

Z= (4(e) + h(z,y, 2,6))z, 
JEH z,y € R°, z € R"-3, 24 e <0 时 |p(e)| <1, 当 e>0 时 |o(e)| > 1 且 4(e) 的 特 
征 值 严格 位 于 单位 圆 内 . 此 时 如 果 Lyapunov fit [1(0) 是 负 的 , 则 边界 Sy 是 安全 的 . 


穿 过 Sy 从 周期 轨 线 产生 的 稳定 二 维 不 变 环 面 , 如 Andronov 对 这 个 分 支 描述 的 “ 环 
失去 它 的 外 形 ", 见 图 14.2.3. 这 是 一 个 从 自 激 振动 到 拍 频 调制 软 过 滤 的 可 靠 机 制 . 


图 14.2.3 不 变 环 面 的 软 生成 . 环 失去 它 的 外 形 


(4) 在 这 种 情形 下 周期 轨 线 Ce 当 < 一 0 时 的 极限 是 由 简单 鞍 - 结 点 平衡 态 和 
它 的 分 界线 组 成 的 同 宿 环 T, 见 图 14.2.4. 我 们 也 假设 T" 是 光滑 曲线 ( 即 同 宿 轨 线 
不 在 鞍 - 结 点 的 非 主 流 形 上 ). 所 给 的 稳定 性 边界 S 是 安全 的 , 因为 曲线 T 稳定 
( 它 吸引 位 于 T* 小 邻 域内 的 每 一 条 轨 线 ). 离开 分 支点 , 当 < > 0 时 由 于 稳定 点 的 出 
BL, 出 现 了 驻 定 机 制 - 

(5) 周期 轨 线 还 有 一 个 余 维 高 于 1 的 稳定 性 边界 对 应 于 “蓝天 突变 "[152]. 它 可 
出 现在 n > 3 维系 统 中 . 
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X < 


图 14.2.4 ”稳定 环 的 消失 可 以 导致 出 现 具有 双向 渐 近 轨 线 的 鞍 - 结 点 . 


在 这 种 情形 下 , e 一 -0 时 分 支 周期 运动 Ce 的 极限 拓扑 不 包含 平衡 点 , 但 鞍 
结 点 型 的 周期 轨 线 C* 当 e < 0 时 消失 . MR Co 是 在 它 仅 有 一 个 乘 子 等 于 1, 以 及 
第 一 个 Lyapunov 量 不 等 于 零 的 意义 下 的 简单 鞍 - 结 点 . 

在 定义 稳定 性 边界 Ss 时 需要 一 般 位 置 的 下 面条 件 : 用 WE. 记 LC" 的 不 稳定 集 . 
它 局 部 同 胚 于 半 柱 面 R xS. 我 们 假设 We. 中 的 所 有 轨 线 当 t +00 时 趋 于 L, 
且 没有 轨 线 位 于 强 稳定 子 集 W 上 , 即 Wg& 站 WE =Ø. 我 们 另外 要 求 WE. L 
从 结 点 区 域 一 侧 按 图 14.2.5 所 示 的 方式 连接 , 还 加 上 了 某 些 定量 限制 (详细 见 12.4 
节 ) 

边界 Sy 是 安全 的 , Mc > 0 时 周期 轨道 C" 分 裂 成 两 部 分 : 稳定 环 C+ 和 鞍点 
Cy. 因此 新 稳定 的 极限 机 制 将 由 C+ 给 出 . 


14.2.2 ”危险 边界 的 准则 


(6) 此 时 , 周期 轨 线 Ce MRI EED AE FEA FERE T. 
要 求 在 鞍点 的 特征 方程 的 根 pa, pz,… ,pn 满足 Repn < … < Repa < 0 < p HERA 
fit o = Repo +p: 为 负 .边界 So 是 危险 的 , 因为 回路 下 不 稳定 : 有 些 轨 线 当 t 一 too 
时 离开 它 的 小 邻 域 , 见 图 14.2.6. 
(7) 设 平衡 态 Ce 的 一 个 特征 值 在 = = 0 WE. 于 是 系统 可 以 表示 为 形式 
z= R(z,e) + f(z wey, (142.5) 
y= (Ale) + glz, y,£))u, 
其 中 ze R?, y € R"-?, R(0,€) = £, Re(0,e) = 0. 选择 满足 条 件 l2 = Rzz(0,0) # 0 
的 一 般 情形 . 由 于 已 经 假设 从 < 的 负 值 开始 通过 边界 , 我 们 假设 i。 > 0. 相应 的 稳定 
性 边界 5y 是 危险 的 : 当 e 一 -0 时 , 另 一 个 鞍点 平衡 态 趋 于 Oe 且 在 < = 0 SER 
Ht. M e > 0 (R(z,s) > 0) 时 , 所 得 的 鞍 - 结 点 O° 消失 , 所 有 轨 线 从 它 发 散 ,， 见 图 
14.2.7. 
(8) 这 个 情形 类 似 于 情形 1, 但 是 现在 1, (0) > 0. 当 < 一 -0 时 鞍点 周期 轨 线 收 
缩 到 稳定 点 O 通过 < = 0 平衡 态 变 成 鞍 - 焦点 : 它 产生 二 维 不 稳定 不 变 流 形 ( 即 
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图 14.2.5 ”蓝天 突变 的 示意 图 . 周期 轨道 L(s) 在 鞍 - 结 点 环 附 近 的 形状 看 上 去 像 压 缩 的 螺 线 . 


图 14.2.6 ”周期 轨道 分 支出 的 鞍点 同 宿 回路 . 


边界 Sa 是 危险 的 ). 

(9) 这 个 情形 与 情形 2 相同 , 但 1 > 0. 这 时 候 出 现 不 稳定 性 , 因为 周期 2 鞍点 
周期 轨 线 与 稳定 周期 轨道 合并 . 当 = > 0 时 , 后 者 变 成 鞍点 , 因此 它 的 不 稳定 流 形 同 
HEF Möbius 带 . 

(10) 这 个 情形 与 情形 3 相同 , 但 L1(0) > 0. 当 不 稳定 二 维 不 变 环 面 收缩 到 周期 
轨道 时 , 稳定 周期 轨道 变 成 不 稳定 . 当 < > 0 时 , 周期 轨 线 的 不 稳定 不 变 流 形 W 是 
三 维 的 . 

(11) 设 周 期 轨 线 Ce 的 一 个 乘 子 在 = = 0 变 成 等 于 1. 相应 的 Poincaré 映射 可 
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图 14.2.7 ”没有 同 宿 的 鞍 - 结 点 分 支 . 


表示 为 下 面 的 形式 


z=z+R(z,e), (14.2.6) 


B= (Ale) + (2, y, £))y, 
其 中 z Ry € R"-?. 设 la = Rzz(0,0) > 0. 则 边界 Sn 具有 危险 特性 , 因为 当 
< 一 0 时 Ce 与 鞍点 周期 轨 线 结合 . 分 支 轨 线 Co RR - 结 点 型 , 它 有 同 胚 于 柱 面 
Si x Rt 的 不 稳定 不 变 流 形 W™, 见 图 14.2.8. 


图 14.2.8 R? 中 周期 轨道 的 鞍 一 结 点 ( 折 ) 分 支 


14.3 ”稳定 性 区 域 的 动力 确定 和 动力 不 确定 边界 + 603 - 


综 上 所 述 : 平衡 态 的 主要 稳定 性 边界 集 由 三 类 曲面 组 成 : 51, Sr 和 Ss. 只 有 S 
一 类 边界 是 安全 的 . 对 周期 轨道 , 存在 9 类 主要 的 稳定 性 边界 : 它们 中 So, So, S10, Su 
是 危险 的 , 52, Sa, Sa, Ss 和 Si, Sp 是 安全 的 (后 面 两 个 分 别 对 应 于 亚 临界 Andronov- 
Hopf 分 支 和 翻转 分 支 )- 


14.3 ”稳定 性 区 域 的 动力 确定 和 动力 不 确定 边界 


在 这 一 节 我 们 将 试图 回答 下 面 的 问题 : 当 穿 过 稳定 性 边界 时 哪里 的 点 成 为 代表 
点 ? 或 者 , 换 句 话说 , 什么 是 它 的 2 - 极限 集 ? 

当 我 们 处 理 稳定 性 区 域 的 主要 安全 边界 时 回答 是 显然 的 : 代表 点 趋 于 从 软 分 支 
出 现 的 新 稳定 机 制 . 当 系统 通过 危险 边界 时 情况 则 完全 不 同 : 点 脱离 昌 机 制 而 离开 . 
此 时 局 部 分 支 理 论 不 能 直接 回答 上 面 的 问题 . 不 过 , 为 了 解决 远离 分 支 会 发 生 什 么 情 
况 , 我 们 引入 稳定 性 边界 的 两 个 有 用 的 子 型 一 一 动力 确定 的 边界 和 动力 不 确定 的 边 
FR(137,26]. 我 们 首先 考虑 几 个 例子 . 

第 一 个 例子 由 出 现在 耗 散 系统 中 最 典型 的 分 支 之 一 痪 明 . 即 附 有 鞍点 同 宿 回路 
的 稳定 周期 轨道 Ly. 以 Ti 和 Ts 记 鞍 点 的 不 稳定 分 界线 . 设 Ti 在 分 支点 形成 同 宿 
回路 . 用 OTa) 记 第 二 条 分 界线 的 极限 集 .在 一 般 情形 ,2(T) 是 一 个 吸引 子 . 例如 ， 
稳定 平衡 态 、 稳定 周期 轨 线 , 或 者 稳定 环 面 等 . 由 于 分 支 以 后 代表 点 立刻 沿 着 Ts 紧 
HE Q(T2) , 这 看 上 去 像 AU) 变 成 它 的 新 吸引 子 . 

第 二 个 例子 呈现 稳定 平衡 态 , CERNE - 结 点 的 鞍点 合并 . ATi t 
too 时 离开 鞍 - 结 点 的 仅 有 的 不 稳定 轨 线 , 它 的 极限 集 记 为 UT). 如 果 Q(T) 是 个 
吸引 子 , MAE - 结 点 消失 以 后 代 衣 点 将 趋 于 它 . 但 是 , 另 一 个 情景 也 是 有 可 能 的 . 
就 是 说 , 当 t 一 too Bt r 趋 于 同一 个 烷 - 结 点 . 于 是 我 们 有 上 面 几 节 描述 的 情况 : 
从 工分 支出 的 稳定 周期 轨 线 变 成 代表 点 的 新 极限 机 制 . 

在 两 个 分 支 平衡 态 的 不 稳定 集 都 是 一 维 的 意义 下 , 两 种 情形 有 许多 共同 点 . 如 
果 临 界 平衡 态 的 不 稳定 集 是 高 维 的 , 则 所 得 的 图 像 可 能 完全 不 同 . 图 14.3.1 就 表明 这 
个 情况 . 当 不 稳定 环 收缩 到 平衡 态 时 ,我们 面临 进退 两 难 的 局 面 : 代表 点 可 能 跳 到 稳 
定 结 点 O 也 可 能 到 稳定 结 点 02. 因此 这 种 危险 边界 必须 分 类 为 动力 不 确定 边界 . 

考虑 另 一 个 假设 的 例子 . 设 二 维 微分 司 胚 在 < = 0 有 如 图 14.3.2 的 相 图 . 其 中 
On 和 Os 是 稳定 不 动 点 , O, 是 鞍点 . 鞍 - 结 点 O 的 不 稳定 集 W8 与 鞍点 的 稳定 流 
形 We, 横 截 相交 . RE - 结 点 消失 时 ， 存在 代表 点 新 机 制 选 择 的 不 确定 性 , 因为 它 
可 能 收敛 于 Or 或 者 Os. 

我 们 现在 可 以 断言 , 稳定 性 边界 是 动力 确定 的 , 如 果 穿 过 边界 时 代表 点 的 性 态 
是 唯一 确定 的 . 这 个 情况 出 现在 平衡 态 (周期 轨 线 ) 的 不 稳定 集 W 在 临界 参数 值 
至 多 包含 一 个 吸引 子 . 

反之 , 如 果 对 代表 点 的 新 机 制 选择 是 不 明确 的 , 则 我 们 可 以 断言 这 样 的 边界 是 
动力 不 确定 的 . 这 种 情况 出 现在 如 果 至 少 有 两 个 吸引 子 属于 不 稳定 集 的 边界 . 它 也 
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@ 四 


图 14.3.1 ， 在 原点 的 不 稳定 环 消失 时 出 现 不 确定 性 . 


a 


™, LO 
ON 
图 14.3.2 ”由 于 异 宿 摆动 动力 学 不 确定 . 
必须 包含 鞍点 , 这 些 鞍 点 的 不 稳定 不 变 流 形 将 这 些 吸引 子 的 吸引 盆 分 开 . 
下 面 考虑 对 称 系统 一 个 典型 的 特殊 情形 .例如 考虑 族 
=er— 2 


CRE z -r 是 不 变 的 . 容易 看 出 ,稳定 性 边界 = = 0 对 在 原点 的 平衡 态 是 安全 的 . 
M 。 > 0, 原点 失去 稳定 性 , 其 稳定 性 被 两 个 新 平衡 点 O1(z = ve) 和 O02(z = VE) 
所 继承 . 因此 , 按照 上 面 说 明 的 观点 , < = 0 是 动力 不 确定 的 安全 边界 . 


143 ”稳定 性 区 域 的 动力 确定 和 动力 不 确定 边界 -605+ 


更 复杂 的 例子 是 类 - 摆 方 程 
#= f(z,ż,£), 


其 中 f(z,z,e) 是 z 的 周期 函数 , H f(z,z,e) = -f (2,4,2). 在 这 个 例子 中 , 由 通 
过 “ 振动 " 极限 环 的 稳定 性 区 域 边界 的 转移 得 知 , 出 现 两 个 张 成 柱 面 的 稳定 周期 轨 
道 , 它们 分 别 对 应 于 摆 的 两 个 相反 方向 的 旋转 .这 里 , 当 穿 过 边界 时 , 振动 环 与 两 个 
鞍点 之 间 的 异 宿 连 合并 , 如 图 14.3.3 所 示 . 从 下 面 的 图 像 观察 到 这 个 边界 是 动力 不 
确定 的 . 


图 14.3.3 ” 相 柱 面 的 发 展 . 任何 一 个 对 魔鬼 轮 有 经 验 的 人 都 清楚 从 顶点 向 下 观察 时 的 感觉. 经 短 
暂时 刻 以 后 , 看 上 去 你 永远 也 不 能 够 告诉 我 们 轮子 将 怎样 向 下 滚动 、 顺 时 针 滚动 , 还 是 逆 时 针 滚动 ， 
A.L.S.(Andronov, Leontovich, Shilnixov) 曾经 亲自 做 过 , 因而 对 鞍点 附近 性 态 的 定性 理解 有 了 引 人 
注目 的 改进 


附录 C 例子、 问题 和 练习 


我 们 希望 在 这 个 附录 里 所 叙述 的 例子 对 本 书 发 展 的 “定性 " 理论 提供 某 些 教学 
说 明和 应 用 . 例子 范围 从 现象 学 问题 到 应 用 问题 . 由 于 只 有 非常 稀少 的 非 线性 系统 
可 以 不 用 计算 机 进行 分 析 , 因此 如 果 必 要 我 们 将 执行 数值 计算 , 事实 上 , 我 们 在 某 些 
方面 将 避免 在 技巧 上 的 详细 计算 而 给 出 具有 特性 的 叙述 . 在 这 个 附录 的 准备 工作 中 
我 们 用 了 两 个 软件 包 , 它们 是 Content [182] 和 Dstool [164]. 


C.1 定性 积分 


C.L# 1.| 按照 下 面 术语 对 图 1.3.1 ,图 1.3.2 和 图 C.1.1 中 的 轨 线 进行 分 类 : 
非 游荡 、Poisson 稳定 、 周 期 以 及 同 宿 . 这 些 轨 线 的 a - RRRA w - 极限 集 对 应 
什么 ? 口 
C.1.# 2.] 对 a 的 不 同 参 数值 , 构造 下 面 平面 系统 的 相 图 

(a) F=ra—r?), p=1. 

(b) 


(c) ż=y, y=1-ar?+y(z-2). 
(d) van der Pol 方程 

#+a(z?-1)z+2=0. 
(e) Duffing 方程 : 

ž+aż+z-z=0. 


HRC 例子、 问题 和 练习 607 + 


(f) Bogdanov-Takens 规范 形 : 


t=y, ġ=-r+ay+r?. 
(g) Khorozov-Takens 规范 形 : 


z=Y, y=—ctayt+s®. o 


C.L# 3.] 讨论 图 C.1.1 中 所 示 单 元 的 相 图 . 这 里 的 特殊 轨 线 是 什么 ? o 
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图 C.L1 单元 的 例子 


© 


C.2 ” 粗 平衡 态 和 稳定 性 边界 


C.2.1 Routh-Hurwitz 准则 

我 们 在 这 里 将 叙述 一 个 无 需 明 显 求解 特征 方程 , 而 允许 我 们 确定 平衡 点 的 结构 
稳定 性 和 它 的 拓扑 类 型 的 准则 . 

问题 是 问 特征 方程 

SN) = aod" +aA 十 十 an 

有 几 个 根 位 于 虚 轴 的 左边 或 右边 , 以 及 有 多 少 个 根 位 于 虚 轴 上 ， 零 根 个 数 容易 确定 : 
当 且 仅 当 an = … = Ono = 0 但 any + O 时 方程 有 s 个 零 根 . 因此 , 如 果 我 们 有 
代数 重 次 。 的 零 根 , 我 们 就 可 用 A" 除 特征 方程 而 得 特征 方程 的 最 后 系数 不 为 零 , 下 
面 假设 就 是 这 个 情形 . 下 一 步 是 构造 下 面 的 Routh-Hurwitz ERE: 


ao a a 


a as as 
araz — aoas mas- aoas o 
a a . (@2a) 

aan- aoas _ _ aras — aoas 
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让 我 们 详细 叙述 上 面 和 矩阵 构造 的 算法 . 前面 两 行 的 元 素 分 别 是 EA) 中 下 标 为 
偶数 和 奇数 的 系数 . 第 上 行 组 成 如 下 : 在 第 j 列 的 元 素 rk; 是 分 数 


rpg = Tt TT 
į Te-1,1 d 
它 的 分 子 是 上 两 行 的 第 一 列 和 第 (j + 1) 列 所 交 的 (2 x 2) 矩阵 的 行列 式 的 反 号 , 分 
母 是 上 一 行 第 一 列 的 元 素 . 这 个 算法 应 用 下 去 , 直到 矩阵 的 总 行 数 变 成 (n 十 1 
这 样 的 矩阵 构造 仅 当 第 一 列 所 有 元 素 不 为 零 时 才 可 能 . 这 是 正则 情形 . 这 
的 具 正 实 部 的 根 的 个 数 (包括 重 次 ) 等 于 第 一 列 元 素 改 变 符号 的 次 数 q. 多 项 3 ) 
在 正则 情形 没有 纯 虚 根 . 因此 , 对 应 的 平衡 态 O 在 正则 情形 是 结构 稳定 , 它 的 拓扑 类 
型 是 (na). 
可 以 验证 (C.2.1) 中 的 第 一 列 可 以 通过 Routh-Hurwitz 矩阵 (2.1.10) 的 主子 式 
A 表示 如 下 : 


A: As An 
Ov Oy" Baa 
特别 地 , 如 果 ao > 0 以 及 Ai > 0 (i = 1,2,… ,n), 则 Routh-Hurwitz 条 件 满足 ( 见 
2.1 节 ). 

在 构造 矩阵 (C.2.1) 时 第 一 列 某 个 元 素 rsa (1 < m < n) 可 能 为 零 . 在 这 种 非 
正则 情形 下 , 我 们 应 该 分 别 求 第 (m+ 1) 行 的 第 一 个 非 零 元 素 rw+uk+i 以 及 第 m 行 
和 (m +1) 行 的 最 后 一 个 非 零 元 素 rn 和 mpage. 由 下 面 的 规则 计算 亏 格 数 Sp: 


a, As, 


k 如 果 k<s—p, 
Smt = 1s—p 如 果 k>s-p H (-D)* Prmprmtls <0, 
s-p+1 MR k>s—p H (-1)*?rmptmsis > 0. 


然后 , 将 第 (m + 1) 行 向 左 移 k 个 位 置 , 使 得 元 素 rmai er 变 成 该 行 的 第 一 个 , 再 将 
这 一 行 的 所 有 其 它 元 素 乘 上 (-1)*. 由 于 第 一 个 元 素 现在 不 为 零 , 我 们 可 以 按 正则 情 
形 进行 本 质 上 , SA) 的 具 正 实 部 的 根 的 个 数 等 于 第 一 列 中 改变 符号 的 次 数 与 所 有 
非 正 则 行 亏 格 数 的 和 . 

还 剩 下 的 特殊 情形 是 对 某 个 m, 矩阵 第 (m+ 1) 行 的 元 素 全 部 由 零 组 成 , 即 对 一 
切 j 有 rm+iy = 0. 这 是 可 能 出 现 纯 虚 根 的 仅 有 情形 , 如 果 遇 到 这 种 情况 , 我 们 应 该 
用 由 下 面 的 数 

(p= Drma, (p— Drm2, (Pp— 3)rms, =» 


组 成 的 行 代替 第 (m+ 1) 行 , 其 中 了 是 第 m 行 最 后 一 个 非 零 元 素 的 序数 , 然后 如 上 
进行 . 在 完成 了 构造 (如 果 有 其 它 等 于 零 的 行 也 应 该 这 样 代 车) 后 , 我 们 就 可 计算 第 
一 列 改 变 符号 的 数目 加 上 亏 格 数 之 和 (如 果 某 非 正则 行 出 现 ). 所 得 结果 等 于 具 正 实 
部 根 的 个 数 . 这 里 纯 虚 根 的 个 数 等 于 2p- 1 一 D, 其 中 p 是 第 一 个 零 元 素 前 一 行 的 
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最 后 一 个 非 零 元 素 的 序数 , ! 是 第 一 列 改变 符号 的 次 数 加 上 在 这 行 后 计算 的 亏 格 数 


之 和 . 仅 当 p = !+ 1 时 , 对 应 的 平衡 态 是 结构 稳定 的 . 


(A) = At + 209 + A? — 8A — 20 = 0. 


解 对 应 的 Rough-Hurwitz 矩阵 是 


1 1 一 20 

2 -8 

5 -20 (p=2) 

5 ( 零 元 素 由 人 p 一 Drma = ARE) 


-20 


C.2# 4.] 确定 平衡 态 的 稳定 性 和 拓扑 类 型 . 它 的 特征 方程 是 


这 里 第 一 列 的 符号 改变 一 次 , 即 (和 ) 有 一 个 根 在 右 半 开平 面 . 我 们 计算 纯 虚 根 的 个 
数 : 2p -1- 10) = 2(2 一 1 1) = 0. 因此 , 平衡 态 O 结构 稳定 , 它 的 拓扑 类 型 是 鞠 


点 (3,1). 


C.2.2 3D 情形 
考虑 三 维系 统 
Haan toon tof? 
ia = an +a +a? 


is = aan ag ya + ag 


‘va + Pi(y, va, Y3), 
ys + Palv Va, ya), 
ya + Ps(y, Ya, 43). 


其 中 , 函数 Pi 不 包含 线性 项 . 系统 (C.2.2) 的 特征 方程 是 


aaa aP a) 
EN=| aP a-a af |=0. 
a a P-a 


方程 (C.2.3) 可 以 写成 三 次 多 项 式 的 形式 : 


234 pd? + gaA+r=0, 


o 


(C.2.2) 


(C.2.3) 


(C.2.4) 
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其 中 
p= (a +a? +0, 


a ap . a aP A a a® 
(2) a D ac) O 43) |" 
a 
P af aP af! ay” af (C25) 
aP aP af) 
r=-la? aP aP 
a aP aP 
这 里 , Routh-Hurwitz 稳定 性 条 件 化 为 下 面 的 关系 
p>0, q4>0, r>0 和 R=pq-r>0. (C.2.6) 


稳定 性 区 域 的 边界 是 两 个 曲面 r = 0, p > 0, q > 0) 和 (R= 0,p > 0, q > 0). 特征 
方程 至 少 有 一 个 零 根 在 曲面 r= 0 上 , 一 对 纯 虚 根 在 曲面 (R= 0, 4 > 0) E. 
求证 在 分 支 曲面 R= 0 上 平衡 态 的 特征 指数 是 (-p,iVa , iV9). 


o 
方程 (C.2.4) 的 实 根 个 数 依赖 于 三 次 方程 的 判别 式 : 
A = -pg +4par 十 493 — 18pqr 十 27r2 (C.2.7) 
的 符号 
(1) 如 果 A > 0, 三 次 方程 有 一 个 实 根 以 及 两 个 共 办 复 根 . 
(2) MR A <0, 方程 有 三 个 相 异 实 根 . 


© 当 A =0 时 , 又 如 果 4 = 了 7 H r= gp’, 方程 有 一个 三 重 实 根 ,或 者 两 个 
实 根 (其 中 一 个 是 二 重 根 ). 
方程 A = 0 可 求解 如 下 : 


pgs age 2 Gt — 3)" pal 
rage- Pt yes, a< 了 


因此 ,特征 方程 的 三 个 根 都 是 实数 , 当 且 仅 当 
aÈ E road<rsr@a), (C28) 


这 里 我 们 记 】 r A 
r= 509 一 ar ty 30). 
当 平 衡 态 是 拓扑 鞍点 时 , 可 以 用 条 件 (C.2.8) 区 分 它 是 简单 鞍点 还 是 鞍 - 焦点 . 
但 是 , 当 平衡 态 是 稳定 或 者 完全 不 稳定 时 , 出 现 复 特征 根 并 不 一 定 意味 着 它 是 焦点 . 
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事实 上 , 如 果 最 靠近 虚 轴 的 (ME) 特征 根 是 实数 , 则 稳定 (或 完全 不 稳定 ) 平衡 态 是 
结 点 且 与 其 它 特 征 根 是 什么 无 关 . 

实 根 与 复 主 特征 根 之 间 的 边界 由 曲面 A = 0 对 应 于 二 重 根 的 部 分 , 以 及 沿 着 三 
重 根 直线 和 曲面 A = 0 相连 接 的 曲面 


r=2(o-%), ae (C29) 


组 成 RAMAN TRF SEARO EHE, 其 实 部 等 于 第 三 个 根 . 当 我 们 向 |r| 
减少 的 方向 穿 过 这 个 曲面 时 , 这 对 复 根 离开 虚 轴 比 实 根 更 远 , 因此 平衡 态 变 成 结 点 . 
当 穿 向 这 个 曲面 的 另外 一 侧 时 , SEERA DARE FE, 故 平衡 态 变 成 
焦点 

当 研 究 同 宿 分 支 时 , 鞍点 平衡 点 的 一 个 重要 特征 是 鞍点 量 o 的 符号 , 它 由 左右 
两 边 最 接近 于 虚 轴 的 两 个 主 特征 指数 的 实 部 之 和 定义 

TERRE, 当 两 个 主 特征 指数 1,2 是 实数 时 , 条 件 o = 0 就 是 共振 关系 A + 
Ag = 0. 借助 于 三 次 特征 方程 的 系数 , 这 个 条 件 化 为 


R=pq-r=0, —p?<q<0. (C.2.10) 


当 4 > 0 时 , 曲面 R = 0 对 应 于 Andronov-Hopf 分 支 , 而 这 个 曲面 的 9 < -p° 部 分 
对 应 于 一 个 主 特征 指数 与 一 个 具 相反 符号 的 非 主 特征 指数 之 和 为 零 . 

在 三 维系 统 的 鞍 - 焦点 情形 , 条 件 o = 0 化 为 Xi + Re)a = 0, 其 中 Xi 是 实 根 ， 
Dos SESE. 这 可 写 为 


r= —p(q+2p*), -p <q- (C.2.11) 


M r 增加 方向 穿 过 这 个 曲面 时 , 鞍点 量变 成 正 的 . 
三 维系 统 鞍 点 平衡 态 的 另 一 个 重要 特征 是 , 在 此 平衡 态 处 向 量 场 的 散 度 等 于 特 
征 根 的 和 , BO —p. 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 把 Ra 中 的 粗 平衡 态 分 类 如 下 : 
(1) 情形 p>0 (div < 0) ( 见 表 C.1). 
(2) 情形 p<0 (div > 0) ( 见 表 C.2). 
(3) 情形 p= 0 (div =0) ( 见 表 C.3). 
C.L 6.| 对 固定 的 p, 在 (q,r) - 平面 上 画 出 对 应 的 分 支 图 . 口 
现在 考虑 下 面 几 个 例子 ， 我 们 将 集中 考虑 Lorenz 方程 、Chua 电路 、Shimizu- 
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ROL 
sura 平和 点 类 型 | o 人 
An $= 1,2,3 
tree tocas $ asna 0> A1 > Re 
0<r< ”= = 
2 -2) 对 4> 亚 ier = 
aQ s +23 dimw* =0 VPR 
r+(p,q) tocas É asna 
p>r> dmw’=3 | 一 Reda > 和 
2(-%) Mare Se 
| gawiad 
> Meso B-RA (42) | "<o | Rorgs>0> ar 
PETET) | 


o<rert@g, e<0 o<0| m <0< <s 


o>0 |> 0> >As 


=I 


(pq) 对 gg -Pp 
0>r> 
Pq 对 -p <q<0 


ronere|™ 对 -P<ago 
0 


> a <0 | M > 0> A> As 
对 0<9< 互 
dimW* =1 
p 所 = 
rs a) 对 atts BMH (2.2) | <0] N >0> Reana 
0 对 g2 守 
F pefo Mas- B-RA (21) | o>0 | a1 >o> Reas 
-pla +2) Xt q > -p l 
Morioka 模型 以 及 其 它 方程 . 
Chua 电路 [179] 是 
ż= aly- f(z), 


mane, (0.2.12) 
by, 


JP SWARM f(e) = -7 +T. 这 里 ,a 和 是 某 正 参数 .系统 (C.219) 在 
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Roa 
参数 区 域 平和 点 类 型 | o | 。 特征 人 
M i=1,2,3 
wr Ea 排斥 结 点 
Pree fa MILT 0< <ReA 
3 9 3 dim W* =3 gera 
ro) Mocgs® Waa 
m<r< imwe =0 | 一 12 
z(e- tet dimW* =0 0<Re Ara < As 
H amw" =3 
zaJ TED Maso B-RA (2.1) ]o >0| Re og < 0< 
r 对 g20 
鞍点 
0>r>r (pa) 9<0 dimW*=2 |o>0| A >0>A2>A3 
dimw* =1 
4 
Ba 
O<r< rte) Has- dimW* =1 |o<0| A. <0< A2 < A3 
Pa I -pP <a<b 
dim W* =2 
上 上 z 
F m 对 -P<qg0 
rng) >r> A amwr =1 |o>0| a <0<A <a 
0 对 0<9q< 玫 
dim WY = 一 2 
5) 
rt(p,q) 在 “Pr 
errs | OO UEL WA G [o> 0] A <0< Re das 
o 在 9> 
"> a ae 发- 集 点 (9|o <0| a <0< REX 
-Pa+2p2) Ha>- 
变换 (a, y, 2) — (-2,-y, -2) FAB. 
我 们 通过 求解 下 面 方程 组 
3 
o=a(v+2-2), 
0=z-y+z, 
0=-by 


来 找 (C.2.12) 中 的 平衡 态 . 从 这 些 平衡 点 方程 ,我 们 得 y = 0,2 = -z Al z(1-2°) = 0. 
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Ros 
saxa FARAN BEE | ,和 Ww 的 维 数 
An i=1,2,3 
oe ane 
o<r< BVaalz, a<0 Ba an <0 <p inet 
5 i dim We =2 
rae et 
rodov? aso | we maa) | N <o<Rexa | OR? 
o apo dim We = 2 
"G-A 
refri Maso | gman | Rexas<o<A | SWT 
dmw =1 
o Mf 
or>-3vaalae<o RA M> 0> A >As SSA 
[E | amwe = 


因此 始终 存在 三 个 平衡 点 O(0,0,0) 和 O1 a(+1,0, F1). 在 原点 的 Jacobi 矩阵 是 


在 0(0,0,0) 的 特征 方程 是 


0 
det 1 =0, 
0 æ =A 
或 
w(i) x Ge Ed (C.2.13) 


我 们 可 以 看 到 由 于 常数 项 是 负 的 , 由 Routh-Hurwitz 准则 立刻 得 知 原点 是 不 稳定 平 

MEAS. 此 外 , 当 a 和 b 是 正 数 时 可 能 没有 零 特征 根 . 余 维 2 (a = b = 0) 需要 特殊 

考虑 . 我 们 对 它 的 分 析 推 迟到 下 一 节 , 在 那里 讨论 具有 对 称 性 的 系统 的 双 零 分 支 . 
条 件 R= pq 一 r+ =0 现在 是 


46 R~0 RATA q= -7az/36 < 0. 这 意味 着 在 原点 不 可 能 有 一 对 纯 虚 特征 值 . 因此 ， 
当 (a,b) # 0 时 它 永远 是 结构 稳定 . 按照 上 面 的 分 类 表 , 它 的 拓扑 类 型 是 具有 二 维稳 
定 流 形 和 一 维 不 稳定 流 形 的 鞍点 - 
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C.2.# 7.) 在 (a,b) - 参数 平面 上 , 求 转移 边界 : 原点 从 鞍点 一 BR - 焦点 , 以 及 
它 的 线性 稳定 和 线性 不 稳定 子 空间 的 方程 . 在 参数 平面 内 探求 与 在 原点 的 平衡 态 的 
鞍点 量 为 零 对 应 的 曲线 . 求 在 何 处 向 量 场 在 鞍 - 焦点 的 散 度 等 于 零 . 在 (a,b) -平面 
内 画 出 找到 的 曲线 . 口 

接 下 来 我 们 确定 非 平凡 平衡 点 O1.2( 土 1,0, F1) 的 稳定 性 . 首先 我 们 在 O Oz 
线性 化 系统 . 相应 的 Jacobi 矩阵 是 


特征 多 项 式 是 

一 
77 
如 同 O, 当 ab A O 时 平衡 点 01,2 不 可 能 有 零 特 征 指数 . 条 件 R= 0 这 时 为 


ae Dx +6- Bas o. (C2.14) 


b= Zal +a). 


这 个 分 支边 界 画 在 图 C.2.1 中 . 对 应 的 q 的 表达 式 是 4 = 2a?/9 > 0. 因此 , 在 R = 0, 
平衡 点 01,2 有 一 对 纯 虚 特 征 指数 , 即 
Aa= xt 和 dy=-(1+ 3 

这 对 应 于 Andronov-Hopf 分 支 . 当 R > 0 时 平衡 点 O01.2 是 稳定 焦点 , MR < 0 时 
它们 是 鞍 - 焦点 (L2)，O 在 临界 情形 的 稳定 性 依赖 于 对 应 的 Andronov-Hopf 分 
支 是 亚 临界 还 是 超 临 界 (IL 9.3 节 和 11.5 节 ), 即 点 Ora 是 稳定 弱 焦点 还 是 不 稳定 弱 
焦点 . 为 了 找 出 这 里 出 现 什么 , 我 们 还 需要 确定 第 一 个 Lyapunov 量 Ly 的 符号 当 
Ly < 0 时 , Ora 是 稳定 , L > 0 时 它们 不 稳定 . 如 果 Lyapunov 量 在 Andronov-Hopf 
SEMA EAB, 则 必须 计算 下 一 个 Lyapunov Ht L2 的 符号 , 等 等 . 


考虑 Lorenz 方程 [87] 
= -olz -y), 


Y= yz (C215) 


z 


其 中 mr Mo RESH. 此 外 , 我们 将 假设 o> b+ 1. ERATE A (2, 9, 2) = 
(-z, 一 yz) FRÆ. 


bz 十 zy 
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0 t ? > 4 $ 6 
图 C.2.1 Chua 电路 的 (a,5) -分支 图 的 一 部 分 . AH 表示 Andronov-Hopf 分 支 曲 线 , o = 0 对 
应 于 原点 是 鞍点 时 的 革 点 量 为 零 、 


通过 解 下 面 方程 组 


0=-o(z—y), 


求 这 个 系统 的 平衡 态 . 得 到 r= y, z(r— 1- z) = 0 和 tz = 2, 将 最 后 一 个 方程 代 
入 第 二 个 中 , 得 到 平衡 点 的 坐标 方程 


z(b(r — 1) — 2) = 0. (C.2.16) 


可 以 看 出 , Lorenz 方程 总 有 一 个 在 原点 O 的 平衡 态 . 当 r> 1 时 除了 O 以 外 还 有 两 
个 平衡 态 O12(z1.2 = via = 二 bY/3(r - 1), z2 =r = 1). 


在 原点 的 Jacobi 矩阵 是 
-oo 0 
r -1 0 
0 0 -b 
特征 方程 
-0-A o 0 
det] r o |=0 
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有 三 个 实 根 : 
not m ayy = CEDE VEETEE 


因此 , 当 r <1 时 , 原点 是 稳定 平衡 态 . 当 r = 1 时 , 平衡 态 有 一 个 零 特征 根 . Mr > 1 
时 , 原点 变 成 具有 一 维 不 稳定 流 形 的 鞍点 , 它 的 稳定 性 由 稳定 平衡 点 O1,2 继承 . 

不 稳定 流 形 WE 是 由 鞍点 自己 和 两 条 t 一 +0 时 来 自 O 的 轨 线 Ti 所 组 成 . 
稳定 流 形 Ws 是 二 维 的 . Wa 中 的 主 稳定 方向 由 对 应 于 最 小 负 特征 根 的 特征 向 量 给 
出 . 在 我 们 的 情况 , 它 是 A = -b, 对 应 的 特征 向 量 是 (0,0,1). 注意 , 在 We 中 存在 
不 变 直线 x =y =0. 

C.2.# 8.] 求 在 原点 的 Ey 和 Ege 的 方程 . a 
我 们 对 O1,2 作 稳定 性 分 析 . 可 以 选择 一 个 , BEM 01. 在 O, 的 Jacobi 矩阵 是 


对 应 的 特征 方程 为 
A3 + (6 +b+1)A? + blo + r)A + 2bo(r — 1) = 0. 
平衡 点 O12 的 稳定 性 边界 是 由 条 件 
R= bo +r)(o +b+1) — 2bø(r — 1) = 0 (C.2.17) 


确定 . 因此 , 只 要 o >b+1, 当 
ala +b+3) 
o+b-1 
时 平衡 态 O12 稳定 ， 当 R < 6 时 它们 变 成 蒂 - 焦点 (1,2)， 这 发 生 在 图 C.2.2 中 
(r,a) - 参数 平面 上 Andronov-Hopf 分 支 曲 线 AH 的 右边 . 
在 临界 时 刻 R = 0 分 支 平衡 点 Oua 的 稳定 性 由 第 一 个 Lyapunov 量 Lı 确定 . 
我 们 将 在 C.5 节 推导 它 的 解析 表达 式 . 
CLH 9 ] 在 图 C.2.3 FOR (r,a) - 参数 平面 内 的 点 , 使 得 不 对 称 Lorenz 模型 


1<r< 


(189] 


ż=-10(z-y), 
ý=rz-y-zz+a, (C.2.18) 
z=-8z+2y 


3 
的 平衡 态 有 一 对 零 特征 值 . o 
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AHR) 


rl 


a a 名 
图 C.2.2 Lorenz 模型 中 b= $ 在 (r,0) -平面 内 的 Andronov-Hopf 分 支 曲线 AH 和 叉 分 支 


曲线 = 1, 


1s 


0 


O90 
图 C.2.3 不 对 称 Lorene 模型 的 部 分 分 支 图 . 点 CP 是 尖 点 . 在 BT 系统 有 具有 两 个 零 特征 指 
数 的 二 重 退化 平衡 坊 ( 见 13.2 节 )- 


接 下 来 我 们 考虑 大 气 物理 中 下 面 的 三 阶 系统 [128] 和 [183] 


-p-2-artaF, 


-brz-y+G, (C219) 


bry+ Tz — Zz 
其 中 (a,b, F,G) BESK. 为 了 求 它 的 平衡 态 (zo,vo, z0), 我 们 令 (C.2.19) KARS 
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于 零 : 
0= -pĝ — 2 — azo + aF, 
= Toyo — bozo — yo + G, (C.2.20) 
0 = bzoyo + Tozo — 20 
从 第 二 个 和 第 三 个 方程, 我 们 得 到 
GU — 20) 


wo = T Zro + (1+ Fxg” 
p joa (C.2.21) 
70 = To Bao + (1+ Oa 
将 (C.2.21) 代入 (0.2.20) 中 的 第 一 个 方程 , 得 到 
3 2 e 
(1+ Ba} — [2 + (1 + 0) F]a3 + (1+ 2F)z0 + (€ 一 r) =0. (C.2.22) 
接 下 来 , 引入 新 参数 
1 pA F 
Baie =G re 
并 作 变 换 
=, 2B+F 
m= B+ 
于 是 (C.2.22) 变换 成 三 次 方程 标准 形 
B+ sF+t=0, (C.2.23) 
其 中 
2 
t= B(1+2F)— BELEP, 
s=- BC zarak FP 208+ Fy 
方程 (C.2.23) 的 判别 式 为 
Fas AN o 
-77 


由 条 件 A = 0 确定 的 对 应 分 支 曲线 画 在 图 C.2.4 中 . 它 将 参数 平面 (F, G) 划分 成 几 
个 区 域 , 其 中 (C.2.19) 有 一 个 或 者 三 个 平衡 态 (图 C.2.4 中 模 的 内 部 )- 三 个 平衡 态 重 
合 的 尖 点 的 确切 位 置 由 s 和 + 同时 为 零 确定 (这 点 记 为 CP). 这 出 现在 


2v5 1+ va 
= 30+’ 1+ 
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C.2## 10.| 求 证 这 个 系统 在 
3a? + 3a7b? + 12ab? + 12b? + 4a 
a + ab? + 26) : 
_ Vala? +076? + 4ab? + 4b?) 
7 4Va + ab? + 2b? 
AF OEAAMIEMOY (0, tiw) ( Gavrilov-Guckenheimer 分 支 ). 
提示 : 利用 在 这 个 分 支点 Jacobi 矩阵 的 迹 和 行列 式 必须 同时 为 零 的 事实 ，” 口 


35 


F= 


fen 


00s 115235 3 3s 
图 C.2.4 对 a = 1/4 Mb = 4, 从 线性 稳定 性 分 析 得 到 的 (FG) - 分 支 图 的 片段. 


CG.2.# 11.) 对 下 面 系统 进行 线性 稳定 性 分 析 


了 = ra +az+2?), 


ż=m+z +b, 
ġ=w+cz, 
其 中 mw 和 * 是 柱 面 学 标 , ui, 是 控制 参数 , a,b,c BW +1. WA Gavrilov- 
Guckenheimer 分 支 的 截 段 规范 形 . a 
CLH 12. RAAB, EHF Lorenz 系统 (C.2.15) 化 为 下 面 的 形式 

= 
g=2-22—ay+ Br’, (0.2.24) 
i= -H(z -2). 


提示 : 两 个 系统 参数 之 间 的 对 应 关系 是 
ye lio b 


DB- 
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系统 (C.2.24) 是 出 现在 对 称 系统 的 平衡 点 和 周期 轨道 的 局 部 余 维 3 分 支 的 研究 
[129] 中 的 渐 近 规范 形 ( 见 C.4 节 ). 当 B = 0 时 系统 (C.2.24) 是 Shimizu-Morioka 模 
型 [127], [191] 


一 zz 一 ay (C.2.25) 


主 = 一 bz 十 22. 
它 可 看 作为 Lorenz 方程 对 大 Raleigh 数 r 的 近似 . 它 也 可 以 以 稍微 不 同 的 形式 从 描 
述 每 周一 次 非 线性 有 限 高 而 细 的 非 线性 滚动 磁 发 电机 传送 [187] 的 PDE 中 导出 
Shimizu-Morioka 模型 当 b > 0 时 有 三 个 平衡 点 . 原点 O(0, 0, 0) 是 鞍点 (2,1), 特 


征 指数 是 pi 
Aha= 邓 +( 生 + web 
当 Aa = As 时 Er 中 的 主 方向 的 改变 发 生 在 曲线 a= P=) E. BEAU o = Ai Aa 
在 曲线 a= HË 上 为 和. 
063 到 15| 写 出 在 原点 的 鞍点 的 特征 空间 E", E", E" 的 方程 o 


Shimizu-Morioka 模型 的 非 平凡 平衡 点 O: 2(+V8, 0,1) 的 特征 方程 是 
A? + (a +b)A? + abd + 2b = 0. 
图 C.2.5 中 的 Andronov-Hopf 分 支 曲 线 AH th (a+ ja- 2 = 0 给 出 .在 O12 
的 特征 指数 是 
M = -2/a， 2 = 二 iV2 一 a2. 
在 曲线 AH 的 上 方 , 平衡 点 Oia 是 稳定 焦点 . 在 曲线 的 下 方 , 它们 是 鞍 -焦点 (1,2) 


Rissler 系统 (172,188) 


=-y-2, 
y=ztay, 
z=br— cs+rz 

的 平衡 态 是 0(0,0,0) 和 Oi(c — ab,b — c/a,c/a—b). 在 O 的 特征 方程 是 


N+(c-aN+(l+b-ac)At+(c—ab)=0. 


2 
on Gees Vere Tie < Ged) 
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图 C.2.5 JA Shimizu-Morioka 系统 的 线性 稳定 性 分 析 得 到 的 (a,b) - 分 支 图 AH 表示 
Andronov-Hopf 分 支 曲线 , o = 0 HFPA, HB — H8 对 应 于 在 原点 的 主 方向 的 改变 . 


或 者 
+2 
(te) VOTRE y Ve+i-a 对 ec>V2+V 
"| Gest tex vir 
4 


时 有 根 (iu —iw, A). 这 个 平衡 态 在 a 二 有 稚 特 征 根 . 
在 O, 的 特征 方程 有 形式 


A a(b — 1)? + (1+ Ê — 0%) A + (ab— c) = 0. 


它 在 曲线 

cr@-Da，o<1+ 
上 有 一 对 纯 虚 根 . 此 外 , 这 个 平衡 态 在 a = E 可 有 单个 零 根 . 因此 当 ob = c 时 平衡 态 
Oy 和 Or 重合 . 这 个 退化 点 的 其 它 两 个 特征 指数 是 


-b)+ Jar ¥ -40+ 
Aa 5 . 


因此 , 当 
b=1, 0<a<Vi 
时 特征 指数 入 ,2 变 成 纯 虚 数 . 
值得 注意 的 是 , Rissler 系统 和 新 Lorenz 系统 (C.2.19) 都 具有 特征 指数 为 (0, tiv) 
的 二 重 退 化 平衡 态 .这 个 分 支 的 特征 是 开 折 可 以 包含 环 面 分 支 曲 线 , 以 及 对 应 于 获 
一 焦点 同 宿 回路 的 曲线 , 因此 在 分 支 平衡 点 的 邻 域内 即刻 可 呈现 非 平凡 动力 学 . 
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l. | 研究 神经 活动 的 Hindmarsh-Rose 模型 


f=y-z—27 +327 +1, 
ý=-y-2- 5z, (0.2.26) 
ż = e(2(z + 1.6) 一直 
的 平衡 点 [177], 其 中 了 和 是 两 个 控制 参数 . 从 < = 0 开始 研究 ( 见 图 C.2.6). 


4 


AH 


AH 


l z 
“12 


3 
80.2.6 ” 快 平面 系统 中 在 1 = 5 和 < = 0 的 平衡 态 的 z 坐标 和 z 坐标 . AH 和 SN 分 别 表示 
平衡 点 的 Andronov-Hopf 分 支 和 芝 — 结 点 分 支 


H 15.) 对 下 面 两 个 系统 进行 线性 稳定 性 分 析 , 在 Jacobi 矩阵 有 完全 Jordan 
块 的 情形 下 描述 具有 三 个 零 特征 指数 的 平衡 态 分 支 [162,163] 


isy, ż=y, 


w=, a (C.2.27) 


az- 3? — by- z. 


żi=ar-z? —by—2, 

问 三 次 项 如 何 改变 系统 的 对 称 性 质 ? o 

C.2.# 16.) Lorenz 方程 和 Shimizu-Morioka 模型 下 面 的 “ 维 数 " 扰动 由 以 下 的 
增 广 系统 给 出 


t= -o(z—y), t=y tay, 
gero-y-ez, 9 y= 一 oy 十 工 一 zz 一 oy 十 z 一 zz， 
z, z= -bz 十 Man 十 z2， w, 


=—bw-az+ ry, tÙ = bw- pz, t = 一 jp — pz + T° + 027. 
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求 这 些 系统 的 平衡 态 并 确定 它们 的 类 型 . o 
C.2.# 17.) 图 C.2.7 中 显示 的 平衡 态 的 We 和 W* 的 最 小 维 数 是 什么 ? 


图 C.2.7 酸 - 焦点 (2,2) 同 宿 轨 线 . o 
c3 ”周期 强迫 系统 
考虑 维系 统 
ż=Az+ f(b), (C.3.1) 
其 中 f(t) 是 周期 为 2r 的 连续 周期 函数 . 


C3. 18.] 构造 将 平面 (x, y,t = 0) 映 到 平面 (z,y,t 


2r) 的 Poincaré Be 
射 


解 按照 Lagrange 常数 变易 法 , (C.3.1) 的 解 为 
a(t) = e^'zo + f e^t- f(r)dr. 
假设 上 = 2r, 我 们 得 到 映射 
nae f * Aan- fr)ar, (0.3.2) 


口 


TIH 19.] 确定 上 述 映射 有 : (1) 唯一 不 动 点 以 及 (2) 没有 不 动 点 的 条 件 . 
解 不 动 点 满足 方程 


U- ez =C, 
其 中 C 表示 (C.3.2) 中 的 积分 . 两 种 可 能 的 情形 是 : 
(1) det(T — ezr4) 4 0. 在 这 情形 仅 存在 一 个 不 动 点 . 
(2) det(7 — ear4) = 0， 于 是 , 由 Kroneker-Capelli ( 相 容 性 ) 定理 得 知 , 如果 
(I - ezr4) 的 秩 等 于 增 广 矩阵 (I - ezr4|C) 的 秩 , 则 存在 无 穷 多 个 不 动 点 , 否则 没有 
不 动 点 . o 
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C.3.# 20.] 求 证 特征 方程 det(zT 一 czr4) = 0 的 根 za ,zn 是 er ez 
其 中 Ae An 是 线性 系统 


f= hz (C.3.3) 
的 特征 值 . 口 


C.3.# 21. 证明, 如 果 原 点 是 系统 (C.3.3) 的 结构 稳定 平衡 态 , 则 映射 (C.3.2) 对 
应 的 不 动 点 也 结构 稳定 . 此 外 , 求证 (C.3.3) 的 平衡 态 的 拓扑 类 型 与 (C.3.2) 的 不 动 


点 类 型 相同 . fa) 
TIH 22.] 求 证 仅 当 特 征 值 入 ,… An 之 一 是 零 或 者 等 于 iw 时 det(T 一 er4) = 
0, 其 中 w 是 整数 . o 


C.3.# 23. | 确定 使 得 二 维系 统 


z= -wy+ f(t), (esa) 
y=ur+g(t) 


有 无 穷 多 个 周期 为 2rg 的 周期 解 的 条 件 , 其 中 / 和 g 是 周期 为 2r 的 连续 函数 , 9 > 1 
是 某 整数 . 


解 映射 7: t=0 一 t=2" 可 以 写 为 形式 
= zo cos(27w) -yosin(2mu) + Cr, 
ti = zosin(2rw) + ocos(2rw) + Co 
其 中 
a= Í (f(r) cos w(2n — 7) ~ g(r) sin w(2 — 7))dr, 
o 


ar 
we Í (f(r) sin w(2x — 7) + g(r) cos w(27 — 7))dr. 


(Zu de cists ) = (cos(2nw) — 1)? + sin? (27w) #0 
sin(2rw) _cos(2mw) — 1 

时 , 这 个 映射 有 唯一 不 动 点 . 当 w 是 整数 时 这 个 条 件 被 破坏 . 在 这 后 一 情形 , 映射 改 
为 


z1 =20+Ci, 1 = yo + C2 


因此 , 如 果 C? + C3 关 0, BARTRA AD AA A. HMR Ci = 
Ca = 0, 则 所 有 点 都 是 不 动 点 
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现在 考虑 w 不 是 整数 的 情形 . 设 (z",y") 是 不 动 点 的 坐标 , 应 用 变换 z = zx* +E 
A y= y +v 将 不 动 点 移 到 原点 . 引入 极 坐标 , 映射 T 取 形 式 
Pi = pos 


6) =0+2mw mod 2r. 
可 以 看 到 , 这 里 每 一 个 圆周 (r = 常数 ) 是 不 变 的 , 且 在 每 个 贺 周 上 映射 相同 : 
O =00+2rw mod 2x. 


当 w 是 无 理 数 时 , 最 后 这 个 映射 没有 周期 点 . 当 w = p/a, p 和 4 是 整数 时 , 所 有 的 
点 都 是 以 9 为 周期 的 周期 点 . o 
接 下 来 我 们 考虑 拟 线性 系统 
z= Az +uf(z,y), (si 
ý = By + ug(z,y), 
其 中 z e Rn Aly e R™ 假定 A 的 谱 位 于 虚 轴 上 , 的 谱 位 于 左 半 平面 , H fg € C. 
CIH 2A 证 明 下 面 的 定理 , 它 类 似 于 中 心 流 形 定理 : 
定理 C.1 对 任何 R> 0 存在 po, 使 得 对 |u| < jo I$ |\(z,y)|| < R 包含 有 吸 
引 Ck -光滑 不 变 流 形 y = nolz, u). 


由 上 面 定理 得 知 , 对 (C.3.5) 的 研究 化 为 对 n 维系 统 


å = Ar + uf (z, molz, u)) = Az + pf(z) + olu) 


的 研究 , 其 中 f(z) = f (2,0). 
| 考虑 拟 线性 映射 的 类 似 情形 . o 
上 | 对 下 面 的 (mn + m) 维系 统 


ż= Az + M(t) + uf (z,y,t), 
ý = By + halt) + pg(z,y,t), 
证 明 与 定理 C.! 类 似 的 定理 , 其 中 所 有 函数 都 是 2r - 周期 函数 . A 和 B 的 谱 分 别 


位 于 虚 轴 上 和 虚 轴 的 左边 . 
注意 截断 方程 


(C.3.6) 


y= By + halt) 


有 唯一 2r - 周期 解 v = a(t). 因此 , 我 们 总 可 以 使 得 ia(t) = 0 (用 变换 5 一 y+alt)) 
o 
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考虑 系统 
z= pf(z,t), (C.3.7) 
其 中 f(z,t) = f(z,t+27) Æ t 的 连续 函数 , 是 关于 r 光滑 , z ER". 
C.3.# 27.] 求 直到 p? 次 项 的 Poincaré 映射 
提示 : 利用 逐次 遥 近 法 求 积分 方程 


a) = zo +n fet) Tar 
一 次 近似 为 z(t) = zo, $ 
二 次 近似 为 。 z9 = 20 +4 | fro nan 
KEMI annl) = zotan 人 yteomar+O02 


2r 
Tı = Z0 saf f(zo,T)dr + O(u?). (C.3.8) 


= 
记 foe) = | fe rar. 
G.3.# 28.] 求 证 沿 着 系统 


t= ffe) (C.3.9) 
的 轨 线 的 时 间 2r 移 位 与 (C.3.8) 的 直到 p? 次 项 重合 . 系统 (C.3.9) 称 为 平均 系统 ' 吕 
Cf 29.) 证 明 下 面 的 定理 : 


定理 C.2 平均 系统 的 结构 稳定 平衡 态 对 应 于 原 系统 的 结构 稳定 周期 轨道 ; 车 
z* 是 (C.3.9) 的 结构 稳定 平衡 态 , 则 对 所 有 充分 小 的 p, 系统 (C.3.7) 的 Poincaré We 
H (C38) 有 接近 于 2° 的 结构 稳定 不 动 点 . o 


EA ite 是 系统 (C.3.9) 的 结构 稳定 平衡 态 . 即 
fo(z*) =0, 
且 特 征 方程 的 根 和 1,… , 和» 没有 位 于 虚 轴 上 . 因此 , 我 们 可 以 视 它们 为 = Bo: 


det (Zev 一 a1) =0. (C.3.10) 
(C.3.8) 的 不 动 点 可 以 从 方程 
folz) + Olu) = 0 
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RAB. 因为 (C.3.10) BAM, 所 以 fo(z*) =0 且 |2 (er) 
不 动 点 = = z* + Olu). 在 这 点 对 应 的 特征 方程 为 


det (z+ 她 +o) 一 a) = 


#0. 并 由 此 得 知 存在 


我 们 看 到 , 这 个 方程 的 根 有 形式 z = 1 + jo. 于 是 我 们 可 把 它 写 为 
det (Ber +O?) ~ at) = 


因此 , 对 所 有 小 的 u, 根 o 将 接近 于 (C.3.10) 的 根 . 从 而 , 不 动 点 结构 稳定 . 此 外 ， E 
有 与 平均 系统 的 平衡 态 有 相同 的 拓扑 类 型 . 
C.3.# 30. | 求证 在 一 般 情形 


= Ar+pf(z,t), 
相应 的 Poincaré 映射 由 
eto tu [AOS ndr +048) 
给 出 , 其 中 f(z,) 关于 时 间 连 续 , 关于 z 光滑 . o 
[G3.# 31] 验证 如 果 det(e?"4 — 1) # 0, 那么 对 任何 给 定 的 R, 只 要 / 足够 小 ， 


在 以 及 为 半径 的 球 内 存在 单个 不 动 点 z(u), 使 得 当 p 一 0 时 有 2° (u) 一 0 o 
我 们 研究 具有 两 个 方程 的 系统 


-uy + uf(zyt), (C311) 
y= wy + no(z,y,t)- 
TIHI) 计算 直到 p? 次 项 的 映射 
解 
z, = zo cos 2mw ~- yo sin 2rw + ws (eo, Yo) + H?(--)s (3.12) 
tn = Zo sin 2rw + yo cos Prw + 2(z0, yo) + H7(--*), 
其 中 


ae 
a -f [ f(zo cos wr — yosin wr, Zosin wr + yo COS wT, T) COS wT 
o 
+ g(zo cos wr — yosin wr, Tosin wr + yo cos wr, 7) sin wr]dr, 
ar 
"=/ | —f(zocos wr — yo sin wr, zosin wr + yo cos wT,7) sin wT 


+ g(xo cos wr — yosin wr, zo sin wr + yo cos wr, T) cos wr}dr. o 
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C.3.# 33. | 将 系统 (C.3.11) 写 为 极 坐 标 z = rcos 9,y = rsin 9 下 的 系统 . 


x 


r= pR(r,8,t), 
ô= w+ py(r,0,t), 
其 中 


R= f(r cos brsin 0,t)cos 8 + g(r cos 6,rsin 0,t)sin 0, 


v= Hf(reos 6,rsin 0,t)sin 9 + g(r cos brsin 0,t) cos 6). 


C.3.# 34.| 设 


R(r,0,t) = > > anm(r)ei motno, 


n=O ms0 


(r0) DDL 


nzO m20 


对 w 是 整数 情形 构造 直到 Olu?) 的 Poincaré 映射 . 


解 
r= rot 2m J, anm(ro)e™® + u(--+), 


morn=0 


0, = 6+ 2p J, bnm(ro)e™ + pe.) 
mo 
如 果 w 是 整数 , 映射 (C.3.12) 可 表示 为 
21 = to + u® (23,40) FHC) 
Wh = yo + u®a(z0, y0) + H(-*+)- 


C.3.# 35. | 证 明 下 面 定理 : 


定理 C.3 (平均 定理 ) 如 果 w 是 整数 , 则 对 充分 小 几 > 0, 系统 


a 
pg imu) 


as 
j= Ewe” 


的 结构 稳定 平衡 态 对 应 于 Poincaré 映射 的 结构 稳定 不 动 点 . 此外, 稳定 平衡 点 对 应 
口 
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在 极 坐标 下 平均 系统 是 


Fan Ý ann(r)e™ =pRo(r,0), 
moran 
Ò=u $, bam(r)e™ = pwo(r,0). 


0 


我 们 在 这 里 应 该 注意 在 r = 0 的 奇异 性 


C.3.# 36. 


求 van der Pol 方程 


é+p(l—2?)¢ +u%e = pAsin t 


相应 的 平均 系统 , 只 要 w? = 1+AA (其 中 A PAR). 当 4 和 A 变化 时 确定 平衡 


态 的 类 型 . 


o 


现在 考虑 w 不 是 整数 的 情形 . 按照 C.3. #31, 映 射 (C.3.12) 在 这 情形 有 接近 于 


求 对 应 于 这 个 不 动 点 的 周期 运动 (z*(t),y"(t)), 并 求 直 化 这 个 周期 解 


au (a*(t), y"(t))) 以 后 这 个 系统 的 方程. 


其 中 


i= -wy + pF(2,yt) RC), 
ý= wz + pG(z,y,t) +E) 


F(z,y,t) = f(z,y,t) — f (0,0, t), 


G(z,y,t) = g(z,y,t) — 9(0,0,t) 
口 


现在 假设 w = p/q, 其 中 p 和 q 是 整数 , 9 > 1. 此 时 , 求 周期 274 的 周期 运动 对 
应 于 求 映射 T 的 不 动 点 . 这 个 映射 写 为 


其 中 


其 中 () 如 上 面 (C.3.12), 代表 (zo cos wT —yo sin wr, zo sin wr +yo cos wr), H w = 


Zq = zo + u®i (Zo, yo) +42(--*), 


= yo + H2(z0, yo) + HC); 


ui 
Bi = [reas wr + o()sin wrldr, 


w= Osn wr + al) eos rer, 
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用 与 上 面 情形 相同 的 方法 , 我 们 可 以 处 理 平均 系统 
a= ag (x,y), 
i= gig? 
在 极 坐标 下 , 映射 Te 可 写 为 


rq =Tot2mqu Ý, anm(roje™™ +p), 


R 
8, = 05+ 27qn Ý bnmlro)e™®® +p?(--). 
sna 
这 里 , 平均 系统 是 
# = uPolr,0), 
6= pWolr, 0), 
其 中 Ry E oml) ABE Wo = D bneme， 应 该 指出 ,此 时 
本 二 mo 
(0,0,0) = 0° 9(0,0,1) = 0, IZER IR FFIR r= ORPS 口 


T3# 38. | BIE w 为 无 理 数 的 情形 . 如 上 我 们 可 以 假设 在 (C.3.11) 中 的 f (0,0, t) 
= 0, 9(0,0,t) = 0. 系统 在 极 坐标 下 有 具 非 奇异 OEM) 系数 anm, bnm 的 形式 


FUSES anml), But WSF bares, 


n=O m=0 n=O m=0 


对 给 定 的 N, M, 证 明 存 在 光滑 坐标 变换 将 此 系统 化 为 形式 


+= paoo(r) + O(u?) +H D> > anm(rjettnetno， 
aah mahe 


È= w + pboolr) 十 OU) + p 去 by C apn 
aN mai 
注意 , 由 于 当 N, M 一 +00 时 这 里 的 级 数 趋 于 零 , 得 知 对 任何 小 5 映射 了 在 适当 坐 
标 下 可 以 写 为 
Ti = ro + 2r paoo(ro) + 5O (4), 


0, = bo + 27w + 2ruboo(ro) + 8O(p)- 


C.3.# 39.] 研究 截断 映射 


T1 = ro + 2xpaoo(ro), 
B, = bo + 2xw + 2rpboo(ro). 
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求证 除了 平凡 不 动 点 (0,0) 以 外 , 上 面 映射 还 可 以 有 由 方程 
aoo(ro) = 0 


的 零点 确定 的 不 变 闭 曲线 . o 
C.3.# 40.) 证 明 对 小 4 > 0, 方程 


Qoo(ro) =0 


满足 
ao(r*) <0 
的 每 一 个 根 >” 对 应 于 稳定 不 变 闭 曲线 "= r° (u) = r° + O(n). 
说 明 : 取 5 充分 小 并 应 用 环 域 原 理 . a 
在 w 是 无 理 数 情形 , 平均 方程 为 
了 = paoo(r), 
6 = w + pboo(r). 
其 中 r = 0 是 平衡 态 , aoo(r) = 0 的 非 零 根 对 应 于 极限 环 . 
G3.# 41.| 下面 的 问题 几乎 等 价 于 上 面 的 问题 : 求证 对 小 y > 0, 平均 系统 的 稳 
定 (不 稳定 ) 极限 环 对 应 于 原 系统 的 稳定 (不 稳定 ) 不 变 环 面 o 
让 我 们 回 到 共振 情形 (w = p/q,q > 1). 于 是 对 应 的 平均 系统 可 写 为 
+ = wRo(r,6), 
6 = po(r, 6). 


假设 系统 
+ = Ro(r,8), 


= Wo(r,0) 
有 结构 稳定 的 周期 为 + 的 周期 轨道 L : {r = a(t), 6 = 6(t)}, & 


(C3.13) 


T [aRo Ov 
r= S [Prova + Beeman] ar<o 


由 此 得 知 平均 系统 有 周期 为 r/n 的 周期 解 fr = alut), 9 = B(ut)}. 
C.3.# 42. 证 明 对 小 > 0 原 系统 有 稳定 不 变 环 面 . 

所 示 ; 首先 修改 (C.3.13). 在 二 附近 引入 法 坐标 (uy) ( 见 3.10 节 ), 于 是 系统 写 
为 形式 


ù= 4(p)u + O(w2)， 


ġ=1+0(u?), 
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JOP AMERY n 的 周期 本 数 注意 
a= [Atpap, 
因此 
Ae) = A+ Aolo), 
其 中 /4o(pjdp =0. BLA v = ue Slee, EOE 
h 


b= Xe+Oto?)， 
$=14+0(0). 
由 此 得 知 平均 系统 在 新 坐标 (w 9) 下 可 写 为 
b= pv + O(v2)], 
= nll + Ov). 
对 应 的 2rg - 移 位 映射 是 
vi = vo + pl2rgMvo + O(vp)] + O(u?), 
Pı = Po + rqu + O(uvo) + O(u?). 


原 系统 (C.3.11) 的 2xq - 移 位 映射 有 相同 形式 . 引入 v= uw 以 后 Poincaré 映射 变 
成 

wi = wo + 2rquàwo + O(u?), 

Pı = Go + rqu + O(u?). 
为 了 完成 求解, 应 用 环 域 原理 . o 
C.3,# 43. | 研究 写 为 下 面 形 式 的 Mathieu 方程 


=y, ý= -u?(1 + ecos wobz. (C.3.14) 


证 明 对 应 于 参数 振动 的 不 稳定 区 域 , 区 域 与 在 平面 (25) 中 = 一 0 上 的 点 总 = 
E (k =1,2,…) AMEE 20) 
(C.3.14) 从 初始 点 (zo,yo) 开始 的 解 在 < = 0 有 下 面 的 形式 : 


z(t) = 如 sin wt + zo cos wt, 
z (C.3.15) 
y(t) = yo cos wt 一 wzosin wt. 
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接 下 来 我 们 构造 映 从 平面 (z,y,t = 0) 到 平面 (= nt=r= =) 上 的 映射 ， 为 此 ， 


我 们 将 += 至 FRA ( 0.3.15) 并 用 (0) E (W(t), v(0), 用 (Cay) ARF (ro, vo). 所 
得 (z,y) > (2,0) 的 算 子 由 


© law 
z cos 27 — 一 sin 2x— z 
= w, w o (C.3.16) 
7 -wsin2r— cos nS v 
wo w 


给 出 . (C.3.16) 的 特征 方程 是 
P+pp+g=0, 
其 中 
p=trT= ~2e0s 27 = 和 g=det T=1. 
这 是 一 个 保 积 映 射 . 不 动 点 O(z = y = 0) 的 乘 子 满足 关系 式 
ptp=-p 和 pps=qg=1. 

因此 , 当 |p| < 2 时 , 上 面 的 映射 是 通过 角度 为 m 的 旋转 , 这 使 得 它 的 所 有 轨 线 都 
是 稳定 的 . 

RAR (C.3.15) 的 一 阶 更 正 (用 C.3.#30). 注意 扰动 映射 的 原点 当 lp| > 2 时 


变 成 鞍点 . 此 外 , 若 > 2 和 p < -2, 它 分 别 是 鞍点 (+,+) 和 (-,-). o 
C.3.# 44.] [166] 中 考虑 系统 


thaw, 
ha =w 
其 中 wi,2 > 0, 这 可 解释 为 两 个 非 交 互 作用 的 调和 振子 偶 . 
上 面 的 系统 可 以 化 为 一 个 方程 


Cr 
dy i 


我 们 总 可 以 假设 r+ < 1. 上 面 的 系统 有 解 加 = ry + of. 引入 法 化 坐标 9 = a 和 
a- PTE games 
=0+r, modi, (C.3.17) 
它 也 可 表示 为 下 面 的 在 区 间 |0,1] 上 的 映射 
人 对 0<e<1-m 


(C.3.18) 
9-(1-7r) 对 1-r<g<l， 
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这 里 我 们 将 端点 6 = 0 和 9 = 1 恒 同 . 
hr 是 有 理 数 , 即 + = 2,p 和 4 是 某 互 质 整数 . 将 线段 [0,1] 划分 为 长 度 为 


的 p 个 区 间 : 4). > as EF "|. santa o c fo, i| Canna 
开始 的 正 半 轨 线 是 适 代 序列 

(20,0 = 66 + Baod 1), 0 = 8 + 2(mod 0 0 = 00 + P(mod 1),:+-). 
周期 为 n 的 环 是 


{00 = 0 + % mod 1, 8.4 lm i=in). 


在 上 面 关 于 p 和 4 的 条 件 下 得 知 最 小 周期 n= p. 因此 , 环 在 每 个 区 间 | Zs], y 


k=l, ,p, 上 只 存在 一 点 , 因为 环 上 点 的 个 数 以 及 区 间 个 数 都 等 于 p. 否则 n < p, 
但 这 不 可 能 , 因为 环 的 两 个 选 代 不 可 能 属于 同一 个 区 间 . 由 于 bo 是 中 中 的 任意 
点 , 故 线段 [0, 1] 被 p 周期 环 整个 地 充满 ， 因 此 , 当 旋转 数 是 有 理 数 时 ,所 考虑 的 系 
统 存在 周期 p 共存 环 的 连续 统 . 

WR r 是 无 理 数 , 它 可 表示 为 


使得 当 ! 一 oo 时 pi 一 oo， 此 外 ,在 [03] 上 的 区 间 | ~ p E) 的 个 数 也 天 
限 增加 .因此 每 个 区 间 的 长 度 减少 , 且 当 1 oo 时 整个 线段 [0,1 被 所 周期 轨 线 所 
: o 
m C.3.# 45. | 研究 圆周 映射 
65= 6 下 w+kaing mod (2x), (C.3.19) 
其 中 是 频率 , k 是 某 参数 - 
对 we [0,2r] 数值 计算 旋转 数 R(w): 


1 1S 
R= oe wR nr — 0n). 
提示 : w 从 0 到 2r 变化 时 , 计算 下 面 二 维 映射 的 选 代 


On+1 = (On +w+ksinz,) mod 2r, 


> A (C.3.20) 
Pan = (ne tos ="), 


当 一 +oo 时 在 给 定 的 w, Ra BACT MERE R. 接 下 来 对 o, R A 
分 支 图 如 图 C3.1 所 示 . o 
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T RC EE at. 
图 C.3.1 (C.3.20) 中 的 “魔鬼 楼 梯 ". 


C.4 规范 形 的 推导 


这 一 节 我 们 讨论 构造 规范 形 的 某 些 算法 .由 约 化 原理 , 只 需 构 造 系统 在 中 心 流 
形 上 的 规范 形 就 够 了 . 因此 , 为 了 考虑 具 单 个 零 特征 根 的 平衡 态 分 支 , 我 们 需要 一 维 
规范 形 . 如 果 它 有 一 对 零 特征 指数 , 就 应 该 研究 对 应 的 二 维 规范 形 族 , 等 等 

在 某 种 情况 下 必须 考虑 原 系统 的 大 范围 性 质 . 例如 , 如 果 原 系统 在 中 心 流 形 上 
的 限制 是 对 称 的 , 相应 的 规范 形 将 继承 这 个 性 质 ， 大 体 上 , 对 给 定 的 分 支 , 规范 形 是 
参数 化 了 的 微分 方程 或 者 差分 方程 , 这 依赖 于 所 考虑 的 问题 是 什么 , 规范 形 右 端 具 
最 简单 形式 但 足够 刻画 所 给 族 的 主要 分 支 . 

为 了 研究 稳定 性 边界 附近 的 分 支 我 们 必须 引入 小 控制 参数 , 其 个 数 至 少 等 于 
线性 问题 的 退化 次 数 , 或 者 如 果 由 于 非 线性 项 而 存在 额外 的 退化 性 , 则 这 个 数 甚至 
可 大 于 它 . 由 于 开 折 参 数 是 小 的 , 在 中 心 流 形 上 的 轨道 对 相当 长 的 时 间 可 停留 在 平 
衡 态 的 小 邻 域内 (在 中 心 流 形 上 没有 快 不 稳定 性 , 因为 简化 的 线性 化 系统 的 所 有 特 
征 指数 都 接近 于 零 ) 因此 , 尺度 化 参数 和 想 变量 使 它们 以 有 限 值 代 夫 渐 近 于 零 的 值 
是 合理 的 . 时 间 变 量 于 是 也 必须 尺度 化 . 

这 个 方法 有 相当 的 一 般 性 . 它 的 优点 是 在 执行 尺度 化 的 过 程 中 , 许多 共振 单项 
RMK. 最 平凡 的 例子 是 具 单个 零 特征 值 的 鞍 - 结 点 分 支 . 在 这 情形 中 心 流 形 是 一 
维 的 . 系统 在 平衡 态 附近 的 Taylor 展开 可 以 写 为 形式 


这 一 人 十 2 十 az3 十 … 

其 中 凡是 小 控制 参数 . 尺度 化 z 一 Viale, t — t/ Jin 将 系统 化 为 形式 
å = +1 +2? + O(vÎp]), 

因此 , 只 有 二 次 单项 式 在 u — 0 时 的 极限 幸存 
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类 似 的 算法 可 应 用 于 高 维 情形 ， 当 控制 参数 趋 于 零 时 , 尺度 化 过 的 系统 的 极限 
给 出 系统 在 分 支点 附近 性 态 的 “大 体 ” 描述 . 这 样 的 极限 系统 称 为 渐 近 规范 形 . 

渐 近 规范 形 分 别 出 现 在 有 单个 或 两 个 零 特征 值 的 平衡 态 的 一 维 或 二 维系 统 的 研 
究 中 . 这 种 规范 形 的 分 析 通 常 很 易 理解 , 故 大 部 分 工作 是 应 用 在 建立 渐 近 规范 形 与 
原 系统 动力 学 之 间 的 严格 对 应 (20,64). 但 是 , 二 维 规范 形 的 分 支 分 析 已 经 可 要 求 考 
虚 某 些 其 它 大 范围 分 支 , 有 时 候 还 要 考虑 余 维 2 分 支 . 此 外 , 去 掉 高 阶 项 也 可 能 破坏 
出 现在 截断 规范 形 中 的 理想 化 图 像 . 最 清晰 的 例子 是 具 指 数 (0, tiw) 的 平衡 态 分 支 ， 
那里 规范 形 具 有 旋转 对 称 性 . 如 果 原 系统 不 支持 这 个 对 称 性 , 截断 规范 形 的 简单 动 
力学 可 过 渡 为 增 广 系统 的 混沌 动力 学 . 

当 我 们 考虑 的 是 高 维 规范 形 时 , 情况 就 变 得 不 同 . 三 维 (以 及 更 高 维 ) 渐 近 规 范 
形 本 身 可 具有 不 平凡 动力 学 . 例如 , 在 渐 近 规范 形 


t=y, 


by +az- z? 


PHRIRPIAIEE - 焦点 同 宿 回路 对 应 于 有 完全 Jordan 块 的 三 重 零 特征 值 分 支 [163]. 
值得 注意 , 某 些 渐 近 规 范 形 方程 与 某 些 来 自 不 同 应 用 的 熟知 模型 重合 , 例如: 三 阶 
Duffing 方程 , Chua 电路 , Shimizu-Morioka 系统 以 及 Lorenz 方程. 

G4.# 46.| 对 Shimizu-Morioka 方程 [187] 


-ky- zz, (C.4.1) 


i= 
z= -z+ 
在 余 维 2 点 (k = a = 0) 附近 推导 它 的 规范 形 - 
首先 我 们 应 该 确定 在 原点 的 特征 指数 , 容易 看 出 存在 一 对 零 指数 和 一 个 指数 等 
于 -1. 对 应 于 一 对 零 根 的 特征 空间 是 {z= 0}. 在 原点 切 于 此 平面 的 中 心 不 变 流 形 
为 
z=2 -2ry+2 +, 
这 里 省 略 号 表示 (zh, 2,0, k) 的 三 次 和 更 高 次 项 . 因此 这 个 系统 在 中 心 流 形 上 取 形 
式 
t=y, 
Y=ar—ky— r+27y— 27y +-+, 
其 中 省 略 号 表示 至 少 四 次 项 . 


(C.4.2) 
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接 下 来 我 们 进行 尺度 化 
(E,y,t,k,a) — (Ernew, €’ Ynew, tnew/€s€knews Eanew). 


系统 变 为 


(C.4.3) 
y= ar + ky- 2? +2ez*y + Of), 

其 中 新 参数 knew 和 anew 现在 可 任意 ， 观察 到 (C.4.3) 中 的 反射 对 称 (z,y) 一 
(-2,-y) 从 原 系统 (C.4.1) 中 继承 ， 鉴 于 这 个 事实 , 右 端 函数 的 Taylor 展开 不 包 
会 (z,g) 的 二 次 项 (以 及 其 它 偶 次 项 ). 与 在 13.2 节 分 析 的 一 般 的 Bogdanov-Takens 
分 支 比较 , 对 称 系统 中 的 分 支 有 些 不 同 : 在 原点 的 平衡 态 总 是 存在 , 它 产生 叉 分 支 而 
不 是 鞍 - 结 点 分 支 ， 对 称 系统 的 分 支 开 折 也 包含 另外 的 对 应 于 具 乘 子 为 +1 的 二 
重 半 稳 定 周期 轨道 的 曲线 . 原点 和 非 平凡 平衡 点 的 Andronov-Hopf 稳定 性 边界 上 的 
Lyapunov 量 的 符号 由 的 符号 确定 . 注意 当 = = 0 M k = 0 时 , 系统 (C.4.3) 变 成 可 
积 的 Hamilton 系统 , Hamilton 函数 为 

a 


> 
Hew = 5-545. o 


CAH 47.] 接 下 来 我 们 考虑 下 面 形 式 的 Chua 电路 [168] 


(gly — z) — f(z), 
(z—y) +2, 


其 中 mp 和 是 某 些 正 参数 .其 中 f(z) = az(z? - 1) 是 非 线性 元 素 的 三 次 近似 ， 
因此 这 个 系统 具有 奇 次 对 称 性 (zz) 一 (2, vs 2). 当 g > a 时, 存在 在 原点 的 
单个 平衡 态 O. H g < a 时 , 存在 一 对 对 称 平衡 态 O12 (« f-2,oz f1- z). 
在 直线 g- a 上 , 在 O 的 特征 方程 当 8 # 点 时 有 单个 零 根 ,在 8 = ABR 
根 (这 时 第 三 个 根 等 于 -9 ) MAE Shimizu Morioka 系统 的 情形 , 参数 空间 中 与 这 
条 上 曲线 横 截 的 平面 上 的 分 支 集 的 结构 由 具 反射 对 称 的 Khorozov-Takens 规范 形 确 定 . 
化 到 在 二 维 中 心 流 形 上 的 这 个 规范 形 的 概要 讨论 如 下 
对 应 于 两 个 零 根 的 Jacobi 矩阵 是 
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这 个 系统 的 线性 部 分 为 
é £ 
H)=D)n 
¢ 
ta =g = -万 ,利用 变换 
z 1 0 1 
vy} =€] 0 [+n] 9 |+¢| -° 
z z$ 9 -9 
容易 计算 并 验证 在 这 些 坐标 下 系统 成 为 
其 中 
F = qE +71 + (M — 9X - Balg +6)", 
na 是 小 参数 : 
n=Bla-9), 2 =A9?-1. 
中 心 流 形 有 形式 


其 中 省 略 号 表示 (En. 1.72) 的 三 次 和 更 高 次 项 . 在 中 心 流 形 上 系统 写 为 
taqe a) e(a -3) 
+¢(1-3) (n+ rm) -et 


a= ‘lo m-on) (z - 3)) +e (a +m- m2) 
-pët en 
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其 中 省 略 号 表示 (&,7,m,7z) 的 高 于 三 次 的 项 . 现在 最 后 一 步 是 改变 变量 n 使 得 第 
一 个 方程 变 成 《= n. 系统 最 后 的 形式 是 


é=n, 


zagt- tera Eeh 
AE + ean za Bente 


n 1 2 
aam (ng +n (:-3)) 
1 


= a 


C.4.# 48.] 对 Chua 电路 方程 可 重 参数 化 使 得 系统 写 为 


其 中 


以 及 


z=a(y+cor ~ cz’), 
~y+z, (C4.4) 
by. 


于 是 , 在 极限 (a,b) 一 0 情形 y 变 成 快 变量 , 原 系统 (C.4.4) 的 所 有 动力 学 集中 在 慢 
流 形 y = = + z 上 . 对 应 的 慢 系统 由 下 面 的 方程 组 给 出 


于 = TY(z 十 z 十 cz 一 cza)， 


i= 


(0.4.5) 
ż=-r-3, 


其 中 y= G 是 参数 . 对 第 一 个 方程 解 出 = 
z= 主 -zazt+teiz， 
7 
并 将 这 个 表达 式 代 人 (C.4.5) 中 的 第 二 个 方程, 得 
à -2+ cor- ez’. 
由 于 
t=- (+o) 
我 们 得 到 
= (y(1 +c = 3617?) — 1)ż + ylcoz — cız") = 0. 
4 =u, 我 们 可 把 这 方程 重 写 为 
g=u, 
ú = coz + (Y — 1 + yoo)y — Syiz7y — yet, 
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它 与 Khorozov-Takens 规范 形 一 致 口 
CAH 49.] 推导 平衡 态 具 三 个 零 特征 指数 的 可 侈 和 减 震 器 的 激光 模型 


E=-E+P, +P, 


Py =-6P - E(m + Mi), 

Py = -ôP — E(ma + M2), (C46) 

Mi = -pM; + EP, 

M = —p2Ma + BEP2 
的 规范 形 [191], 其 中 E, Pi AP, 是 反应 和 无 反应 媒介 中 电场 和 原子 极 化 的 慢 包 络 . 
Mi 和 Ma 是 在 没有 激光 场 的 情况 下 , 反应 和 无 反应 媒介 的 值 m <0 和 m2 > 0 的 
总 体 偏差 . 5 和 52 (p 和 pz) 是 反应 和 无 反应 媒介 中 由 腔 松弛 率 正规 化 的 横 截 ( 纵 
向 ) 松弛 率 , 8 是 腔 内 媒介 的 饱和 强度 比 . 


平凡 平衡 态 
E=P=P=M=M=0 


的 线性 稳定 性 由 Jacobi 矩阵 


-1 1 1 0 o 

-m -hh 0 0 0 
J=|-m 0 -& 0 0 
0 0 0 -m 0 


的 特征 值 确定 , 它们 是 特征 方程 
(A? + a2A? 十 aA 二 ao)( 入 十 Pi)( 和 十 po) 
的 根 , 其 中 
aa =14+6, +62, 
ay = my +m + 6; + ôa + 6ib2, 
ao = maB +362 + 5162. 


设 5 — by > 0, 于 是 在 余 维 3 点 由 


i (C.4.7) 
e o ELR m=0 


ór- ôa 
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给 出 Jacobi 矩阵 J 有 几何 重 次 2 的 三 重 退 化 零 特征 值 : 


N23=0 MM=p As=—A=—(1 +61 +62). 


引信 线性 坐标 变换 
z E 
z2 Pi 
zs | =U | P 
z M, 
zs Ma 
其 中 
1+5 Aitai 1 0 0 
v.| a A 100 
0 0 0 1 0 
-(1+4) Be 1 0 0 
0 0 0 0 1 
使 得 
0100 0 
0000 0 
uju*=}0 0 0 0 0 |, 
000 -A 0 
0 0 0 0 -m 
系统 (C.4.6) 呈现 形式 


h maa p [EE as + i) + +e] Steuen za 


ron -在 Pos +e) +s+) S(a1,22,24), 


ża = -piza — Tp [Az — (1 + A)aa + za]S (21, 22,24), 


i= -ta -h (TEs +6) +s +6) Slane), 


ss = pars - fy [Battar = (Ai -00 + Aaaa) -人 Ste 
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其 中 mor 和 moz 由 (C.4.7) 确定 , & = mi — mor, E2 = ma 一 maoz 和 p, 是 小 参数 , 以 
及 

S(@1, 22,24) = S1 A(z1 一 z2) + (1+ 62)(z2 — 24). 
在 简化 到 中 心 流 形 后 (我 们 简单 地 将 rs = zs = 0 代入 前 面 三 个 方程) 我 们 得 到 (省 
略 号 表示 三 次 和 更 高 次 项 ): 


$i = z3 + az, (z3 + £1) + br2(z3 + £1) 十 6as(zlz2) 十， 
ja = 一 crl(zs + £1) + dza(z3 + 1) + €2s(T1,72) +>; 


by = —pity tex} + ftiza + grh +y 


其 中 
= Paes 
(2122) = -Ën - Herit, a= SE, 
b= = (1 = 61)62)(Adi = +a) Sta 
be H H x’ 
_ (Mi — 1-62) Simo 
bey men Ta 
uz mox(5i(1 +2A)-1-8) Mal + A)(Adi — 1 ~ 62) 
f= a 1 s=- r 
最 后 , 应 用 坐标 变换 
1 一 2 
z2 = z3 — a2 (23 + $1) — bza(2s + £1) ~ €28(21,22), 
Za = 23+ fa + 92221, 
我 们 得 到 
Asmat 
n+ cnt d+ (C.4.8) 
Po fm 
a -名 imo galti 
ek i i 
引入 小 参数 sa 是 
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我 们 可 尺度 化 小 参数 如 下 : 
a=, @=ne, pi=pe 


消去 三 次 项 并 尺度 化 变量 = = 2, nS, 2 = SUSE 


规范 形 二 
Fan nat yy—2s, Fa -oz+z (c.4.9) 
‘E45 Shimizu-Morioka 模型 重合 o 


CAH 50.] 设 在 平衡 态 线性 化 的 系统 的 Jacobi 矩阵 有 三 个 零 特征 值 . 此 外 , 设 
在 中 心 流 形 上 的 系统 具有 对 称 性 (z,y,z) 一 (-z, -y,2), 其 中 y, 2 是 在 特征 向 量 上 
的 坐标 投影 , z 是 在 伴随 向 量 上 的 投影 . 于 是 , 一 般 地 , 系统 可 以 化 为 下 面 的 形式 


ay 


ý= a(n -ax(1 + 9(2,y,2)) (r++ 
(C.4.10) 
-ylä + aaz(1 +--+) + asla? +y?) +-+), 
£=-B+2(1+---) Hbl Hyla) 


JEP ai #0, i= 1,2,3 HI b #0. 这 里 p,a 和 万 是 小 参数 , 9 和 省 略 号 表示 在 原点 为 
零 的 项 . 假设 由 > 0 以 及 7? = w+ aV/B(1 + 9(0,0,-VvB)) > 0, > 0. 由 尺度 化 时 
间 + $, 改变 变量 


Z E Ea 
ssf voni -Vpt 


2 
并 定义 新 参数 =ar A= (E) ,我 们 得 到 下 面 的 系统 


ý = z(1 - z) — ay + O(7), (C.4.11) 

i= -pz +2? +0(r), 

其 中 a 和 B 是 参数 , 且 它们 不 再 是 小 量 . 去 掉 7 阶 项 我 们 得 到 Shimizu-Morioka 模 

型 口 
C. 了] 除了 上 面 情形 的 条 件 , 假设 系统 关于 对 合 (z,y,z) 一 (z,y,-z) 不 变 ， 

即 它 具 有 两 个 对 称 性 . 于 是 规范 化 系统 可 写 为 


ae 


ý = zip — az?(1 + glz, y, 2°)) — (2? +1 + ---)) 
-jā + az? (1+) +b? ++), 
z=B— c21) tda? la). 


(C.4.12) 
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Bid e> 0 Mad > 0 EBUK 1? = a- ade(1+9(0,0,2)) >08 > 0,31 
ATEM: 


at says G E 
t>, soei, vor zyr 


UR a = ra 万 = TÊ. i B = EE 并 去 掉 r 阶 项 ,我 们 就 得 到 下 面 的 系统 


i=y, 
ġ=z(1 — z) - ay + Bz’, (C.4.13) 
i= -p(z - z2). 
上 面 的 系统 之 所 以 值得 注意 , 因为 当 r > 1 时 Lorenz 方程 将 可 化 为 它 . 两 个 系统 参 
数 之 间 的 关系 为 
Ka _ lto = 
“arty oar- ~~ 2o-b 
从 上 面 的 关系 得 知 在 Lorenz 方程 中 正 参数 (r,0,0) 区 域 由 平面 6 = 0 和 曲面 = 
z (5+1) Fill, Boner s =o. 
我 们 还 应 该 注意 , Shimizu-Morioka 系统 是 形 如 (C.4.13) 的 Lorenz 系统 的 特殊 
情形 ( 即 B = 0). o 
CAH 52.| 具有 三 个 梯子 +1 的 周期 轨道 分 支 ， 在 中 心 流 形 上 我 们 引入 坐标 


(x,y, 2,0), JEP V EIER, (x, y, 2) 是 法 坐标 ( 见 3.10 节 ). 假设 系统 在 变换 (z,y) 一 
(-2,—y) 下 不 变 , 截断 到 二 次 项 的 规范 形 为 


B 


tsy, 
je ay — az) — y(ā + a2), (C414) 
i=- +z? tbl? +y’), 
v=1, 
其 中 假设 周期 轨道 的 周期 为 1. 因为 上 面 系统 的 前 面 三 个 方程 与 第 四 个 方程 无 关 , 因 
此 所 得 规范 形 类 似 于 Shimizu-Morioka RE. o 


G4# 53.) 下 面 我 们 (按照 [185]) 叙述 一 系列 渐 近 规范 形 , 它们 刻画 具有 离散 
对 称 性 的 系统 在 稳定 性 边界 附近 三 重 退 化 平衡 态 的 轨 线 性 态 . 当 动力 系统 有 平衡 态 ， 
其 相应 的 线性 化 问题 有 三 重 零 特征 值 时 , 我 们 就 说 存在 三 重 不 稳定 性 、 在 这 种 情形 ， 
分 析 化 为 在 中 心 流 形 上 的 三 维系 统 . 假设 (z,y,z) 是 三 维 中 心 流 形 的 坐标 , 分 支 平衡 
态 在 原点 . 我 们 也 假设 我 们 的 系统 关于 变换 (z,y,z) > (—2, —v, 2) 是 等 价 的 . 
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我 们 注意 , 所 列 出 的 系统 具有 自然 的 “ 物理 " 意义, 并 出 现在 某 些 现实 应 用 中 ， 
例如 见 上 面 的 激光 方程 . 因此 , 这 个 方法 可 作为 对 非 线性 项 中 无 关 项 的 消除 , 以 及 对 
关于 这 种 性 态 的 特殊 细节 有 影响 的 非 线性 项 的 选择 的 处 方 . 

除了 对 称 性 假设 以 外 , 我 们 也 假设 系统 在 原点 O 附近 限制 在 不 变 平面 >= 0 上 
的 线性 部 分 有 完全 Jordan 块 . 于 是 系统 在 中 心 流 形 上 的 限制 局 部 地 可 写 为 形式 


t=y, 
ý= z(az + F(2?, zy, y?,z)) + yG(?, 2), (C.4.15) 
z= H(2?,2y,y",2), 


其 中 H(0,0,0, z) 和 F(0,0,0, z) 都 不 包含 线性 项 . 
考虑 这 个 系统 下 面 形式 的 三 参数 扰动 系统 


a=y 
ý = z(m + az + F(2?, zy, y?, z)) 十 (一 Ha + Gy”, 2), (C.4.16) 
z= -psz + H(2?, zy, 4°, 2), 

其 中 u= (m, pa, ks) 是 小 参数 , 函数 FG 和 H ERAF p. 


我 们 也 假设 
a40. (C4.17) 
于 是 显然 z - 坐标 变换 将 (C.4.16) 化 为 下 面 的 形式 ( 具 某 新 函数 G M H) 
v 
y = za — z) + y(-m + Gy?, z)), (C.4.18) 
z= -psz + H(2?, 2y, 9,2). 
作 变 量 和 时 间 的 尺度 化 


5 
其 中 dr, y, 5: 和 7 是 某 小 量 . 假设 yn #0 并 令 
6=752, 5:=77 = |ml. 
于 是 (C.4.18) 取 形 式 
T= 


= z(ż1 — z) — ày + O(r), (C.4.19) 
H (832, 7522y,7762y?,772) 
Ss , 


一 az 
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其 中 a 和 入 是 新 尺度 化 参数 , 它们 不 再 是 小 量 : 


二 
vial View 

渐 近 规范 形 是 4 一 0 时 系统 (C.4.19) 的 有 限 极限 . 注意 尺度 因子 be 和 7 之 间 
的 比例 的 不 同 选择 得 到 不 同 的 规范 形 . 

在 (C.4.19) 的 最 后 一 个 方程 中 , r 一 0 时 包含 z?,w 和 yz 的 项 趋 于 零 . 因此 ， 
去 掉 小 项 后 (C.4.19) 化 为 

t=y 

y= z(+1 — 2) - Ay, 
Sx? Hi (22?) ShayHa S22"). Szy?Ha(632") , 6227 Hs(622°) 

Cad aa 


a= 一 az 十 
Ea T 


= 

(C.4.20) 

(C.4.20) 的 右 端 是 有 限 的 , 即 如 果 对 扰动 参数 J,，p2 和 ps 的 零 值 , 函数 Hy 的 
‘Taylor 展开 以 2?™ 开始 , 则 下 面 的 不 等 式 必须 成 立 


gam) 
<a <0, 


mt 


a 


mat) 


T 
gmat) 


<oo. 
7 


由 此 , 我 们 可 以 选择 7 使 得 
T~ dh, (C.4.21) 


其 中 
B= min {Som + 1)pma + 1,260 +1) 204+} (0.4.22) 
例如 , 在 Hi(0) £0 (i = 1,… ,4) 的 最 一 般 情形 下 , (C.4.21) 和 (C.4.22) 中 的 指 
数 p= 2. 于 是 系统 (C.4.20) 化 为 形式 
t=y 
z(+1— 2) —Ay, (C.4.23) 
-az + 2?Hy(0) + O(r). 
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在 7 一 0 时 取 极 限 , 这 个 系统 就 变 成 Shimizu-Mariola 模型 , 其 中 参数 a 和 和 可 取 
任意 有 限 值 


我 们 现在 考虑 额外 退化 性 : 11, (0) = 0 和 Hi (0) #0. 为 了 研究 在 这 情形 的 分 支 ， 
我 们 应 该 引入 新 的 独立 控制 参数 , CH H 的 Taylor 展开 中 的 常数 项 . 如 果 我 们 按 
照 关系 (C.4.22) $ 8 = 1, 则 系统 (C.4.20) 化 为 下 面 的 渐 近 形式 : 
isp 
ý= z(+1 — z) — Ay, (C.4.24) 
z= —az+27hyo + Ha(0)zy- 


这 等 从 于 Lorenz 方程. 其 中 uo = EO 是 第 三 个 尺度 化 控制 参数 , 它 可 取 任何 有 
限 值 . 
接 下 来 的 退化 性 Ho(0) = 0, H4(0) # 9, 它 按 下 面 方式 修改 , (C.4.24) 中 的 第 三 
个 方程 为 
i= -a2+2ho+ heey Hi(0)z*, (C.4.25) 
JE hao = BO 和 fs = O, sam =f. 
重复 这 个 步 邓 我 们 可 以 得 到 浙 近 规范 形 的 一 个 分 层 记 


(a) = Hy 
了 


我 们 假设 在 分 支 时 刻 , Bi ( = 0,… ,ms - 1) 的 值 为 零 . 如 前 , 我 们 可 以 将 这 些 非 零 
Hy 作为 额外 的 独立 小 参数 处 理 . 

显然 在 尺度 化 系统 (C.4.20) 中 存在 一 些 非 零 系数 的 项 , 它们 对 应 于 使 得 (C.4.22) 
达到 极 小 的 mi. 所 有 高 阶 项 在 7 一 0 时 极限 为 零 对 非 零 参数 值 出 现在 H 中 次 数 
低 于 2mu 的 项 , 在 尺度 化 后 也 还 幸存 .它们 的 规范 化 系数 作为 独立 参数 出 现 , 可 假 
设 取 任意 有 限 值 . 

因此 , 如 果 我 们 去 掉 所 有 渐 近 于 零 的 项 , 系统 (C.4.20) 取 形 式 


=Y, 

ý = z(+1 — z) — ày, (C.4.26) 
-az + 2°; (22) + syf (z?) + y?Hs (2?) + 22? fala’), 

其 中 A 是 使 得 下 面 关系 成 立 的 ni 次 多 项 式 


max {Fr 十 D),na 十 1,2(0a-+1),4(ne+ 0} 


ż 


> (C427) 
= 3 < mn {Fem +2), na +2,2(ns +2),2(n4 +a} 
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(如 果 某 个 Ñ 恒 等 于 零 , MS ni = -1). Fy 的 系数 定义 如 下 : 


i H; 
ha = aara 
HP 9, = 3,92 = 2,83 55451. 

由 此 直接 从 (C.4.27) 得 知 ns = na, 即 Hy 和 A, 的 次 数 永远 相等 ， 因 此 , 由 
(C.4.26) 和 (C.4.27) 给 出 的 渐 近 规 范 形 的 系列 可 按 公共 次 数 n(= na = na) 的 增加 次 
序 排列 

这 个 系列 的 第 一 个 就 是 由 (C.4.23), (C.4.24) 和 (C.4.25) 给 出 的 对 应 于 n = 一 1 
的 系统 . 对 每 个 较 大 的 n 值 存在 四 个 如 下 的 子 情形 . 每 个 相继 的 情形 对 应 于 一 个 额 
外 的 退化 性 . 这 是 个 循环 列 : 第 四 个 情形 以 后 我 们 又 回 到 开始 的 n = nm + 1 的 情形 ， 
等 等 . 


(1) my = 3n+ 2，ma = 2n+1 在 分 支 时 刻 , Hs 和 Ha 中 前 面 (n - 1) 个 系数 都 
HE, Ha 和 Hy 中 前 面 2n 和 (3n + 1) 个 系数 分 别 等 于 零 . 

(2) ny = 3n + 3，ma = 2n + 1. 在 分 支 时 刻 , Ha 和 Ha 中 前 面 n 个 系数 都 为 零 ， 
Ho 和 Hy 中 前 面 (2n +1) 和 (3n + 2) 个 系数 分 别 等 于 零 . 

(3) m =3n+3, na = 2n + 2. 在 分 支 时 刻 , Ha 和 Ha 中 前 面 n 个 系数 都 为 零 ， 
Ha 和 Hy 中 前 面 (2n + 1) 和 (3n + 3) 个 系数 分 别 等 于 零 . 

(4) ny = 3n + 4 nz = 2n 十 2. 在 分 支 时 刻 , Hy 和 Ha 中 前 面 n 个 系数 都 为 零 ， 
Ha 和 Hy 中 前 面 (2n + 2) 和 (3n + 3) 个 系数 分 别 等 于 零 . a 


C.5 ”稳定 性 边界 上 的 性 态 
C.5.# 54.) 系统 


-y-a(z?+y*)z, 


(C5.1) 
ġ=z+y- ala? +y’)y 
在 a = 0 从 无 穷 远 分 支出 稳定 极限 环 . 在 这 个 值 , 系统 变 为 线性 系统 
asics (0.5.2) 
g=r+y 


它 有 在 原点 的 不 稳定 焦点 .我 们 可 以 用 Lyapunov 函数 V(z,y) = 27+ 她 验证 所 
有 的 轨道 都 发 散 到 无 穷 ( 即 无 穷 远 点 是 稳定 的 ), 因为 Lyapunov 函数 对 时 间 的 导数 
V (x,y) = 2(2? + y?) 为 正 , 因此 每 一 条 等 位 线 (2? +?) = C 都 是 无 切 的 , 且 当时 间 
增加 时 , 每 一 条 轨 线 必须 流向 每 一 条 曲线 C 的 外 面 . 
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当 a 关 0 时 ,我们 有 
GEV) L aa? ale +4). 

BAM a? +y? > m, Ù ey) < 0; MV < LAL V (ey) > 0. Blt a? +? = E 

BEREM (极限 环 )， 所 有 轨 线 (除了 在 原点 的 平衡 态 ) 当 + 一 +00 时 都 起 

TETE] (25) 解释 系统 


ż=y- (ar? +y? —1), 
ý= -ay — yar +y? — 1), 
在 图 C.5.1 中 的 稳定 极限 环 当 a 一 +0 时 是 如 何 演变 的 . o 


(C.5.3) 


w © 
图 C.5.1 在 (C.5.3) 中 的 极限 环 , 对 a > 0 (b) 以 及 在 a=0 (a). 


C.5.# 56.] 求 Khorozov-Takens 规范 形 


z= 
ý=- -zy 


的 Lyapunov 函数 . o 
C5.# 57.] 揭示 y 的 三 次 项 对 系统 


isy, 
ý=ay+z- r’ — by’ 
渐 近 稳定 的 作用 : 寻找 适当 的 Lyapunov BM. 其 中 a 和 b 为 某 控制 参数 . o 
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C.5.# 58. | WES r<1,0>0 和 > 0 Bf, Lorenz 方程 


B= -o(e-v), 
省 = rz 一 zz (C54) 
g=-brtzy 
解 的 大 范围 渐 近 稳定 性 
下 面 的 函数 


Volen z) = 3(2? + ov? +027) 
是 Lyapunov 函数 , 因为 它 对 时 间 的 导数 
Vo = —o(2? — (1 —r)zy + y? + b2?) 
是 负 定 二 次 型 . o 
C.5.# 59. | 证 明 Lorenz 系统 的 无 穷 远 点 是 不 稳定 的 . 
解 函数 


¥ 


2 
Vena =F +O +(e-r-0)? 


对 时 间 的 导数 是 

rio 
2 

条 件 = 0 确定 一 个 椭 球 面 , 在 它 的 外 面 导数 为 负 . 因此 , Lorene 系统 所 有 “外 面 的 ” 

正 半 轨 线 流向 曲面 


Vena) =z tuit (on -on — 7-0 ( - 


Jieto 


rio 
2 


b 2 2 
e-0(v+3-¥), 


Pep 
bony 
模拟 的 Chua 电路 的 无 穷 远 点 不 稳定 . 利用 Lyapunov 函数 
venns eae, 
并 对 大 z 和 分析 它 对 时 间 的 导数 
te 


ip = ype alto TR o 
w= twits ge - 24) +y- 


2 
ost ey +6(2—- ) = tro). o 


.| 证明 由 


(C.5.5) 
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C.5.# 61.] 考虑 下 面 的 Bogdanov-Takens 规范 形 的 扰动 


(C.5.6) 
ù = py — e?z + az? + azy + any? + Q(T, y), 
其 中 p 和。 是 小 量 , 8(z,y) 从 三 次 项 开始 . 我 们 可 以 看 到 对 上 面 的 系统 在 p= 0 和 
Ave £0, 原点 O(0, 0) 是 弱 焦 点 . 特征 根 是 tie. 为 了 确定 弱 焦 点 的 稳定 性 , 我 们 首 
先 尺度 化 变量 a e?z, y rr eay 和 时 间 尺 度 化 t+ e~t. 于 是 系统 取 形 式 


z=, 
(C.5.7) 
ý= -T + agor? + eanry + O(c”). 
下 面 的 正规 化 坐标 变换 
Trew = 2 — Ze +2?) + Sony, Voew = new 
将 系统 化 为 
tay 
< (e a in’) ‘Pecan (v 7 w) +e). 


这 里 省 略 号 表示 高 于 3 次 的 项 . 因此 我 们 消去 了 所 有 二 次 项 (直到 O (e?) - 项 ), 现在 
第 一 个 Lyapunov 量 可 立刻 计算 . 为 此 , 我 们 引入 复 坐 标 > = z + iy, 系统 变 成 

二 一 -z+ (和 oo + ih + oe) atheist, 
其 中 省 略 号 表示 可 忽略 的 三 次 项 和 更 高 次 项 , 第 一 个 Lyapunov 量 是 272° 的 系数 的 
实 部 , 即 等 于 

Ly = luman + O()). 

由 此 得 知 , 对 小 的 <, 当 aoan < 0 时 弱 焦点 稳定 , azoatt > 0 时 不 稳定 . 在 e 了 0 从 
弱 焦点 只 产生 一 个 极限 环 , 只 要 azar #0. o 
C5.# 62 让 我 们 给 出 三 维系 统 


E+PE+QE+RE= F668) 


在 弱 焦 点 的 第 一 个 Lyapunov 量 的 一 般 公式 , 其 中 f 是 非 线性 项 , 即 在 原点 的 Taylor 
展开 从 二 次 项 开始 , 且 系 数 P,Q, R 满足 关系 式 


PQ=R, Q>0. 
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y= (m vavo) = (5 和 站 ,我 们 可 将 上 面 的 方程 重 写 为 
0 


y=Ay+f(y): | oO], 


其 中 
0 1 0 
A= 0 0 $ 
-R -Q -P 


矩阵 A 的 特征 值 是 -P 和 tiw, 其 中 w? = Q. 对 应 的 特征 向 量 是 
1 1 1 


-P iw | 和 | -|， 
P -9 -9 
伴随 矩阵 的 特征 向 量 分 别 是 
Q Pu Pu 
0|，|o-=- 记 | 和 | w+iP 


1 -i i 


因此 , 我 们 可 以 引入 新 变量 ve R! 和 zec 如 下 : 


p -9 -9 
导数 宇和 按 下 面 规则 计算 
t= GAG tin), += gpz (Pain + (6 - ‘Phin ii), 


因此 我 们 得 到 的 系统 , 它 的 线性 部 分 已 经 是 对 角形 


Pu 十 anaz2 十 aazz 十 


(C.5.8) 


iwz+ By2? + Baez” — piz’? yur your" tiz +>, 
其 中 省 略 号 表示 对 计算 第 一 个 Lyapunov 量 可 忽略 的 非 线性 项 . 如 果 我 们 将 非 线性 
函数 展开 到 y 的 三 次 项 : 


Flv) = DD aum + Do diyeysy, + (C.5.9) 


i= 
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则 (C.5.8) 中 的 系数 a, 6,7,5 求 得 如 下 : 
(Q + PY)a = 2iPwB = BD ci(iw) t3, 
(Q + Pa)as = 2iPup = — S>((-1)* + (1) )ers (iw), 


y= $CP) ?oy + (Piu), 


b= -PF Dada) + (1 + (2). 


系统 (C.5.8) 有 中 心 流 形 


u=pepet Favs 
在 中 心 流 形 上 系统 呈现 形式 
i= iwz + fiz? + pozz” — Biz"? + O% -7 Pia +6) ter, 
正规 化 变换 
jPi io _ i 和 pi e2 


ow A E 
去 掉 所 有 二 次 项 , 故 在 中 DUDE ERIO 
i= iwz + (Ly +i)? + 


其 中 


nrimo (Bp lai aa?) + 


由 定义 , L 是 第 一 个 Lyapunov fit. 


(C.5.10) 


(C5.11) 


(C.5.12) 


口 


5.# 63.| 我 们 应 用 上 面 的 算法 确定 Lorenz 模型 中 结构 不 稳定 平衡 点 O12 的 


稳定 性 , 见 C2 节 . 为 了 确定 在 这 些 平衡 点 的 稳定 性 边界 上 , 对 应 的 Andronov-Hopf 
分 支 是 亚 临 界 还 是 超 临界 , 我 们 将 计算 第 一 个 Lyapunov 量 L, 的 解析 表达 式 


按照 (165,186), 首先 将 原 系统 
z= -co(z 一 切 ， 
ġý=rzr-y- rz, 
ż=-bz+ ry 


化 为 单个 三 阶 微分 方程 


+o+b+ E+ toirte iren to 


a?i- ons, (C.5.13) 
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然后 , 对 O12 分 别 引入 新 变量 上 = z — zo, 其 中 zo = 上 VB —1). 我 们 强调 , 在 非 线 
性 项 中 只 有 二 次 项 和 三 次 项 是 需要 的 , 因此 (zo +E) 表达 式 中 的 一 次 项 对 求 第 一 
个 Lyapunov 量 已 足够 了 . 考虑 到 所 需要 的 项 , 方程 (C.5.13) 可 重 写 为 


E+(o+b+ DE + PC +0) + 28]E + [bo(1 — r) + Sage 


= -aozo -nagi + HETE + hi-o- ei- Eee eee. 
(C.5.14) 
O 和 O 的 稳定 性 边界 是 
r=o(0+b+3)(¢-b-1)". 
由 上 面 计算 第 一 个 Lyapunov 量 的 算法 得 
Ly = bip®q(p? + q)(p? + 49)(o 一 5 一 1 B， (C.5.15) 


其 中 


B = (904 + (20 — 18b)o® + (20b? + 2b + 10)o? 
= (26 — 126? — 106+ 4)o — b* — 6b? — 126? — 10b ~ 3). 


在 稳定 性 边界 , 不 等 式 o > 5 + 1 满足 . 利用 变换 o = 0. +b+1, B 的 表达 式 变 成 
a。 和。 的 正 系数 多 项 式 . 因此 , 如 果 o. > 0 和 b> 0, 则 Ly > 0. 从 而 , 两 个 平衡 点 
O12 在 稳定 性 边界 上 都 不 稳定 (BE - 焦点 ). 按照 第 14 章 给 出 的 定义 , 这 个 边界 本 身 
是 危险 边界 . 因此 , 对 应 的 Andronov-Hopf 分 支 是 亚 临界 的 . 口 
C.5-# 64.| 计 算 Chua 电路 (C.5.5) 中 的 第 一 个 Lyapunov 量 . 对 cr = cs = A 验 
证 它 在 点 (4 = 1.728 86, b = 1.816 786) 为 零 , 以 Li = 0 表示 图 C.2.1 中 的 Andronov- 
Hopf 曲线 . 这 是 余 维 2 点 , B- 结 点 周期 轨道 曲线 从 此 点 出 发 . o 
C54 65.| RHF Shimizu-Marioka 系统 (C.2.25) 化 为 下 面 三 阶 微分 方程 


ë +(a+0)E+ abe -br +a- Sa? -E =0 (C.5.16) 


时 的 第 一 个 Lyapunov 量 的 表达 式 . 证 明 在 由 (a+b)a—2 = 0 给 出 的 Andronov-Hopf 
分 支 曲线 上 的 点 (a = 1.359, x 0.1123) 的 右边 (左边 ), 这 个 量 是 负 GE) 的 o 


C.6 ”不 动 点 分 支 和 周期 轨道 分 支 
C.6.# 66.] 考虑 logistic 映射 


= az(1—z) = f(z), 
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其 中 0<a<4 以 及 zeT= [0,1. 当 0< a< 1 时 原点 是 唯一 稳定 不 动 点 . 在 a 二 1 
它 是 半 稳定 的 , 因为 PO = 1 当 a 增加 时 它 变 成 不 稳定 , 从 原点 分 支出 另 一 个 不 
BL Or (a=* =) (因此 我 们 在 这 里 有 超 临 界 分 支 ) 4 1< a< a = 3 时 O, 
稳定 [ 见 图 C.6. 1. 在 a=3， fal f(r) = a= 2azi = -1 时 它 有 翻转 分 支 . 在 这 一 
点 第 一 个 Lyapunov 量 等 于 -3 (f (0:) + 34"(0:)?) = 3a = 一 2 由 于 它 是 负 的 ， 
在 a =3 这 点 渐 近 稳定 ， 因 此 5 当 a 超过 3 BL, AO, 分 站 周期 2 克 定 环 Ca, 如 图 
C.6.1(b) 所 示 . 
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图 C.6.1 logistic 映射 的 倍 周期 


周期 2 环 是 由 一 对 周期 2 点 
Ga _a+l 寺 va 一 2 
2g?) _ oF PS Vor dans 


组 成, 它 是 方程 = f?(z) 对 应 异 于 O M 0, 的 根 . 直接 计算 这 个 环 的 乘 子 是 (x4?) 
SP), 这 显示 当 3 < a < 1 + V6 时 环 稳定 . 此 外 , 这 个 乘 子 当 3 <a < 14 v5 At 
为 正 , 当 1 + V5 < a 时 为 负 , 但 绝对 值 仍 小 于 1. a > 1 + V6 时 , 这 个 环 变 成 排斥 
的 , 它 的 稳定 性 切换 到 周期 4 环 Cs, 如 图 C.6.1(c) 所 示 . 当 这 个 环 在 a = as ~ 3.54 
通过 翻转 分 支 时 产生 周期 8 环 , 等 等 | 见 图 C.6.2(6) 一 (外 

注意 , 对 这 个 logistic 映射 的 任何 周期 轨道 的 翻转 分 支 ， 它 的 第 一 个 Lyapunov 
量 总 是 负 的 . 事实 上 , Schwarz 导数 

magn)? 
sna) = 7-3 (£) 

在 映射 定义 的 区 间 [0,1] 上 处 处 为 负 , 容易 验证 如 果 对 某 映射 处 处 有 5(f) < 0, 则 处 
处 也 有 S(f of) <0, 即 这 个 映射 每 一 个 备 为 负 . 还 要 指出 SUINA 
Lyapunov 量 在 不 动 点 于 翻转 分 支 时 刻 ( 当 f(z) = -1) 相等. 
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这 个 倍 周期 分 支 序列 终止 在 近似 值 a ~ 3.569, 此 后 logistic 映射 具有 混沌 性 态 ， 
见 图 C.6.1 (g) 和 (i). 
Feigenbaum [170] 指出 , 分 支 值 an, n= 1,2,… 


5 = lim & 

me net 

按 等 比 数列 渐 近 地 增加 . o 

C.6.# 67.] 求 对 应 于 图 C.6.1(h) 中 所 示 的 情况 的 临界 值 a. 这 个 映射 这 时 能 否 
有 稳定 轨道? 要 回答 这 个 问题 , 首先 要 将 它 化 为 分 段 线性 映射 . 

分 别 计算 对 应 于 周期 16, 32 轨道 的 翻转 分 支 的 值 an. 求 这 些 环 的 最 大 z- 坐标 ， 

并 将 它们 画 在 图 C.6.2 E. o 
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图 C.6.2 logistic 映射 在 倍 周期 过 程 中 的 (x 一 a) 分 支 图 


C.6.4f 68.] 研究 映射 


Z = z + z(a(1 — z) — b(1 — 2)°) = f(z), 


其 中 a 和 "是 某 正 参数 . 求 它 的 不 动 点 , 并 探测 对 应 的 稳定 性 边界 . 确定 不 动 点 和 
周期 2 环 在 临界 情形 的 渐 近 稳 定性 . o 
G.6.# 69.] 研究 映射 三 一 ENN 1 at +z2, 其 中 0<v<1 
和 lmal <1. 分 别 考虑 子 情形 0<v < 了 at <v 在 v=53 L 会 发 生 什 么 ? 分 析 两 个 
映射 = (ui + Alz[ +a) sign(z) 和 三 = a 2 sal la|”) sign(z), |2] <1 中 的 
对 称 周期 点 分 支 . 这 种 映射 出 现在 余 维 2 同 宿 分 支 的 研究 中 ( 见 13 章 )- o 
C.6# 70.) 考虑 Hénon 映射 
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这 个 映射 是 阐明 混沌 性 态 的 典范 例子 ， 对 某 些 参数 值 , Hénon 映射 模拟 创造 Smale 
马蹄 的 机 制 , 如 图 C.6.3 所 示 . 映射 和 它 的 逆 


对 5b 关 0 有 定义 . 


图 C.6.3 对 a=2 和 b=0.4, Hénon RAV RE MMM HO SR. 


Hénon 映射 的 Jacobi 是 常数 且 等 于 b. 因此 , 当 b > 0 时 Hénon 映射 在 平面 中 
保持 定向 , 但 是 b < 0 时 反 向 . 也 注意 , 如 果 | 外 < 1, 映射 压缩 面积 , 故 它 的 任何 不 动 
点 或 者 周期 点 的 乘 子 之 积 的 绝对 值 小 于 1. 从 而 在 这 种 情形 , 映射 不 可 能 有 完全 不 稳 
定 的 周期 轨道 (只 有 稳定 点 和 鞍点 ) 反之 , 如 果 I > 1, 则 没有 稳定 轨道 可 存在 . 当 
Jbl = 工时 , 映射 变 成 保守 的 . 在 5 = 0, Hénon 映射 退化 为 上 面 的 logistic BUN, 因此 ， 
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当 o 充分 小 时 应 该 期 望 不 动 点 有 某 些 类 似 的 分 支 . 

接 下 来 , 我 们 求 Hénon 映射 的 不 动 点 并 分 析 当 参 数 a 和 5 变化 时 它们 是 如 何 分 
支 的 . 分 支 图 如 图 C.6.4 所 示 . 它 包含 三 条 分 支 寺 线 : SN : a= -0 +0), PD :a = 
$C +0)? 以 及 AH: b= 1,-1 < a <3. 对 (a,b) € SN, 映射 有 乘 子 为 +1 的 不 动 点 ; 
当 人 < 1 时 , 这 点 是 有 吸引 扇形 的 鞍 - 结 点 , 当 |b| > 1 时 , 这 是 一 个 有 排斥 区 域 的 
Bk- 结 点 对 (a,b) € PD, 映射 有 乘 子 为 -1 的 不 动 点 ; 当 I < 1 时 , 另 一 个 乘 子 的 
绝对 值 小 于 1, 且 第 一 个 Lyapunov 量 为 负 , 因此 分 支点 稳定 . 对 > 1, 另 一 个 乘 子 
的 绝对 值 大 于 1, 且 第 一 个 Lyapunov 量 为 正 , 故 分 支点 是 完全 不 稳定 (验证 分 支 曲 
线 方程 和 计算 第 一 个 Lyapunov ft). 


图 C.6.4 Hénon HRAN. 


在 区 域 D 存在 两 个 不 动 点 , 一 个 是 鞍点 , 另 一 个 当 (a,b) € DY 时 稳定 , (a,b) € 
DY 时 排斥 . 从 Dy 到 Da 的 转移 时 伴随 有 不 动 点 的 倍 周期 分 支 , 对 应 地 , 在 Df 一 DS 
的 路 径 上 稳定 , 在 DY 一 DY 的 路 径 上 排斥 . 这 时 这 个 点 变 成 鞍点 (—), 在 它 的 邻 域 
内 当 (a,b) € D3 时 从 它 分 支出 稳定 周期 2 环 , 在 区 域 Dy 内 这 个 周期 2 环 是 排斥 的 . 

当 b= 1 Rt, Hénon 映射 变 成 保守 的 , 因为 它 的 Jacobi 等 于 +1. 在 b=1 和 
a = -1, 它 有 具 两 个 乘 子 +1 的 不 稳定 抛物 线 不 动 点 ; 在 b= 1 和 a= 3, 它 是 具 两 个 
RT -1 的 稳定 抛物 线 不 动 点 . 在 这 些 点 之 间 ,对 -1 < a < 3 ( 即 (a,b) € T), 映射 有 
SURE et MIKSA, IP cosy = 1- VaTT 对 vg [5 E arccos (-3) bs 3k 
是 一 般 椭 圆 点 [167]. 由 于 Hénon 映射 当 b= 1 时 是 保守 的 , Lyapunov 量 都 为 零 . 当 
我 们 穿 过 曲线 A BY, Jacobi 变 成 异 于 1, 因此 映射 对 面积 或 者 是 收缩 或 者 是 扩张 ， 
显然 这 阻止 了 不 变 闭 曲线 的 存在 性 . 因此 穿 过 曲线 AH 时 不 产生 不 变 曲 线 . o 
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C.6.# 71.| 我 们 考虑 下 面 的 映射 


z 


ytay?, 


(C.6.1) 
G=a-br—y? + Bay, 

其 中 a 和 8 是 小 数 . 因此 这 个 映射 可 以 作为 Hénon 映射 的 微 扰 来 处 理 . 我 们 可 能 
担心 分 支 会 出 现在 (z,y) - 平面 内 当 a 和 6 趋 于 零 时 保持 有 限 大 小 的 某 个 有 界 子 区 
域内 . 这 个 问题 在 中 性 鞍点 不 动 点 (RF jv| < 1 < | 满足 lvy| = 1) 的 稳定 和 不 稳 
定 流 形 间 的 二 次 同 宿 切 触 分 支 的 研究 中 是 典型 的 [175]. 

我 们 对 小 的 a 和 8 推导 (C.6.1) HISFKMERSN, PD 和 AH 方程, 这 些 曲线 分 
别 对 应 于 产生 鞍 - 结 点 、 倍 周期 和 环 面 . 

考虑 (C.6.1) 的 特征 方程 


-A 1+2ay 
det =0. 
-b+By -2y+pr-A 


由 于 在 不 动 点 有 z= y + ay’, 这 个 方程 化 为 


A? + A(2y — By — ay?) + b+ y(2ba — 8) — 2afy? = 0. (C.6.2) 
(C.6.1) 不 动 点 的 y 坐标 满足 方程 
a—y(1+b)—y(1 + ba — 8) + apy’ =0. (C.6.3) 


我 们 推导 鞍 - 结 点 不 动 点 的 曲线 SN 的 方程 . 由 于 这 个 平衡 点 的 特征 值 之 一 等 
于 1 将 和 =1 代 入 (C.6.2) 得 


1+b+ 2y(1 + ba — 8) — 3apy? =0. (0.6.4) 


这 个 方程 在 任何 固定 的 有 界 区 域内 只 有 一 个 解 , 只 要 a 和 6 充分 小 : 
1+b 
~ 20 + ba — p) 


将 这 个 代入 (0.6.3) 给 出 SN 的 下 面 方程 


ya +0(a8). 
= OA bat) + Ola? +e). (C.6.5) 
类 似 地 , 对 应 于 倍 周期 分 支 , 曲线 PD 的 方程 是 
im Sa +o (15-5 +O(oz + 6). (C66) 


注意 曲线 SN 和 PD 接近 于 原来 Hénon 映射 的 曲线 SN 和 PD. 
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我 们 接 下 来 推导 对 应 于 产生 不 变 曲线 (对 映射 的 Andronov-Hopf 分 支 ) 的 曲线 
AH 的 方程 . 由 于 这 种 点 的 特征 值 是 A2 = e, 由 此 得 知 映射 在 不 动 点 的 Jacobi 
等 于 1, 以 及 Jacobi 矩阵 的 迹 等 于 2cosp. 这 得 出 求解 y 和 b 的 下 面 方程 组 : 


2y — By — aby? = -2 cosp, 


(C6.7) 
b+ y(2ba ~ 8) — 2afy? = 1. 
从 第 一 个 方程 我 们 得 到 
入 +O(ap)， (C.6.8) 
=g 
从 第 二 个 方程 得 
b= 1 (8 —2a) cosy + O(a? + 6). (C69) 
最 后 , 由 (C.6.3) 我 们 得 到 
a = cos? (1 + 8 — a) — 2cosyp (1+) +o +e). (C.6.10) 


由 (C.6.9)—(C.6.10) 给 出 曲线 AH. 由 于 映射 (C.6.1) 的 Jacobi 不 再 是 常数 , 我 
们 应 该 期 望 在 不 动 点 产生 不 变 曲线 的 分 支 是 非 退 化 的 . 为 确认 这 点 , 我 们 计算 第 一 
个 Lyapunov fit L1. 

it (a,b) € AH. Sl b= -1+0(a,8) H -14+0(a,8) <a<3+O(a 有 ), ARF 
etie 的 分 支 不 动 点 有 坐标 


z= -sp (1+ $) +acos? p+ O(a? +8), 
: (C6.11) 
y=- cose (143) +0(02 +). 


将 原点 移 到 不 动 点 . 于 是 映射 (C.6.1) 取 形式 
E=y(l+p)+ay?+---, 
=~ yy twop- y? + Bay + ” 
其 中 p= 2acosy + O(a? + 62), 省 略 号 表示 O(a? + 6?) 阶 非 线性 项 .将 z 一 变量 尺 
度 化 为 (1 + p), 映射 化 为 形式 
F=ytay+--, 


(C.6.12) 
J=-—z +2ycosp - p? + pry +- 


RRC 例子、 问题 和 练习 663 + 


现在 作 线性 变换 z = € 和 y = (cosp) — (siny)n, 于 是 映射 的 线性 部 分 变 成 通 
过 角度 ”的 旋转 : 


€ = Ecosy — nsiny + a(€ cosy — nsing)? + 
= Esing + noose+ zi (Ecosp— nsing)?( + acosg) (C.6.13) 
B P 
-gap Cp- ntie): 
记 z = § + in, 我 们 得 到 
z= ze + e292? + 01122" + c02(2")? 十， (C.6.14) 


其 中 z 是 2 MMSE, 系数 cb 为 


i 2 
cm = Caeme -e+ 有 + [M+ ea- p), 


aii 1 
ou = 和 + lar Fete a. TN 
on Seosp + a(3 cos? p = sin? y) — 6] 
cos yp 
ape 3sin? DE TA : 
按照 3.13 节 , 二 次 项 由 下 面 的 规范 化 变换 消去 (% p+ pan 
sno = 2 — Tage? — gee (+ (C.6.16) 


这 个 变换 并 不 改变 线性 部 分 , 但 消去 所 有 的 二 次 项 . 因此 我 们 仅 需要 合并 三 次 项 z2 
前 的 系数 . 这 给 出 


Znew = e znow + E22ow2 dew(L + iN) + Os(z), (C.6.17) 
其 中 03(z) 表示 剩余 的 三 次 项 和 更 高 次 项 , 以 及 
L+HiQ= omenen AT Jens le ag (0618) 


取 右 端的 实 部 我 们 得 到 第 一 个 Lyapunov 量 L 的 下 面 的 公式 [184| 
cosy ~ 3cos2p + 2c0sy 
2(1 — cosy) 
singg ~ 3sin2p + 2sing 
2(1 — cosy) 


= Re(czc11): 
(C.6.19) 


1 
+Im(c20¢11) — leo}? — gla. 
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将 (C.6.15) 代入 上 面 的 公式 , 最 后 我 们 得 到 下 面 的 表达 式 


h= mag- 2a) + O(a? + 8°). (C.6.20) 
观察 在 a= p = 0 时 Lı 为 零 , 如 同 在 Hénon 映射 中 它 恒 等 于 零 . 

因此 , 当 a 和 6 非常 小 时 , 第 一 个 Lyapunov 量 的 符号 与 差 ( 8- 2a) 的 符号 相同 . 
如 果 它 是 负 的 , 当 向 6 增 大 的 方向 穿 过 曲线 AH 时 由 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 产 
生 稳 定 不 变 曲 线 . a 


G6.6.# 72.] 应 用 计算 机 , 追踪 当 b 增加 时 (选择 a = 有 = 0.001) 不 变 曲 线 的 发 


展 

首先 我 们 讨论 情形 L < 0. 在 AH 的 左边 区 域 点 O 是 稳定 的 , 见 图 C.6.5. 在 
Andronov-Hopf 分 支 曲线 AH 的 右边 , 点 O 变 成 不 稳定 , 一 条 稳定 不 变 曲线 在 这 点 
分 支出 . 稳定 曲线 按 下 面 方式 发 展 : 当 参数 进一步 增加 时 , 它 与 鞍点 不 动 点 01 的 同 
宿 回路 “ 恭 合 ", “黏合 " 这 个 术语 是 指 稳定 不 变 曲线 变 成 由 于 鞍点 不 动 点 O: 的 稳定 
和 不 稳定 流 形 的 相交 而 存在 的 复杂 同 宿 结构 的 非 游荡 集合 的 一 部 分 ， 当 参数 进一步 
变化 时 , 这 个 非 游 萝 集 由 于 同 宿 切 触 而 消失 . 

这 种 稳定 性 消失 的 现象 通常 在 文献 中 称 为 “ 软 性 " 消失 ( 见 第 14 HE). fE Li > 0 
的 情形 , 稳定 性 的 消失 以 危险 方式 呈现 : 点 O 原先 是 稳定 的 , 同时 不 稳定 不 变 曲线 
从 Oh 的 同 宿 缠 结 “ 物 化 ", 且 到 达 曲 线 AH 时 收缩 到 原点 . 在 原点 的 不 动 点 在 穿 过 
AH 时 变 成 不 稳定 , 所 有 附近 的 轨 线 从 它 的 邻 域内 离开 . o 


An 


D 
NA 
从 


图 C.6.5 扰动 Hénon 映 射 的 分 支 图 . 
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C.6.#73.| 研 究 下 面 的 映射 


=Yy, 
T= p+ Hay + dy? — be, 
HiH, pa, LRSM, d= +1. 这 样 的 映射 出 现在 Lorenz 吸引 子 的 研究 中 , 以 及 


在 模拟 具有 三 次 非 线性 的 周期 强迫 方程 的 性 态 中 , 如 Duffing 系统 [176,184]. 
这 个 映射 的 Jacobi 等 于 b, 因此 , 4b 40 时 它 是 微分 同 胚 . 逆 映 射 是 


v= 
econ a 


从 上 面 的 公式 容易 看 到 情形 bi > 1 和 情形 |b] < 1 是 对 称 的 ， 当 b = 0 时 , 原 映 
射 有 不 变 曲 线 y = dz? + mz + p, 平面 内 的 任何 点 经 一 次 迭代 变 到 这 不 变 曲 线 ， 
在 这 意义 下 原 映射 变 成 是 “一 维 " 的， 应 该 指出 这 个 映射 关于 变换 (z, y, u, u2) 一 
(=e, y, -m a) 是 不 变 的 , 因此 在 (pa) - 参数 平面 内 分 支 曲线 关于 ja 轴 对 称 . 
CGH 74.] 解析 地 求 这 些 映射 的 不 动 点 和 周期 2 - 环 的 基本 分 支 曲线 的 方程 


部 分 解 、 对 应 于 具 乘 子 +1 的 不 动 点 的 曲线 SN 由 
a iat 1/2 
m-at (238M) 
给 出 , URF — 的 由 
PPRT 
maag (RE) Q+- m) 


给 出 . RT +1 的 周期 2 - 环 的 分 支 曲线 是 
wag igl-m 204199", Æd=+, 


pn = +a (ua + 2-197, wa > 20041), te d= —1 à 


3 
对 应 于 信和 周期 4 的 分 支 曲线 是 

HB = gab +1) + mEq? — 606+ 1) £0), 
其 中 4 = (Bia + 2+ 2? — 8 F 1). 口 
COH 75.] 在 完全 Jordan 块 情形 下 (C.2 节 继 续 ), 下 面 的 系统 是 具有 三 重 零 特 
征 指数 的 平衡 态 分 支 的 渐 近 规范 形 [162, 163] 


ż=ar- z? -by-z, 
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其 中 a 和 6 是 控制 参数 ， 这 个 系统 分 支 图 的 片段 如 图 C.6.6 所 示 . 对 a,b > 0, 系 
统 有 两 个 平衡 态 O(0,0,0) 和 Oi(a,0,0). 原点 对 应 于 Bogdanov-Takens RHE 2 分 支 
( 见 13.445). 


图 C.6.6 ”部 分 分 支 图 AH 表示 非 平凡 平衡 态 O; 的 Andronov-Hopf 分 支 , PD 表示 从 O, 产 
生 的 稳定 周期 轨道 的 翻转 分 支 


当 /增加 时 在 路 径 b = 2 上 描述 这 个 系统 的 基本 分 支 , 在 曲线 AH 的 左边 平 
衡 态 O 稳定 . 它 在 曲线 AH 上 产生 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 . 通过 在 曲线 PD 
上 出 现 的 倍 周期 分 支 , 稳定 周期 轨道 变 成 鞍点 ， 图 C.6.7 显示 鞍点 周期 轨道 的 不 稳 
定 流 形 同 胚 于 Mobius 带 . 当 a 进一步 增加 时 , 鞍点 周期 轨道 变 成 鞍点 O(0,0,0) 在 
a ~ 5.545 的 同 宿 回路 . 当 它 接近 于 回路 时 我 们 关于 周期 轨道 的 乘 子 能 说 些 什么 ? 在 
这 图 中 显示 的 鞍点 周期 轨道 能 不 能 在 翻转 分 支 以 后 从 二 重 稳定 轨道 “ 拆 开 "得 到 ? 
换 句 话说 , R3, R* 中 那样 成 对 轨道 以 什么 方式 连接 ? 


图 C.6.7 在 a = 3.2 显示 的 蒂 点 周期 轨道 ( 黑 辑 醒 ) 的 稳定 流 形 的 片段 ， 此 图 由 H.Osinga 和 
B.Krauskofpf [181] 提供 o 
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C.6.# 76.| 在 (a,b) - 参数 平面 上 , 利用 计算 机 探测 对 应 于 Shimizu-Morioka 模 
型 [191] 


é 


y 
z= 一 bz 十 2， 
HE a = 0.4 和 ~ 0.45 的 对 称 周期 轨道 的 又 分 支 的 分 支 曲线 . 对 称 极限 环 能 否 通过 
这 个 系统 的 倍 周期 分 支 产 生 ? 在 Lorenz 系统 中 呢 ? Chua 电路 中 又 如 何 ? 它们 有 什 
么 区 别 ? 
[CORT] 考虑 具有 环 面 分 支 的 系统 例子 ， 我 们 这 里 的 例子 来 自 气象 学 模型 
[128, 183] 


一 zz 一 ay (C.6.21) 


g=-y-2?-ar+aF, 

en (C.6.22) 

z= bry+ zz— 2. 
由 线性 稳定 性 分 析 ( 见 C.2 节 ) 得 知 , (a,b) - 参数 平面 内 有 对 应 于 具有 特征 指数 
(O, tiw) 的 平衡 态 的 余 维 2 点 . 因此 , 中 心 流 形 的 维 数 此 时 必须 至 少 等 于 3. 为 了 完 
成 这 个 分 支 的 讨论 , 建议 读者 参考 [51,64]. 下 面 我 们 给 出 它 的 概要 . 

观察 在 这 样 的 余 维 2 点 , Andronov-Hopf 分 支 和 鞍 - 结 点 分 支 同时 出 现 . 设 i 

和 ja 是 在 每 个 通 有 族 

ô= r(m +r?) 

= wlm) +U) H 

iam- +, 
中 分 别 控制 这 些 分 支 的 相 局 参数 , 其 中 w(0) £0, (0) # 0, Lı 表示 Lyapunov 量 . 考 
虑 到 交互 作用 , 所 得 规范 形 可 写 为 


t= r(ñ + Lar? +az 十 22) 十 O(l(r， 了 1)， 
2 = fia +2? + br? + O(\(r,2)I*), 
p= w+ cz + Oll(r,2)?), 


其 中 a,b 可 取 t1. 注意 如 果 我 们 去 掉 O(I(r, z)|*) 项 , 系统 变 成 关于 围绕 z 轴 旋 转 
不 变 , 因此 它 的 轨 线 位 于 由 与 第 三 个 方程 解 克 的 前 面 两 个 方程 组 成 的 平面 系统 的 轨 
线 确定 的 积分 曲面 上 . 在 这 个 平面 系统 中 r= 0 的 平衡 态 对 应 于 三 维 规范 形 的 平衡 
AS, r £0 的 平衡 态 对 应 于 周期 轨道 , 以 及 结构 稳定 的 极限 环 对 应 于 不 变 环 面 ,按照 
a Alb 的 符号 , 可 以 存在 四 种 本 质 不 同 的 情形 . 我 们 将 仅 集中 研究 情形 a = -1 和 
b= 1, 这 时 发 生 环 面 分 支 , 其 它 情形 下 的 线性 稳定 性 分 析 留 下 作为 练习 . 对 应 的 分 支 
图 如 图 C.6.8 所 示 . 接 下 来 我 们 描述 有 关 原 来 三 维系 统 (C.6.22) 对 应 的 分 支 . 
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图 C.6.8 H a= -iM b= 1 人 时 的 平面 系统 的 开 折 . 


点 O 在 AH 的 右边 区 域 是 排斥 的 ， 在 AH 的 左边 区 域 它 变 成 鞍 - 焦点 
(2,0)， 且 从 这 点 生成 排斥 的 周期 轨道 ， 这 个 周期 轨道 是 0， 的 稳定 流 形 的 边 (图 
C.6.9(a))， 当 穿 过 TB 时 这 个 周期 轨道 变 成 稳定 , 从 它 分 支出 排斥 的 二 维 不 变 环 面 
( 见 图 C.6.9(b)). 在 图 C.6.8 中 的 曲线 H E, 这 个 环 面 变 成 两 个 鞍 - 焦点 之 间 的 异 
宿 连接 (图 C.6.9(c)). 

上 面 描述 的 分 支 服从 关于 围绕 z 轴 旋 转 的 不 变性 条 件 . 于 是 直线 + = 0 是 积分 
曲线 , 且 在 Or 和 O 都 是 鞍点 的 情形 , 这 是 它们 公共 的 一 维 分 界线 . 此 外 , 在 这 样 的 
对 称 系统 中 , 这 些 鞍 点 的 二 维稳 定 和 不 稳定 不 变 流 形 或 者 可 结合 在 一 起 或 者 没有 公 
共 点 . 在 一 般 没 有 旋转 不 变性 的 系统 中 , 鞍点 的 一 维 分 界线 可 以 在 特殊 ( 余 维 2) 参 
数值 重合 , 但 是 鞍点 的 二 维 流 形 对 于 开 的 参数 集 可 沿 着 蘑 些 轨 线 彼此 横 稚 相交 . 考 
虚 到 破坏 旋转 对 称 性 的 项 可 有 效 地 改变 异 宿 连接 的 结构 , 即 它 可 分 型. 如 果 发 生 这 
种 情形 , 一 维 分 界线 很 可 能 变 成 双向 渐 近 于 任何 一 个 鞍 - 焦点 , 如 图 C.6.9(d) 所 示 . 
此 外 , 如 果 任 一 个 鞍 - 焦点 的 鞍点 量 是 正 的 , 则 当 邻 域 被 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 充 
满 时 , 分 界线 回路 将 引起 同 宿 爆炸 ( 见 13 BE). o 
TOH T8.) RELER EH Medvedev 构造 (95), 如 图 C.6.11 所 示 . 假设 在 
某 个 = 0 环 面 上 存在 一 对 鞍 - 结 点 环 Cl 和 Ca. 在 环 面 上 引入 运动 方向 , 可 指定 
一 个 环 按 顺 时 针 方向 旋转 , 另 一 个 按 相反 方向 旋转 .讨论 蓝天 突变 中 流向 可 能 的 方 
式 . 通过 这 个 分 支 有 多 少 环 以 及 可 以 什么 稳定 性 出 现 ? 设 m(y) 和 nalu), u > 0 是 
环 面 上 的 闭 轨 线 接近 Ch» 的 幻影 时 的 回转 次 数 . limy-+0 maz(p) 是 什么 ? 

C6. 79.) 挑战 : 按照 在 12.4 节 讨论 的 两 个 时 间 尺 度 的 系统 中 蓝天 突变 发 展 的 
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图 C.6.9 系统 (C.6.22) 的 相 图 : (a) (F = 1.77,G = 18); (b) (F = 18,G = 1.65); (c) 


= 1.5); (d) (F = 1.416, G = 2.195). 


k Os 1 1s 2 25 
图 C.6.10 系统 (C.6.22) 的 部 分 分 支 图 
基本 思想 , 求 神经 活动 Hindmarsh-Rose 模型 的 修改 


t=y- z- +3? +5, 
ġ=-y-2-57, 


F A 
2 =e(2(e+21)-2)- ir 


(C.6.23) 
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图 C6.11 re 


的 蓝天 突变 , 其 中 A 和 e 是 两 个 控制 参数 . 图 C.6.12 表示 慢 系统 的 分 支 图 . 证 明 所 
得 周期 轨道 的 稳定 性 . 你 能 否 解释 平衡 态 O 是 如 何 延 迟 失去 稳定 性 的 : 对 照 与 在 
零 和 小 非 零 = 对 应 的 图 . 关于 这 个 现象 的 更 详细 的 考虑 , 建议 好 奇 的 读者 查看 结果 
(21). o 


和 
图 C.6.12 在 上 = 0 画 出 平衡 态 在 (z,z) - 平面 内 的 z 坐标 . 符号 zmo，zmax 和 (z) 分 别 表示 
从 在 AH 的 稳定 焦点 分 支出 的 在 点 H: z 2.086 终止 于 鞍点 O ( 见 下 一 个 图 ) 的 分 界线 回路 的 
稳定 极限 环 的 z 坐标 的 最 大 值 , 最 小 值 和 平均 值 、 


C6.# 80. | 研究 周期 强迫 的 van der Pol 方程 


z= 
y= —2—a(z? — 1)y + Bcoswt, (C.6.24) 
t=w 


中 当 8 从 零 增 加 时 不 变 环 面 的 出 现 和 破 必 的 机 制 . 从 未 被 扰动 方程 原点 的 Andronov- 
Hopt 分 支 开 始 . 在 a = 2 关于 极限 环 会 出 现 什么 情况 ” 环 面 演变 的 现象 情景 如 图 
C.6.14 所 示 . 什么 分 支 在 它 破裂 之 前 , 以 及 什么 时 候 它 失去 光滑 性 ? 应 该 注意 在 稳 
定 共振 环 附近 鞍点 分 界线 的 性 态 - o 
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- 
203 3 


图 C.6.13 在 z 之 2.086 和 =0 处 鞍点 O 的 分 界线 回路 . 


图 C.6.14 ŽEBRA: (e) 理想 的 分 支 难题, 以 及 (b) 对 a = 04,w = 0.893 和 在 A = 
0.0,0.37, 0.37409, 0.375, 0.376, 0.3761 时 的 数值 结果 . 两 个 图 像 都 是 由 B.Krauskopf 和 H.Osinga 
[180] 提供 的 . 


C.7 ARRE 


同 宿 分 支 当然 不 是 局 部 问题. 对 特殊 ODE 集 的 同 宿 分 支 的 探测 本 身 就 是 一 门 
艺术 . 此 外 , 它 通常 要 求 执行 相当 复杂 的 数值 计算 . 但 是 , 如 我 们 在 Bogdanov-Takens 
规范 形 的 研究 中 看 到 的 , 在 某 些 特殊 情形 我 们 可 解析 证 明 同 宿 回路 的 存在 性 . 这 里 
涉及 的 系统 接近 于 可 积 系统 . 另外 的 例子 , 系统 的 右 端 分 发 线性 , 以 及 由 两 个 时 间 尺 
度 的 具 快慢 变量 的 系统 . 尽管 如 此 , 这 些 例子 是 例外 情形 . 因为 对 一 般 涉及 考虑 的 非 
线性 耗 散 系统 , 情况 非常 不 平凡 , 特别 , 如 果 问 题 中 的 鞍点 有 维 数 等 于 或 者 超过 2 的 
不 稳定 和 稳定 流 形 时 (迄今 为 止 , 知道 的 常用 的 数值 方法 可 很 好 用 于 具 一 维稳 定 和 不 
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稳定 分 界线 的 鞍点 ). 通常 在 出 现 同 宿 回路 之 前 不 存在 太 多 分 支 现象 的 问题 实际 上 比 
较 简单 . 我 们 将 在 下 面 阐述 它们 中 的 一 些 . 但 是 , 所 列 的 分 支 毋庸 置疑 是 不 完全 的 ， 
我 们 希望 幸运 的 读者 将 在 进一步 的 研究 中 擅 上 新 奇 的 分 支 . 

同 宿 分 支 是 一 个 复合 结构 . 它 的 第 一 阶段 是 基于 局 部 稳定 性 分 析 以 确定 平衡 态 
是 鞍点 还 是 鞍 - 焦点 , 以 及 它 的 第 一 个 和 第 二 个 鞍点 量 是 什么 等 等 紧 接着 第 二 阶 
Et, 要 处 理 当 系统 的 参数 变化 时 分 界线 的 w - 极限 集 的 演变 . 一 个 特殊 的 考虑 是 也 
应 该 给 出 从 同 宿 回路 分 支出 的 鞍点 周期 轨道 的 不 变 流 形 的 维 数 . 它 直 接 与 鞍点 附近 
的 局 部 扩张 和 压缩 的 比 相关 , 即 它 依赖 于 鞍点 量 的 符号 . 
C7.# 81.) 按照 对 一 般 的 Bogdanov-Takens 规范 形 的 研究 的 相同 步骤 , 分 析 具 
反射 对 称 的 Khorozov-Takens 规范 形 


z=, 
y= mrt myta’ -zy 


中 原点 jn = ne = 0 附近 的 分 支 集 的 结构 . 尺度 化 
aia vai Mise mee tes 


给 出 


v, 


ut tu — euv, 


其 中 Y= sigap = £1. 于 是 , TE e = 0, 系统 变 成 Hamilton 系统 


它 有 首次 积分 


最 令 人 感 兴趣 的 情形 是 当 7 的 符号 与 H 中 的 四 次 项 的 系数 相反 时 , 所 以 我 们 进 一 
步 假设 
FIOT 
这 个 可 积 系统 有 三 个 平衡 态 O(0, 0) 和 Okz(+1, 0). 当 7 = 1 时 原点 是 中 心 , O12 是 
鞍点 [ 见 图 C.7.1(a)]- 

鞍点 有 在 等 高 线 H = i 的 闭 对 称 异 宿 连接 . 连接 鞍点 的 轨 线 的 方程 可 明显 地 


求 得 , 其 上 面部 分 由 
La vie 
1 
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A) 


EN 


w © 
图 C.7.1 Hamilton 系统 的 积分 曲线 : 情形 = 1 (a) 和 7 = —1 (b). 


给 出 (验证). 

在 情形 + = -1, 原点 变 成 鞍点 , 而 O12 是 中 心 [ 见 图 C.7.1(b)]. 可 识别 的 8 字 
形 图 位 于 相应 的 Hamilton 系统 的 零 等 高 线 . 它 的 右边 加 形 突出 部 分 的 方程 由 
2V5et 2V5et(1 一 e20) 
Tree “OG 
给 出 . 在 曲线 ja = vja + OU3) 上 异 宿 连接 或 者 8 字形 同 宿 连接 对 扰动 系统 保持 ， 
其 中 ”由 条 件 


u(t) = 


i= ETTOR OLN =o 


求 得 . 后 者 可 重 写 为 本 
Í u?(t)v(t)dt 


Í i v(t)dt 


1 4 
vas 和 T 

对 情形 y = -1, 在 曲线 8 上 计算 鞍点 量 . 求证 稳定 的 对 称 极限 环 不 可 能 在 此 曲线 上 

终止 于 8 字形 同 宿 . 完全 的 分 支 图 见 图 C.7.2. 

C7.# 82.| 应 用 Shilnikov 定理 解释 Rissler 系统 [172, 188] 


v= 


对 每 个 情形 这 分 别 给 出 


£=032-cz+22 


ERK - 焦点 O 同 宿 回路 附近 应 该 期 望 出 现 什么 类 型 的 性 态 , 如 图 C.7.3 所 示 . 确定 
对 应 的 特征 指数 , 并 计算 鞍点 量 


674 


fo) an, 


A 
=a 


Fi 


四 
图 C.7.2 Khorozov-Takens 规范 形 的 分 支 图 


直接 计算 显示 对 给 定 的 参数 , 鞍 - 焦点 O 有 指数 Xia ~ 0.1597 + 10.9815 和 As 之 
_4.7594. 由 于 复 指数 As 2 最 接近 于 虚 轴 , 同 宿 回路 导致 产生 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 . 
此 外 , 由 于 第 二 个 鞍点 量 nx = Xs +2Re 和 1.2 Wh (这 里 它 等 于 向 量 场 在 O 的 散 度 )， 
由 此 得 知 , 同 宿 回路 附近 也 可 存在 稳定 周期 轨道 和 鞍点 . 这 些 稳定 轨道 有 长 周期 和 
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a) 
图 C.7.3 Rösler 模型 中 , 在 (a = 0.380, c = 4.820) 和 (a = 0.4853, c = 4.50), B - 焦点 O 和 
Oy 的 分 别 的 同 宿 回路 . 在 不 稳定 流 形 上 的 初始 条 件 选择 为 分 别 与 平面 y = 0 上 的 O 相距 大 约 
0.47 LARGO, 大 约 0.14 的 距离 的 点 . 


BRAS, 因此 它们 在 数值 实验 中 实际 上 是 看 不 见 的 

在 第 二 种 情形 , 平衡 态 02 有 特征 指数 (一 0.0428 + 3.1994,0.4253). 与 第 一 种 情 
形 相反 , 在 回路 的 小 邻 城内 不 存在 重 定 的 周期 轨道 , 因为 向 量 场 在 Os 的 散 度 为 正品 
C.7.# 83.] 考虑 下 面具 三 次 非 线性 的 Za - 对 称 Chua 电路 [179]: 


=-a(v- 和 + 号)， 


yar-ytz, 
z= —by, 


JOP a > 0 Mb > 0 是 控制 参数 . 当 a= b= 0 Rf, (C.7.1) 的 分 支 开 折 与 Khorozov- 
Takens 规范 形 的 相同 . 特别 地 , 它 包含 8 字形 同 宿 分 支 . 因此 对 应 的 记 为 H8 的 分 
支 曲线 从 图 C.7.4 的 (a,b) - 参数 平面 的 原点 出 发 . 在 这 里 特别 要 考虑 在 这 曲线 上 的 
四 个 余 维 - 2 点 , 在 这 些 点 上 以 下 共振 条 件 成 立 (C.2 节 的 后 面 ): 

(1) NS (a = 1.13515, ~ 1.07379) 对 应 于 零 鞍点 量 o 的 鞍点 (在 原点 ). 在 这 点 
的 下 方 ,a 是 正 的 . 

(2) 点 5 一 SF (a ~ 1.20245, b~ 1.14678) 对 应 于 从 鞍点 到 或 - 焦点 (2, 1) 的 过 
R. 重要 的 是 在 这 点 o < 0. 

(3) 缩写 NSF 表示 中 性 鞍 - 焦点 , 在 这 点 的 鞍点 量 o WE. 

(4) 引入 第 二 个 鞍点 量 ma, CEER - 焦点 的 三 个 主 特征 指数 的 和 . 在 三 维 情 
形 , 它 是 向 量 场 在 原点 的 散 度 . 这 里 由 方程 a。= 6 给 出 的 曲线 o = 0 FE (a = 6, = 
7.19137) 与 H8 相交 . 在 这 点 上 方 , ca > 0. 
这 些 点 将 分 支 曲线 H8 分 为 四 段 , 其 上 轨 线 的 性 态 描述 如 下 . 


线段 (0, NS): 


(C7.1) 
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图 C.7.4 Chua 电路 的 分 支 图 


在 这 个 区 间 上 , 8 字形 同 宿 分 支 与 Khorozov-Takens 规范 形 中 的 情形 相同 . 组 成 
8 字形 同 宿 的 两 个 回路 可 定向 . 中 心 同 宿 流 形 的 维 数 等 于 2. 第 三 维 不 起 重要 作用 
因此 , 由 13.7 节 的 结果 得 知 在 #8 的 右 方 存在 两 个 不 稳定 环 (图 13.7.9 中 的 IR 1 
和 环 2). 在 H8 的 左 方 从 8 字形 同 宿 分 支出 对 称 的 鞍点 周期 轨道 ( 环 12) (也 见 图 
C.7.5). 

点 NS. 这 点 在 这 里 如 同 v = 0 是 余 维 2 点 . 在 8 字形 同 宿 附近 轨 线 的 性 态 , 以 
及 在 这 点 附近 分 支 集 的 结构 依赖 于 分 界线 量 A ( 见 公式 (13.3.8)). 此 外 , 它们 不 仅 依 
MF A 是 正 (回路 可 定向 ) 还 是 负 (回路 是 扭转 ), 还 要 考虑 到 |4| 是 小 于 1 还 是 大 
于 1. 如 果 |4| < 1, 则 8 字形 同 宿 是 “稳定 "的 , 否则 不 稳定 . 为 了 找 出 出 现 哪 种 情 
FE, 我 们 可 以 选择 充分 接近 于 8 字形 同 宿 的 初始 点 并 数值 地 跟随 从 这 点 出 发 的 轨 线 . 
如 果 8 字形 图 排斥 它 (这 是 Chua 电路 情形 ), W |A| > 1. 观察 到 具 乘 子 +1 的 二 重 
环 曲 线 由 定理 13.5 必须 从 点 NS 出 发 . 

在 NS 和 NSF 之 间 的 线段 上 , 鞍点 量 是 负 的 , Bo < 0. 沿 着 H8 向 上 移动 , 通 
过 它 上 面 的 点 之 后 原点 变 成 鞍 - 焦点 . 由 定理 13.11, 在 两 种 情形 任何 一 种 ( 即 当 原 
点 是 鞍点 , 或 者 是 o < 0 时 的 鞍 - 焦点 ), 只 有 两 个 稳定 环 , 或 者 在 H8 的 另 一 方 从 8 
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EOC? SRF EIR, 参数 a (b= 1) 对 通过 亚 临界 Andronov-Hopf 分 支 产生 周期 轨 
道 的 周期 T 的 依赖 性 . 原点 是 o > 0 时 的 鞍点 . 


字形 同 宿 分 支出 的 单个 对 称 稳定 环 . 因此 点 S 一 SF 不 是 分 支点 . 但 是 , 引入 小 扰动 
破坏 了 Chua 电路 的 对 称 性 , 我 们 可 以 得 出 本 质 不 同 的 分 支 开 折 ( 见 图 13.7.5 和 图 
13.7.9 的 对 照 ). 不 过 应 该 指出 , 如 果 o 在 这 点 是 正 的 , 则 从 鞍点 到 鞍 - 焦点 的 转移 
对 系统 的 动力 学 会 引起 引 人 注 目的 变化 . 考虑 到 只 有 一 个 同 宿 回 路 , 这 可 引起 从 在 
鞍点 情形 的 单个 鞍点 周期 轨道 到 鞍 - 焦点 情形 的 无 穷 多 个 周期 轨道 的 同 宿 爆 炸 ( 见 
定理 13.7 一 定理 13.10 和 [29]). 


点 NSF: o = 0 对 应 于 中 性 鞍 - 焦点 .在 这 个 余 维 2 点 , ER - 焦点 同 宿 加 

路 附近 的 轨 线 动力 学 变 成 混沌 ， 这 个 分 支 事实 上 先 于 Chun 电路 中 混 池 双 涡 形 吸引 
子 的 原点 ，[29| 第 一 个 考虑 这 个 分 支 的 一 般 情形 . 这 样 的 分 支 的 完全 开 折 还 不 知道. 
(20) 的 概述 如 下 : 存在 余 维 1 分 支 曲 线 的 无 穷 序列 ,它们 凝 到 在 点 NSF 上方 的 曲线 
H8 上 . 这 些 曲 线 对 应 于 后 来 的 同 宿 分 支 , We - 结 点 分 支 以 及 接近 于 原来 的 同 宿 轨 
线 的 周期 轨道 的 二 重 周期 分 支 . 为 了 理解 这 个 现象 同 宿 爆炸 ), 我 们 可 以 研究 具 鞍 
点 指标 v > 1 (对 应 于 c < 0) 和 wv < 1 (对 应 于 o > 0) 的 一 维 映 射 演变 的 简单 图 像 ， 
如 图 C.7.6 所 示 . 回忆 在 所 考虑 的 情形 , v = REX) 其 中 a > 0, 以 及 ar AZERE 
Mi ISERIES AB. GAMMA, MB Br A I TTA 
道 的 周期 趋 于 无 穷 . 在 ,< 1 的 鞍 RHE, 它 有 不 同 的 振动 分 量 . 每 一 个 转向 点 
对 应 于 由 信 膨 期 分 支 眼 随 的 鞍 - 结 点 分 支 . 因此 , 那里 产生 这 样 的 分 支 无 穷 序列 , È 
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们 凝聚 在 同 宿 分 支 上 [173]. 
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图 C.76 HIRAF o > 0 的 入 焦点 回 闪 回路 时 , 由 在 参数 ab = 6) MIEI Andronov-Hopt 
分 支 产生 的 周期 轨道 的 周期 了 对 参数 KIRE 


因此 , 在 v < 1 的 鞍 - 焦点 同 宿 回路 的 邻 域内 , 可 存在 结构 不 稳定 的 周期 轨道 ， 
特别 是 可 以 有 鞍 - 结 点 . 这 引起 一 个 问题 : 周期 轨道 的 鞍 ~ 结 点 分 支 是 否 导致 出 现 
稳定 轨道 ? 

要 回答 这 个 问题 , 我 们 必须 研究 二 维 Poincaré 映射 以 代替 一 维 映射 , 并 计算 前 
面 映射 的 Jacobi， 如 果 它 的 绝对 值 大 于 1, 则 映射 没有 稳定 的 周期 点 , 因此 在 同 宿 
轨 线 的 邻 域内 没有 稳定 轨道 , 这 是 因为 不 动 点 乘 子 的 积 等 于 这 个 映射 的 Jacobi 的 行 
列 式 ， 从 公式 (13.4.2) 我 们 可 以 看 到 , 该 Jacobi 的 这 个 值 直接 与 2v - 1 > 0 还 是 
Dv 一 1 < 0, 或 者 等 价 地 与 "> 3 还 是 v < g W ABBR 焦点 的 特征 指数 ,将 上 
面 的 条 件 转化 为 第 二 个 鞍点 量 oa = 和 1 + 2ReA* 是 正 还 是 负 . 可 以 证 明 (100), 如 果 
o>0 但 o2<0 (图 C.7.4 中 中 < 6), 在 回路 以 及 鞍点 附近 可 存在 稳定 周期 轨道 . 但 
是 如 果 oa > 0 (自动 地 有 o > 0), BE - 结 点 分 支出 完全 不 稳定 周期 轨道 ， 

关于 Chua 电路 的 最 后 一 个 说 明 是 考虑 沿 着 路 径 5 = 6 的 分 支 ( 见 图 C.7.4). 注 
意 这 个 序列 对 许多 具 鞍 点 平衡 态 的 对 称 系统 是 非常 典型 的 . 我 们 跟随 从 在 a ~ 3.908 
的 非 平 凡 平衡 态 的 超 临 界 Andronov-Hopf 分 支 开始 的 稳定 周期 轨道 . 当 a 增加 时 ， 
两 条 分 界线 都 趋 于 稳定 周期 轨道 . 后 面 一 个 在 a ~ 4.496 通过 叉 分 支 改变 为 鞍点 型 . 
它们 的 大 小 增加 且 在 a ~ 5.111 与 8 字形 同 宿 合并 . 这 个 以 及 接 下 来 的 分 支 导 致 出 
现 大 家 知道 的 Chua 电路 中 的 双 涡 形 管 Chua 吸引 子 的 奇怪 吸引 子 . o 
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C.7.# 84.| Shimizu-Morioka 模型 [127] 


y=2-ay-22, (C72) 


至 一 一 bz 十 72 
中 的 同 宿 分 支 . 我 们 寻求 同 宿 分 支 是 从 发 生 在 曲线 AH :b= 2 C.2) 上 的 非 


平凡 平衡 点 Oia 的 Andronov-Hopf 分 支 开 始 的 . 这 个 分 支 可 以 是 超 临界 ， 即 第 一 个 
Lyapunov 量 在 点 GH 的 右边 是 负 的 , 在 点 GH 的 左边 它 是 亚 临界 . 接 下 来 考虑 当 参 
数 a 减少 b=0.9 保持 不 动 时 在 原点 的 鞍点 O 的 分 界线 性 态 的 演变 . 在 AH 的 上 方 ， 
分 界线 趋 于 稳定 平衡 点 01.2, 它们 在 a ~ 1.0341 经 由 Andronov-Hopf 分 支 而 失去 稳 
定性 . 在 AH 和 HB 之 间 的 区 域 , 分 界线 被 吸引 到 新 产生 的 稳定 周期 轨道 . 当 a 进 
一 步 减少 时 , 稳定 轨道 的 振幅 增加 , 它们 两 个 在 a ~ 0.8865 与 原点 结合 从 而 形成 蝴蝶 
同 宿 . 这 样 的 v < 0 时 的 对 称 同 宿 分 支 , 考虑 到 它们 可 以 是 蝴蝶 同 宿 或 者 8 字形 同 宿 
的 几何 结构 , RAEE. 我 们 可 以 看 到 在 给 定 的 参数 值 鞍点 的 主 方向 是 对 
应 于 特征 值 As = —b 的 z 轴 . 因此 , 在 我 们 的 分 类 中 我 们 处 理 的 蝴蝶 同 宿 是 : 两 条 进 
人 鞍点 的 分 界线 彼此 接触 . 当 分 界线 从 两 个 相反 方向 进入 烤 点 时 风色 同 窑 斩 失 为 8 
字形 , 这 个 方向 是 另 一 个 负 特征 值 的 特征 向 量 , EE HB, M < 和 s = -3 一 V 守 +1 
时 变 成 主 特征 向 量 . 在 这 两 个 情形, 从 同 宿 分 支出 现 稳定 的 对 称 周 期 轨道 因此 , 如 
Fo < 0 则 同 宿 变形 的 结果 始终 是 相同 的 ,但 > 0 的 情形 则 不 同 , 那里 同 宿 的 几 
何 是 关键 因素 

在 HB 上 更 重要 的 共振 条 件 发 生 在 (a ~ 1.044,b ~ 0.608), 在 那里 鞍点 量 o 等 
于 零 ( 见 13.6 节 )， 在 这 种 点 附近 的 局 部 考虑 化 为 对 应 的 截断 “规范 形 ” 一 维 
Poincaré 映射 


Z = (-n+Alz|*”) sign(z)， (C.7.3) 
其 中 moll < 1，4 是 分 界线 量 . 在 我 们 的 解释 中 , 当 y = 0 时 , 在 原点 的 不 动 点 对 
应 于 蝴蝶 同 宿 . 由 13.6 节 得 知 , 在 这 样 的 余 维 2 点 附近 分 支 开 折 的 结构 强烈 依赖 于 
4 的 大 小 和 符号 . 我 们 早先 已 经 强调 过 4 的 作用 , 但 必须 得 重复 说 明 4 的 符号 确定 
同 宿 回 路 的 定向 . 此 外 , 在 “线性 " 情形 ( 即 在 o = 0), A 的 值 也 确定 晴 蝶 同 宿 的 稳定 
性 . 如 果 对 ODE 的 特殊 集 没有 计算 机 模拟 , 那 几乎 没有 方法 可 求 4 的 值 . 最 简单 的 
方法 是 执行 数值 实验 , 它 类 似 于 我 们 已 经 用 过 的 对 Chua 电 路 的 分 析 . 如 果 鞍 点 的 分 
界线 在 它 分 裂 之 后 仍 停留 在 蝴蝶 同 宿 的 小 邻 域内 , 则 分 界线 量 将 满足 |4| < 1. 其 它 
的 问题 是 如 何 确定 “定向 ”的 条 件 , 即 求 4 是 正 还 是 负 的 .后 面 我 们 将 回 到 这 个 问 
题 . 
由 数值 实验 不 难看 到 , 从 分 界线 收敛 于 蝴蝶 同 宿 这 种 方式 , A 必须 在 (0, 1) 的 范 
围 内 . 在 这 种 情形 下 , 当 e < 0 时 所 有 事情 都 很 简单 : 蝴蝶 同 宿 或 者 分 裂 成 两 个 稳定 
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图 C.7.7 Shimizu-Morioka 模型 分 支 图 的 片 役 


的 周期 轨道 (图 C.7.8(g)), 或 者 只 有 一 个 稳定 的 对 称 周期 轨道 (图 C.7.8.()). 由 13.6 
节 得 知 , 当 o > 0 时 , 两 条 分 支 曲线 从 这 个 余 维 2 点 出 发 . 它们 对 应 于 鞍 - 结 点 分 支 
(图 C.7.8(d)) 和 二 重 同 宿 回路 (图 C.7.8(f)). 对 称 性 使 得 问题 中 增加 了 其 它 多 余 的 分 
支 现象 . 特别 有 兴趣 的 分 支 如 图 C.7.8(c) 所 示 . 它 导致 形成 将 闭 区 间 映 为 其 自己 的 
有 映射. 进一步 , 由 于 映射 的 导数 在 这 部 分 大 于 1, 它 不 包含 稳定 周期 点 但 有 无 穷 多 个 
不 稳定 点 . 这 是 出 现 没有 稳定 轨 线 的 不 变 吸引 集 的 时 刻 — 拟 Lorenz 吸引 子 . 按 
照 流 , 当 在 原点 的 鞍点 的 一 维 分 界线 位 于 鞍点 周期 轨道 的 二 维稳 定 流 形 上 时 就 会 出 
现 这 个 分 支 , 这 个 鞍点 周期 轨道 先前 已 经 从 每 个 回路 分 支出 (Lorenz 方程 中 类 似 的 
分 支 如 图 C.7.14 所 示 ). 由 于 A > 0, 这 些 流 形 同 胚 于 柱 面 . 这 个 分 支出 现在 图 C.7.7 
中 的 曲线 LA 上 . TERME 2 点 o = 0 附近 , Lorenz S| FARM, 看 上 去 像 一 条 稳 
定 周期 轨道 ( 见 图 C.7.9). 注意 , 我 们 应 该 验证 在 曲线 工 4 上 分 界线 量 A 无 论 何 处 都 
不 为 零 、 如 果 为 零 , 可 能 出 现 如 图 C.7.10 所 示 的 情况 , 它 形 象 地 显示 当 分 界线 量 A 
变 成 负 时 Lorenz 吸引 子 的 主要 分 支 是 如 何 毁 灭 的 . 我 们 将 在 下 面 讨论 这 个 可 能 性 . 
迄今 为 止 一 个 重要 的 结论 是 : 由 于 存在 |4| < 1 时 的 蝴蝶 同 宿 , 参数 空间 中 
Lorenz 吸引 子 的 存在 性 区 域 与 余 维 2 点 相连 接 . 对 Shimizu-Morioka 模型 中 的 Lorenz 
吸引 子 分 支 有 兴趣 的 读者 建议 参考 (127, 129, 187], 对 原来 的 Lorenz 方程 和 其 它 类 
Lorenz 方程 感 兴趣 的 请 参看 [114, 115, 117, 161). 口 
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图 C.7.8 在 余 维 2 点 o= 0 附近 的 一 维 映射 的 分 支 , (a) 一 (f) 对 应 于 o > 0, (g) 一 (i) 对 应 于 
o<0. 


Zz 
一 


图 C.7.9 Shimizu-Morioka 模型 中 点 o = 0 附近 的 类 Lorenz BSF. 


TTH 85. 考虑 当 o 从 正 值 向 负 值 变化 时 对 称 环 的 分 支 . 它 能 否 产 生 售 周期 分 
支 ? 鞠 二 结 点 分 支 ? 利用 问题 的 对 称 性 ， 对 映射 (C.7.3), 求 主要 分 支 曲线 的 解析 表 
达 式 . 这 里 的 鞍 - 结 点 分 支 是 否 先 于 出 现 Lorenz 吸引 子 ( 即 能 否 “ 通 过 间 炊 出 现 ” 


+ 682 + HRC 例子、 问题 和 练习 


图 C.7.10 如 果 在 曲线 LA 上 A < 0, Lorenz 吸引 子 不 出 现 ， 
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图 C.7.11 扭转 的 (4 < 0) 和 可 定向 的 (A > 0) 二 重 同 宿 回路 . 二 维 Poincaré 映射 在 分 界线 量 
A 变 成 负 值 以 后 有 不 同 的 类 钩 形 


混沌 )? 当 A 从 正 值 变 到 负 值 时 , 研究 满足 A > 1 时 的 分 段 线性 映射 , 并 确定 A 的 
临界 值 , 即 从 它 以 后 出 现 Lorenz 吸引 子 . is} 

Shimizu-Morioka 模型 中 的 另 一 个 余 维 2 同 宿 分 支出 现在 对 应 于 二 重 同 宿 回路 的 
曲线 Ha 上 的 (a ~ 0.605,b = 0.549). 在 这 一 点 分 界线 量 A 为 零 , 回路 变 成 扭转 的 ， 
即 我 们 过 到 了 倾角 - 翻转 分 支 ( 见 图 134.8 和 C.7.11). 二 维 局 部 Poincaré 映射 的 几 
何如 图 13.4.5 和 图 13.4.6 所 示 . 为 了 找到 我 们 的 情形 对 应 于 13.6 节 分 类 中 的 哪 一 
种 , 我 们 还 需要 确定 在 这 一 点 的 鞍点 指标 v. 又 如 鞍 - 焦点 同 宿 回路 情形 , 非常 重要 
的 是 确定 ， < 2 还 是 v > 3. 简单 计算 显示 对 给 定 的 参数 值 有 > z. 因此 ,每 个 
蝶 同 宿 回路 的 分 支 开 折 与 13.6 节 相 同 . 下 面 的 四 个 分 支 曲线 都 是 从 这 点 出 发 它们 
对 应 于 壕 - 结 点 分 支 (在 图 C.7.7 中 标 为 “+l"), 倍 周期 ( 标 为 “-1") 以 及 两 条 二 重 
分 界线 回路 曲线 (这 些 曲 线 在 (a,b) - 平面 内 盘旋 终止 于 T - A). (a,b) -平面 内 的 
虚 曲 线 对 应 于 图 13.6.4 中 的 分 支 图 的 A = 0 - 轴 . 在 这 条 曲线 的 上 方 , 原点 的 所 有 
同 宿 回路 都 是 可 定向 的 ， 而 在 它 的 下 方 它们 都 是 扭转 的 - 在 曲线 4 = 0 和 同 宿 分 支 
曲线 的 每 一 个 交点 处 , 分 支 集 的 结构 类 似 , 除非 "< 五 这 个 比值 的 重要 性 在 研究 一 
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维 Poincaré 映射 
Z= (p + Alzk + |z|" )siga(z), (C.7.4) 


时 变 得 很 明显 ,其 中 ju Al < 1v = Bal yy = Leen ASD 这 里 和 分别 是 在 
入 点 的 主 不 稳定 和 稳定 特征 指数 A 准 非 主 和 定 特征 指数 
当 4 = 0 时 , 上 面 映射 的 轨 线 稳定 性 由 第 三 项 确定 . 显然 它 依赖 于 + 对 在 曲线 
=0 上 的 参数 值 ,车 > 1 则 哆 射 是 压缩 的 , Y < 1 时 是 扩张 .假设 2 > do, 关 
+ 的 条 件 化 为 了 < Rav > g 因此 FARS, E v < 5 WANT 
Crata) AYE v> 3 如 图 CTS) 所 大 的 形式. 如 果 v < 对 对 人 的 有 人 不 可 能 有 
稳定 点 X 
截断 映射 (没有 |zP 项 ) 满足 < v < 1 和 A > 0 时 的 分 支 集 的 结构 与 上 面 


共振 情形 v = 1 的 相同 . 情形 4 < 0 叙述 在 图 C.7.12(a) 一 (c) 中 , 读者 可 挑战 这 个 映 
射 的 分 支 研究 . 情形 A < 0 的 特性 是 这 个 贞 射 可 以 有 不 变 吸引 区 间 , 映射 将 它 映 为 
它 自己 (图 C.7.12(c)). 我们 可 以 在 这 个 区 间 上 确定 具有 “不 可 定向 的 Lorenz 吸引 
子 "的 混沌 性 态 [127,129|. 

借助 流 , 这 意味 着 在 参数 空间 内 , 对 从 A < 0 这 边 连接 H8 上 的 点 A = 0 的 指 
数 狭窄 区 域 中 的 参数 值 , 存在 包含 无 穷 多 个 鞍点 周期 轨道 的 类 Lorenz 吸引 子 , 这 些 
周期 轨道 的 稳定 和 不 稳定 流 形 同 胚 于 Möbius H. 

一 维 映射 (C.7.4), 当 A < 0 时 有 类 似 抛物 线 的 图 , 如 图 C.7.12(d) 一 (f) 所 示 , 显 
然 我 们 应 该 预见 倍 周 期 级 联 (图 C.7.12(c) 和 C.7.11(e)), 它 类 似 于 出 现在 C.6 节 中 
对 纯粹 的 二 次 映射 的 研究 . 不 同 的 是 在 间断 点 的 无 穷 导数 保证 了 在 原点 附近 的 强 扩 
ik. 

倍 周 期 级 联 在 这 里 与 同 宿 二 重 级 联 密切 相关 [71, 120, 126), 见 图 C.7.13. 

二 维 映射 对 在 区 域 A < O 中 沿 着 曲线 HS 的 参数 值 皇 明显 的 “的 形 " 状 , 如 图 
C.7.10 所 示 . 事实 上 这 个 观察 对 计算 同 宿 回路 的 定向 提供 了 最 简单 的 方法 ,就 是 说 ， 
在 接近 于 稳定 流 形 的 截面 上 选择 点 并 计算 对 应 的 轨 线 , 我 们 验证 轨 线 的 初始 点 和 最 
终点 是 否 位 于 这 个 截面 上 We 的 同一 侧 . 如 果 是 , 则 A > 0, 否则 A < 0. 初始 点 应 
该 相当 地 接近 于 W*, 因为 当 4 多 次 改变 符号 又 变 为 正 时 , 回路 变 成 两 次 扭转 , 等 等 . 
图 C.7.7 显示 两 条 这 样 的 第 二 次 分 支 曲线 , 它们 从 点 A = 0 出 发 并 盘旋 终止 于 (a,b) 
-平面 上 的 了 -点 (在 (95,174) 中 有 对 T - 点 细致 结构 的 研究 ). 这 种 余 维 2 点 (图 
C.7.7 中 近似 于 a = 0.781,5 ~ 0.39) 对 应 于 含有 在 原点 的 鞍点 和 不 平凡 的 鞍 - 焦点 
的 异 宿 环 . 由 [35] 得 知 , 在 主要 一 点 附近 存在 类 似 的 凝聚 序列 , 它们 位 于 由 对 应 这 
些 鞍 - 焦点 的 同 宿 和 异 宿 分 支 曲线 所 界定 的 扇形 区 域内 . 这 部 分 地 解释 了 为 什么 分 
界线 量 A 在 这 里 改变 了 它 的 符号 , 因此 , 回路 改变 了 定向 (CER - 焦点 附近 的 二 
维 Poincaré 映射 )- 
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图 C.7.12 映射 (C.7.4) 在 A < 0 附近 的 变化 . 
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图 C.7.13 Shimizu-Moricka 模型 中 当 参数 a 变化 时 (b = 0.40) 的 同 宿 二 重 级 联 ， 利 用 打靶 
FE RAM MS RAH a. 


CTH 86. | 假设 在 Shimizu-Morioke 模型 中 存在 著 - 焦点 的 同 宿 回路 (如 T — 
点 ) RAAR - 焦点 的 特征 指数 , 我 们 能 够 对 局 部 结构 说 些 什么 : 是 平凡 (一 条 
周期 轨道 ), 还 是 复杂 (无 穷 多 条 周期 轨道 )? 
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经 典 的 Lorenz 方程 


#=—o(z—y), 


rz—y—z2, (C75) 


se 
52+ av. 


它 的 (7,0) 分 支 图 的 片段 如 图 C.7.14 所 示 . 探测 路 径 o = 10 与 蝴蝶 同 宿 的 曲线 HB 
的 交点 以 及 其 上 蒂 点 的 一 维 分 界线 趋 于 鞍点 周期 轨道 的 曲线 LA. 求 曲线 LA 上 的 
点 , 在 该 点 上 方 朝 着 r 较 大 值 方向 穿 过 LA 时 Lorenz 吸引 子 不 出 现 . 图 C.7.14 中 
通过 了 - 点 的 虚线 对 应 当 分 界线 量 A = 0 时 二 维 Poincaré 映射 中 产生 钩 形 的 时 刻 
( 见 关于 Shimizu-Morioka 模型 的 讨论 ). 


5 i EJ EJ c] w 
MOTA 到 Lorene RIFOARRIREE. T- MEF (r= 304, = 1024= 5). 

我 们 已 经 看 到 对 称 系统 中 的 同 宿 分 支 有 许多 共同 点 . 接 下 来 我 们 描述 在 “典型 
系统 中 鞍 - 焦点 同 宿 回路 所 形成 的 通 有 现象 . 特别 地 , 这 个 机 制 很 好 地 工作 在 Rissler 
模型 , 新 Lorenz 模型 , 规范 形 (C.2.27) 和 许多 其 它 模型 中 . 

通 向 这 种 同 宿 分 支 的 第 一 步 是 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 : 稳定 平衡 态 失 去 它 
的 稳定 性 变 成 鞍 - 焦点 . 它 的 二 维 不 稳定 流 形 的 边界 是 新 生成 的 稳定 周期 轨道 接 
下 来 , 让 稳定 周期 轨道 的 实 主 乘 子 与 其 它 的 合并 , 此 后 它们 变 成 一 对 停留 在 单位 贺 
PARRA SESE. 然后 鞍 - 焦点 的 不 稳定 流 形 开始 围绕 稳定 周期 轨道 , 从 而 形成 一 个 
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图 C.7.15 一 个 吸引 涡流 . 


吸引 “杯子 ”或 者 “涡流 ", 如 图 C.7.15 所 示 ， 当 系统 的 参数 进一步 变化 时 , 涡 形 扩 
K, 最 后 鞍 - 焦点 的 不 稳定 流 形 接触 到 它 的 稳定 流 形 . 通常 , 由 于 翻转 分 支 或 者 环 面 
分 支 , 这 个 同 宿 分 支 接着 前 面 的 周期 轨道 分 支 失去 稳定 性 , 此 外 , MIRER - 焦点 的 
鞍点 量 是 正 的 , 则 涡流 将 包含 非 平凡 结构 的 吸引 集 . 

让 我 们 用 新 Lorenz 模型 [128] 


ż=-y? -2° -ar +aF, 


了 = zy 一 bzz 一 y+G， (C.7.6) 


z= bay+zz-2 


OPERA, 其 中 (F G) BREMSUR (a= b= 4.0) ( 见 图 
C.7.16). 

新 Lorenz 模型 的 分 支 很 丰富 . HPZ AAEM - 结 点 分 支 , 在 C2 W, 
我 们 已 经 找到 正则 迁 - 结 点 分 支 曲线 SN. 与 图 C.6.10 和 图 C.2.4 相 比较 , 图 C.7.17 
是 系统 在 SN 的 上 分 村 附近 分 支 图 的 放大 . 这 个 分 梳 对 应 于 具 一 个 零 特征 指数 而 其 
它 两 个 有 负 实 部 的 结构 不 稳定 平衡 态 . 在 SN WAEN, 这 个 临界 平衡 点 消失 , 在 SN 
的 右 方 它 分 型 成 两 个 : 稳定 点 和 粮 -焦点 (2,1). 曲线 Ha 对 应 于 鞍 - 焦点 同 宿 回路 
H 与 SN 合并 的 点 对 应 于 非 模 夫 加 宿 鞍 - 结 点 余 维 2 分 支 . 在 这 样 的 点 , Be - 结 
点 的 不 稳定 流 形 治 着 强 稳定 流 形 回 到 平衡 态 . 曲线 SN 的 剩余 部 分 对 应 余 维 1 分支 
曲面, 这 些 点 将 它 分 为 两 类 交错 区 间 . 在 这 些 区 间 从 右 到 左 的 道路 上 的 分 支 序列 是 
完全 不 同 的 . 在 第 一 种 情形 这 是 一 个 普通 的 鞍 - 结 点 分 支 : 两 个 平衡 态 合并 并 消失 
在 第 二 类 线段 上 的 点 对 应 于 具有 同窗 轨 道 的 鞍 - 结 点 平衡 态 , 它 在 SN 的 左边 当 芝 
-- 结 点 消失 后 变 成 一 个 吸引 极限 环 , 好 奇 的 是 , 这 个 分 支 序列 是 可 地 的 从 左 到 右 穿 
过 SN 时 , 周期 轨道 的 稳定 性 回 到 了 吸引 的 平 街 态 . 关于 这 一 点 , 见 14 章 对 “安全 ” 
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1.09037, 


2.05643 


图 C.7.17 图 C.6.10 中 分 支 图 的 放大 . ARIETE — 结 点 同 宿 分 支 . 


T3531 


kaadi 附录 C AF. 问题 和 练习 


asin 
1.38926} | 
oa 


0.6332] 


-1.62 


Aasa 1109s 03678 -03679 110256 183773 
图 0.7.18 系统 (C.7.7) 在 a = 2,b = 0.5, p = 1.2 LASENT FR ME 


和 "危险 " 分支 的 讨论 . 
我 们 用 对 应 于 四 维 情形 的 鞍 - 焦点 蝴蝶 同 宿 的 阐述 来 结束 这 一 节 ， 考 虑 四 维 
Lorenz 系统 的 扰动 


z= —10(z —y), 
y=rz-y-z2, 


aE Seki Aa 


w= wp 
= -3 一 


以 及 四 维 Shimizu-Morioka 模型 的 扰动 


y= -ay 十 一 zz 
(0.7.7) 
i=w, 


wy = —bw— pz +27, 


其 中 新 参数 /> 0 的 引入 使 得 限制 在 (z,w) - 子 空间 上 的 原点 的 鞍点 平衡 态 成 为 稳 
FER. 

CTH 87.| 求 在 原点 的 平衡 点 的 稳定 、 强 稳定 和 不 稳定 线性 子 空间 .数值 探测 
原点 的 主要 同 宿 回路 (ue = 0 是 好 的 初始 猜测 ). 借助 蝴蝶 同 宿 或 8 字形 同 宿 对 它们 进 
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行 分 类 . 在 同 宿 分 支 第 一 个 和 第 二 个 鞍点 量 是 什么 ?对 两 个 模型 通过 同 宿 爆炸 出 现 
的 周期 轨道 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 维 数 你 能 够 说 些 什么 ? 构造 Poincaré BRAY o 
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Andronov 设置 , 338, 400 

Arnold #, 467 

Banach 空间 , 174, 304, 330, 331 

Banach 压缩 映射 原理 , 168, 185, 197, 506, 
524 

Banach FRB, 339 

Belitskii 定理 , 161 

Birkhoff 定理 , 317 

Bogdanov-Takens 点 , 527 

Bogdanov-Takens 分 支 , 666 

Bogdanov-Takens 规范 形 , 607, 652 

Borel 引 理 , 75 

Brauer 准则 , 179 

Cantor %, 573 

Cantor #8, 10, 313 

Cherry 流 , 570, 570 

Chua 电路 , 15, 611, 616, 637, 640, 675 

Denjoy 定理 , 200 

Duffing 方程 , 606 
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Dulac 定理 , 75 

Dulac 规范 形 , 78 

Dulac 序列 , 518, 529 

Euclid 范 数 , 29 

Euclid 空间 , 175 

Farey 树 , 569 

Feigenbaum RF, 658 

Floquet RF, 146 

Floquet 定理 , 149 

Fourier 级 数 , 313 

Franklin-Markov 定理 , 314 

Gavrilov-Guckenheimer 分 支 , 620 

Grobman-Hartman 定理 , 44, 57, 69, 99 

Hadamard 定理 , 106 

Hénon 映射， 658, 660 

Hilbert 第 16 问题 , 82 

Hindmarsh-Rose 模型, 623 

Jacobi SPF, 13, 163, 614, 615 

Jordan 基 , 27, 346 

Jordan 3, 27 

Jordan 型 , 474 

Khorozov-Tankens 规范 形 ，607，641，638, 
650, 672, 674 

Klein Hi, 472, 485, 493, 495 

Kroneker-Capelli 定理 , 624 

Lagrange 常数 变易 法 , 624 

Lagrange 方程, 327 

Lamerey 阶梯 图 , 86, 97 

Lamerey W4, 86, 434 

Lamerey 图 ,86, 363, 369, 422, 426, 437, 
523 

Landau-Hopf 32, 470 

Leontovich-Mayer 定理 , 331 

Leontovich 定理 , 529 

Lipschitz 不 变 流 形 , 187 

Lipschitz 函数 ，184，187 

Lipschitz 曲线 , 464 

Lipschitz 条 件 , 106, 175 

logistic BUH, 655, 657 

Lorenz 方程, 556, 611, 615, 645, 685 


Lorenz 吸引 子 , 15, 557, 680, 685 

Lyapunov (焦点 ) 量 , 329 

Lyapunov 定理 , 150 

Lyapunov 函数 ，345，359，362，374，385， 
391, 394, 462, 650 

Lyapunov 量 , 328, 343, 348, 355, 363, 373, 
444, 459, 470, 533 

Lyapunov 曲面 , 153 

Lyapunov 稳定 , 344, 345, 362 

Lyapunov 意义 下 的 稳定 性 , 152 

Lyapunov 指数 , 76, 148, 150 

Maier 定理 , 201 

Markov 定理 , 315 

Mathieu 27%, 633 

Mayer 定理 , 307 

Medvedev 例子 , 495 

Möbius 长 条 , 436 

Mobius HF, 156, 318, 434, 524, 534, 598 

Möbius 流 形 , 318 

Morse-Smale 38, 568 

Morse-Smale 流 , 326 

Morse-Smale 微分 同 胚 , 220, 334 

Morso-Smale 系统 , 320, 321, 324, 333 

Newhouse 区 域 , 368 

Ovsyannikov-Shilnikov 定理 , 79 

Palis-Smale 定理 , 321 

Poincaré 定理 , 74, 200 

Poincaré-Bendixson 理论 , 311 

Poincaré-Dulac 定理 , 160 

Poincaré 规范 形 , vi 

Poincaré 回复 时 间 , 7 

incaré 区 域 ,75 

Poincaré 旋转 数 , 200, 336, 459, 490 

Poincaré 映射 , 83, 84, 129, 131, 250, 434, 
447, 488, 598 

Poincaré 映射 轨 线 , 84 

Poisson 稳定 , 6 

Poisson 稳定 点 , 308 

Poisson 稳定 轨 线 , 6, 310, 315 

Pugh 的 封闭 性 引 理 , 315 
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Pugh 定理 , 316 

Riemann 曲面 , 204 

Réssler RHE, 621, 673 
Routh-Hurwitz 和 矩阵, 607 
Routh-Hurwits 行列 式 , 342, 360 
Routh-Hurwitz 准则 , 15, 614 
Schwarz 导数 , 657 

Shilnikov 定理 , 535, 673 
Shilnikov 条 件 , 550 
Shimizu-Morioka 模型 , 612, 621 
Siegel 区 域 , 74-76 

Smale 马路 , 550, 659 

Sternberg 定理 , 75, 160 

van der Pol 方程 , 178, 468 
Weierstrass 方法 , 204 
Wietorius-van Danzig 螺 线 管 , 313 
Wronsky 公式 , 148 


A 

安全 边界 , 596 

安全 稳定 性 边界 , 594 

和 鞍点, 18, 22, 33, 304, 381, 388, 553, 609 

鞍点 不 动 点 , 95, 115, 126, 334, 390, 391 

鞍点 基本 类 型 ，61 

BRU, 77, 516, 532, 611 

鞍点 平生 态 , 266 

鞍点 区 域 , 44 

鞍点 同 宿 回路 , 78 

鞍点 型 平衡 态 , 32 

鞍点 映射 , 120, 172, 322, 541 

鞍点 指标 , 77, 512, 524 

鞍点 周期 轨道 , 491, 554 

鞍点 周期 轨 线 , 82, 152, 156 

BK — FRA, 22, 33, 96, 333, 339, 448, 459, 
509 

We — MAE (1,2), 33 

#k - 焦点 (2,1), 23, 24, 33, 40 

Bi -焦点 (2,2), 33, 38, 624 

E- 焦点 的 8 字形 同 宿 , 572 

Be - 焦点 同 宿 回路 , 78, 546 


Ek - 结 点 ，44, 348, 364, 395, 467, 472, 473, 
483 

BK - 结 点 不 动 点 , 499, 661 

E - 结 点 不 动 点 分 支 , 423 

鞍 - 结 点 平衡 态 , 472 , 479 

B- 结 点 平衡 态 的 消失 , 473 

F - 结 点 周期 轨道 , 486, 494, 505 

鞍 - 结 点 周期 轨道 分 支 , 425 

鞍 - 结 点 极限 环 分 支 , 424 


B 

BEDE, 36 

半 轨 线 , 10, 307 

半 可 定向 的 8 字形 同 宿 , 575 

半 可 定向 的 蝴蝶 同 宿 , 574 

半 平 面 , 342 

半 稳 定 , 331 

半 稳定 不 变 闭 曲 线 , 463 

半 稳 定 环 , 424 

半 稳 定 平衡 态 ,417 

胞 腔 , 12 

保 积 映射 ， 634 

售 周 期 分 支 , 436, 495, 532, 562, 599, 666 

倍 周 期 分 支 (翻转 分 支 ), 595 

售 有 周期 级 联 , 334 

本 质 映射 , 486, 487, 596 

边界 鞍点 平衡 态 , 481 

边界 系统 , 334 

边 值 问题 , 62, 66, 116, 138, 139, 215, 217 

变 分 方程 , 2, 146 

变量 变换 , 102, 159 

变量 的 形式 变换 , 74 

标准 形 , 343 

不 变 , 6, 433 

不 变 非 主流 形 , 50 

不 变 环 面 , 177, 180, 193, 195, 312, 459, 470, 
481, 632 

不 变 环 面 的 产生 , 595 

不 变 环 面 的 软 生成 , 599 

不 变 集 , 6, 8 
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不 变 流 形 , 46, 102, 110, 187, 191, 343, 351, 不 稳定 拓扑 结 点 平衡 态 , 46 
391, 483 不 稳定 拓扑 源 平衡 态 , 46 

不 变 流 形 的 破裂 , 490 不 稳定 异 宿 环 , 335 

不 变 曲面, 453 不 稳定 中 心 流 形 , 211, 212, 214, 247 

不 变 曲线 , 196, 455, 459, 461, 478, 490, 662 不 稳定 主 乘 子 , 137 

不 变 叶 层 , 226, 232 不 稳定 主子 空间 , 32, 33 

FEEN, 91 不 稳定 子 空间 , 22, 23, 89 

不 变 圆 周 的 软 产生 , 455 

不 变 中 心 流 形 , 204 c 

不 变 主流 形 , 56 MAK, 350, 418, 638, 667 

不 变 子 空间 , 24 产生 鞍点 周期 轨道 , 544 

不 动 点 , 84, 93, 321, 361, 374, 390, 426, 453 产生 不 变 环 面 , 463 

不 动 点 不 稳定 , 460 产生 周期 轨道 , 534 

不 动 点 乘 子 , 85 常规 不 稳定 不 变 流 形 , 241 

不 动 点 的 鞍 - 结 点 分 支 , 561 常规 不 稳定 流 形 , 235 

不 动 点 的 倍 周期 分 支 , 561 常规 稳定 不 变 流 形 , 241 

不 动 点 分 支 , 427, 429, 430 常规 稳定 ，237 

不 可 定向 的 8 字形 同 宿 , 575 常规 稳定 流 形 , 232, 234 

不 可 定向 的 Lorenz 吸引 子 , 683 常 微分 方程,1 

不 可 定向 的 蝴蝶 同 宿 ,574 超 临界 Andronov-Hopf 分 支 , 444, 448 

不 可 定向 的 同 宿 回路 , 581 超 临界 分 支 , 418, 419 

不 可 定向 的 圆周 映射 ， 494 超 同 宿 轨道 ， 545 

不 可 定向 情形 , 524, 525 超 限 序数 , 309 

不 可 定向 曲面, 524 RF +1, 419 

不 稳定 Lamerey WER, 88, 370 RF -1, 430 

不 稳定 不 变 流 形 , 511 持久 性 , 195 

不 稳定 不 变 子 空间 , 19, 32 稠密 粗 微分 同 是 , 307 

不 稳定 不 变 子 流 形 , 61 从 一 侧 不 可 到 达 , 332 

不 稳定 不 动 点 ， 492, 495, 504, 524 粗 , 303 

不 稳定 方向 , 89 RA, 347 

不 稳定 非 主流 形 , 384 粗 不 动 点 , 426 

不 稳定 分 界线 , 381 粗 不 稳定 环 , 366 

不 稳定 复杂 (BB) 焦点 , 355 FF, 303 

不 稳定 焦点 , 19, 22, 91 粗 焦点 , 447 

不 稳定 焦点 (平衡 态 ), 57 粗 平衡 点 , 334 

不 稳定 结 点 , 19, 22, 88 粗 微分 同 胚 , 307 

不 稳定 结 点 (平衡 态 ), 57 粗 稳定 周期 轨道 , 489 

不 稳定 流 形 , 121 粗 系统 , 304, 307 

不 稳定 平衡 态 , 418 mtt, 307 


不 稳定 特征 子 空间 , 110 粗 周期 轨 线 , 85 
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次 线性 估计 , 517 


D 

大 范围 , 243 

大 范围 鞍 - 结 点 分 支 , 487 

大 范围 稳定 不 变 流 形 , 57 

大 范围 不 稳定 不 变 流 形 , 57 

大 范围 不 稳定 流 形 , 483 

大 范围 二 分 系统 , 216, 226, 235, 383 

大 范围 分 支 , 472 

大 范围 稳定 , 57 

大 范围 相 图 , 396 

大 范围 映射 ，250，475，478，510，520，548, 
563 

大 叶 条 件 , 498 

代表 点 ,3 

MBI, 400, 404, 455, 463 

单 侧 浙 近 稳定 , 510 

单 侧 稳定 性 , 510 

单个 主 特 征 值 , 137 

单 图 同 宿 回 路 , 562 

单 值 逆 映 射 ， 191 

等 价 轨 线 , 12 

等 射 , 199 

第 二 个 Lyapunov 量 , 357 

第 二 临界 情形 , 352, 368 

第 二 临界 情形 的 规范 形 , 354 


第 一 个 Lyapunov fit, 403, 435, 459, 652, 
654 

第 一 个 分 界线 量 , 515 

第 一 类 型 的 稳定 性 边界 , 595 

第 一 临界 情形 , 347 

第 一 情形 鞍点 ，553 

典范 规范 形 , 515 

定向 图 , 325 

定性 积分 , 9 

定性 研究 , 15 

动力 不 确定 的 边界 , 603 


动力 确定 的 边界 , 603 
动力 系统 , 4 

度量 , 307 

对 数 螺 线 , 91 

(多 ) 重 极 限 环 , 452 
多 项 式 变换 , 70, 73 


E 

额外 退化 性 , 648 

二 叉 树 , 569 

二 次 切 触 , 335 

二 维 Poincaré 映射 ，86, 678 

二 维 不 变 环 面 , 195 

重 分 界线 回路 , 532, 584 

二 重 极限 环 , 532 

二 重 同 宿 回路 , 563, 565, 576, 682 


F 

法 坐标 , 139, 141, 151 
反 向 倍 周期 分 支 , 563 
反 周 期 , 195, 196 
飞行 时 间 , 488, 505, 512 
飞行 时 间 函 数 , 488 
非 粗 平衡 态 , 406 
非 粗 系统 , 316 
非 粗 性 系统 , 327 
非 共 振 , 74, 388, 431, 454 
非 共振 函数 , 78, 162 

非 共振 情形 , 373 

非 光滑 Klein Hi, 496 
非 光滑 不 稳定 流 形 , 263 
非 模 截 同 宿 轨道 , 334 
非 模 截 相交 , 339 
非 局 部 , 243 

非 局 部 中 心 流 形 , 243 
非 平 凡 Jordan 块 , 17 
非 平 凡 不 动 点 , 446 
非 平 凡 平衡 态 , 447, 666 
非 平 凡 吸 引子 , 340 

非 齐 次 边 值 问题 , 68 
非 奇异 映射 , 99 
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非 同 伦 (微分 同 胚 ) 193 RHR, 4, 48 
EtA, 85 HIE, 360 
SRR, 698; s63 FERF, 300, 459 
mea za t 

Aia 复杂 (退化 ) BR, 366 
Sune so wh oe AL 

iA, 307, 308, 315 

Sew, 924 BIE Ty Bhi, SHAS, Be 
非 游荡 集 , 320 
非 正则 情 并 ,608 a (B) 焦点 ，374 
非 周期 ( 轨 线 ), 93 
非 主 , 102 G 
非 主 不 变 流 形 , 136 概 形 , 12, 305, 328 
非 主 不 变 子 空间 , 55, 94 概 周期 , 314 
非 主 不 稳定 不 变 流 形 , 115 概 周 期 运动 , 312 
非 主 不 稳定 子 流 形 , 244 刚性 生成 , 447 
FERF, 94 刚性 失去 稳定 性 , 445, 456, 597 
非 主 方向 , 21 高 维系 统 , 333 
非 主 局 部 流 形 , 56 高 维 线性 系统 , 24 
非 主 流 形 , 54, 55, 237, 473 高 维 线性 映射 ，92 
非 主流 形 的 分 层 , 53, 104 共振 , 70, 157 
非 主 平面 , 19 共振 ( 超 ) 平面 , 74 
非 主 稳定 不 变 子 流 形 , 115 共振 不 动 点 , 379, 384, 397 
非 主 轴 , 88 共振 多 项 式 , 76 
非 主子 空间 , 102 共振 关系 , 372 
非 自 治 系统 , 178, 383, 391, 435 共振 环 面 , 465 
分 界线 , 19, 329 共振 集 , 70 
分 界线 回路 , 332, 509, 514, 524, 534 共振 阶 , 70, 157 
分 界线 回路 分 支 , 528 共振 情形 , 374 
分 界线 量 , 564, 571 共振 区 域 , 464, 470, 490 
分 形 , 313 共振 无 限 集 , 79, 80 
分 支 , 327, 332 SERB, 464, 467 
分 支 参 数值 , 338 共振 周期 轨道 , 402, 459 
分 支点 , 350, 418 ji 共振 周期 轨道 分 支 , 463 
分 支 集 , 338, 402, 441, 571 孤立 (平衡 态 ), 13 
分 支 开 折 , 450, 460, 558 光滑 不 变 闭 曲线 , 180 
分 支 曲 面 , 417 光滑 不 变 流 形 , 58 
分 支 图 , 426, 441, 528 JEM AEM, 460 
封闭 性 引 理 , 315 光滑 不 变 叶 屋 , 212 


负 向 Poisson 稳定 点 , 309 光滑 动力 系统 , 5 
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JERSE ER, 208 J 
光滑 环 面 ,493 积分 曲线 , 2 
光滑 环 域 映 射 ，468 积分 系统 , 9 
光滑 流 形 , 321 基 , 210 
光滑 微分 同 胚 ,84 基本 概念 , 1 
光滑 吸引 不 变 流 形 , 502 基本 解 矩阵 , 146 
光滑 吸引 不 变 曲线 , 565 级 联 , 5 
光滑 叶 层 ,210 极 大 开 集 , 204 
光滑 主 鞍点 流 形 , 61 BAH, 325 
规范 形 , 76, 636, 679 极限 环 , 10, 82, 358, 392, 519, 530, 572, 650 
规范 形 方法 , 398 极限 环 的 唯一 性 , 528 
轨道 - 翻转 分 支 , 558 极限 环 分 支 , 332, 477 
轨道 - 翻转 同 宿 分 支 , 564 极限 - 拟 周期 , 313 
轨道 规范 形 , 355 极 小 集 , 7, 9, 181, 200, 312 
轨道 稳定 性 , 153 Rih, 417 
Mik, 315 RA, 618, 619 
H RAK, 412 
FERK, 310 LB - 结 点 , 328, 348 
MIRA, 92, 196 简单 动力 学 , 316, 333 
Bakik, 400 简单 同 宿 回路 , 565 
mana ne, 323 ene, 
‘WLAN, 319, 321 MANT, eer oe 
模 才 性 条 件 , 264 渐 近 稳定 , 344, 345, 357, 362, 363, 365, 384, 
MANIER, 906 ea a 
渐 近 相 , 153 

‘RAK, 402, 418 WEER, 648 
oe ATRA, 交叉 形式 , 172, 183, 190, 323 
ma ate 
环 面 代数 自 同 构 , 194 结 点 (+) 104 
环 面 的 稳定 性 , 198 结 点 o. 304 
haika pa 结 点 区 域 ，44，481 
me ora 
mane ee werent 
X, 45 结构 不 稳定 性 , 337 
894, 227, 470, 490 结构 不 稳定 周期 轨 线 , 213 
mS, 650 结构 稳定 , 82 

结构 稳定 鞍点 , 57 


混沌 准则 , 324 
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结构 稳定 不 动 点 , 99, 115, 126 扩展 不 稳定 流 形 , 61, 248 
结构 稳定 的 周期 轨 线 , 85, 201 扩展 不 稳定 特征 子 空间 , 115 
结构 稳定 平 黎 态 , 13, 41, 198 扩展 不 稳定 子 空间 , 34, 40 
结构 稳定 性 , 321 扩展 稳定 不 变 子 空间 , 33, 96 
截断 规范 形 , 81 扩展 稳定 流 形 , 61 
截面 , 83, 181 扩展 稳定 特征 空间 , 247, 263 
解 ,1 扩展 稳定 特征 子 空间 , 115 
解析 不 变 流 形 , 57 扩展 相 空间 ,2 
ERRIRE, 312 
局 部 不 变 集 ，50 工 
局 部 不 变 流 形 , 237 蓝天 突变 , 205, 472, 495, 496, 504, 596, 599, 
局 部 不 变 中 心 流 形 , 206 670 
局 部 不 稳定 流 形 , 46, 58, 364 蓝天 突变 的 Medvedev 构造 , 668 
局 部 分 支 , 204, 398 离散 动力 系统 , 5 
局 部 简化 , 213, 214 联 边 分 支 , 479 
局 部 扩展 稳定 流 形 , 252 联 边 同 宿 加 路, 478 
局 部 理论 , 12 i, 34 
局 部 情形 , 243 链 规则 , 500 
局 部 拓扑 等 价 (系统 ), 44 两 个 环 , 450 
局 部 拓扑 等 价 的 周期 轨 线 , 100 BA, 966 
局 部 稳定 不 变 流 形 , 98, 383 临界 不 动 点 , 361, 366, 388, 396 
局 部 稳定 流 形 , 46, 58 GREK, 17 
JAWER, 250, 251, 475, 480, 510, 517, 520, GIF HE, 343, 346, 309 

547, 563 临界 情形 , 204, 398 
局 部 直 化 , 484 临界 周期 轨道 , 399 
局 部 中 心 流 形 , 208, 213 FRAR, 528 

流 形 , 357, 552 

K 注 形 的 不 变性 , 102 
开 区 域 , 316 流 形 的 维 数 , 46 
可 定向 8 字形 同 宿 , 576 PER, 312 
HOON SY ARE, 199 METER, 549 
可 定向 情形 , 525 螺旋 吸引 子 , 15 
可 定向 曲线 ,4 
可 允许 偶 ，570 M 
控制 参数 , 399 ans 
快 - IERIE, 504 MILE, 636 
快 系统 , 502 MAM, 605 
快 周期 轨道 ,502 N 
ed 内 分 支 , 334 


扩展 不 稳定 不 变 子 空间 , 33, 96 拟 极 小 集 , 7, 9, 312, 570 
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拟 极 小 吸引 子 , 571, 574 PRA TARR, 505 
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